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 Сложность разрешения с линейными запросами оказывается  полиномиально 
связана с более общей коммуникационной сложностью, когда вычисляется XOR-функция 
от 4 аргументов [7].  
 Оценка коммуникационной сложности XOR-функции знака перестановочной 
матрицы получается стандартными для коммуникационной сложности методами, см. [8.9]. 
Как хорошо известно, нижней оценкой коммуникационной сложности является логарифм 
наименьшего числа прямоугольников в покрытии области определения функции 
монохроматическими прямоугольниками (недетерминированная коммуникационная 
сложность).  
 В данной работе эта величина покрытия оценивается через разбалансировку 
(discrepancy) функции. В общем случае разбалансировка определяется по некоторому 
вероятностному распределению на входах. Здесь нам достаточно равномерного 
распределения. Поэтому строится верхняя оценка веса прямоугольника, то есть 
алгебраической суммы значений функции по прямоугольнику.  
 Вес прямоугольника S×Q выражается как скалярное произведение в пространстве 
действительных функций характеристической функции S на образ характеристической 
функции Q 
под действием самосопряженного оператора P, матрица которого получается из XOR-
функции продолжением 0 вне области определения. Неравенство Коши–Буняковского 
сводит построение оценки веса к оценке максимума модуля собственных чисел оператора 
P. 
 Оператор P разлагается в линейную комбинацию операторов Pπ , отвечающих 
отдельным перестановкам. Коэффициент при Pπ  в этой линейной комбинации – это знак 
перестановки π.  
 Все операторы  Pπ диагонализуются в базисе Фурье, и их собственные числа в этом 
базисе легко вычисляются. Суммирование по всем перестановкам для данного характера T 
(базисного вектора в базисе Фурье) дает определитель ±1 матрицы, связанной с T. Этот 
определитель оценивается с помощью неравенства Адамара как nn/2. Логарифм отношения 
n!/nn/2 имеет требуемый порядок роста Ω(n log n), что и приводит к искомой оценке 
коммуникационной сложности.   
 Указанные выше приложения этой оценки получаются непосредственным 
построением коммуникационных протоколов из линейной классификации над полем из 
двух элементов и из дерева разрешения с линейными запросами. 
 Для получения оценки Ω(n log n) целочисленной линейной классификации знака 
перестановочных матриц необходимо модифицировать саму коммуникационную задачу. А 
именно, нужно рассмотреть функцию от (±1, 0) – матриц X, Y, которая равна знаку 
перестановочной матрицы X + Y (здесь уже сложение целочисленное), и не определена, 
если X + Y не является перестановочной матрицей. Нетрудно проверить, что любой 
монохроматический прямоугольник для этой новой функции стиранием знака у ±1 
отображается в монохроматический прямоугольник для исходной функции и то же самое 
справедливо для областей определения этих функций. Поэтому величина покрытия 
монохроматическими прямоугольниками для новой функции не меньше, чем для исходной. 
Таким образом, нижняя оценка величины покрытия монохроматическими 
прямоугольниками для исходной функции дает оценку детерминированной 
коммуникационной сложности новой функции. С другой стороны, по разделяющему 
целочисленному функционалу легко строится коммуникационный протокол для новой 
функции. 
 Работа выполнена при поддержке РФФИ, номер проекта 17-01-00300, программы 
0063-2016-0017 III.1 ОМН РАН.  Исследование также финансировалось в рамках 
государственной поддержки ведущих университетов Российской Федерации «5-100». 
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УДК 510.52 

Эффективная унирациональность кубической гиперповерхности 
А.В. Селиверстов 

Институт проблем передачи информации им. А.А. Харкевича РАН 

Фиксируем счётное поле K характеристики нуль с нумерацией, при которой 
арифметические операции вычислимы за полиномиальное время. Примером такого поля 
служит конечное расширение поля рациональных чисел, элементы которого представимы 
многочленами ограниченной степени с рациональными коэффициентами, а для записи 
числителя и знаменателя дроби используется двоичная запись. Элементы конечного 
расширения поля рациональных чисел представимы многочленами ограниченной степени с 
рациональными коэффициентами; арифметические операции над таким полем 
подразумевают вычисление остатков от деления многочленов. В сервисе MathPartner это 
выполнимо посредством команды \reduceByGB [1]. В общем случае, если два поля, в 
каждом из которых операции вычислимы за полиномиальное время, изоморфны друг 
другу, то не существует изоморфизма, вычислимого за полиномиальное время [2]. Говоря о 
расширении поля L/K, мы подразумеваем, что операции в поле L также вычислимы за 
полиномиальное время, более того, существует вычислимый за полиномиальное время 
изоморфизм между полем K и подполем поля L. 

Гладкая проективная кубическая кривая на плоскости иррациональна. Однако 
отличная от конуса неприводимая проективная кубическая гиперповерхность размерности 
два или выше с отмеченной K-точкой унирациональна над K. Для гладкой кубической 
поверхности над полем рациональных чисел унирациональность доказал Беньямино Сегре 
[3], при некоторых ограничениях – Ю.И. Манин [4, с. 57], а в более общем случае – Янош 
Коллар [5]. Однако в этих работах доказана лишь чистая теорема существования. Мы 
рассмотрим вычислительную сложность поиска доминантного рационального отображения 
проективного пространства в гиперповерхность. В общем случае образ этого отображения 
содержит не все K-точки, но множество таких K-точек всюду плотное в топологии 
Зарисского. 

Допуская некоторую вольность, мы не различаем случайную величину и 
реализацию этой случайной величины. По сути, вероятностный алгоритм получает на вход 
некоторую реализацию случайной величины. 

Теорема. Существует вероятностный алгоритм, который получает на вход 
кубическую форму над полем K, определяющую отличную от конуса неприводимую 
кубическую гиперповерхность X в n-мерном проективном пространстве, где размерность n 
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не меньше трёх, координаты K-точки на X, положительное число E и n-1 независимую 
случайную величину, каждая из которых равномерно распределена на множестве целых 
рациональных чисел от 1 до N>(6n+9)/E. С вероятностью не меньше 1-E алгоритм выдаёт 
доминантное рациональное отображение из (2n-4)-мерного проективного пространства в X 
над полем K, то есть список рациональных функций. Иначе с вероятностью меньше E 
алгоритм выдаёт сообщение об отказе от вычисления. При этом число арифметических 
операций над полем K, которые выполняет алгоритм, ограничено сверху многочленом от 
размерности n. 

Число N в формулировке теоремы не ограничено сверху и может быть выбрано так, 
чтобы случайные числа были распределены на множестве, мощность которого равна 
степени двойки. В этом случае случайные числа можно отождествить с 
последовательностями случайных битов – независимых бернуллиевских случайных 
величин; алгоритм использует O(nlog2n) битов. 

Вначале алгоритм проверяет гладкость отмеченной точки. Если K-точка особая 
(двойная), то гиперповерхность X рациональная над K, а искомое рациональное 
отображение вычисляется детерминированным алгоритмом за полиномиальное время. 
Иначе дальнейшие шаги алгоритма основаны на конструкции из работы [5]. Через 
выделенную K-точку на X проводится прямая, определяемая n-1 случайным числом. 
Алгоритм проверяет условие, что эта прямая пересекает X в двух других точках, которые 
служат двойными точками сечений касательными гиперплоскостями. Иначе алгоритм 
отказывается от вычислений и выдаёт предупреждение. Если это условие выполнено, то 
оба сечения либо содержат рациональные над K неприводимые компоненты, либо 
содержат рациональные над квадратичным расширением L/K и сопряжённые 
неприводимые компоненты. Обычно эти сечения неприводимые. Сопоставляя двум точкам 
этих рациональных многообразий третью точку пересечения проходящей через них прямой 
с X, мы получим доминантное рациональное отображение из произведения двух 
рациональных многообразий в X. При этом если две точки сопряжены, то третья точка 
определена над полем K. А если две точки определены над K, то такова же и третья точка. 
Композиция рациональных отображений даст искомое рациональное отображение. 
Отметим два существенных отличия от работы [5], связанных с вычислительной 
сложностью. 

Во-первых, промежуточные вычисления проходят над некоторым полем L, которое 
получается присоединением к полю K квадратного корня из его элемента. Если этот корень 
извлекается, то L=K. Однако символьные вычисления можно проводить по одним и тем же 
формулам, не проверяя, извлекается ли квадратный корень. В любом случае 
окончательный ответ будет получен над исходным полем K. 

Во-вторых, вместо прямой общего положения, проходящей через выделенную K-
точку гиперповерхности, используется прямая, случайно выбранная из конечного 
множества. В первом случае требуемое свойство следует из теоремы Бертини – чистой 
теоремы существования, а в эффективном варианте это свойство выполнено с большой 
вероятностью, которую можно оценить снизу посредством леммы Шварца–Зиппеля [6]. 
Эта оценка и составляет научную новизну работы. 

Алгоритм может быть преобразован следующим способом. Существует 
вероятностный алгоритм, который никогда не отказывается от вычислений и даёт 
правильный ответ, причём с высокой вероятностью время его работы будет маленьким, но 
алгоритм может работать длительное время при некоторой реализации используемых 
случайных чисел. Для этого достаточно повторять вычисление на новых реализациях 
случайных чисел до тех пор, пока требуемое отображение не будет построено. Если 
параллельно осуществлять полный перебор вариантов, то правильный ответ будет получен 
за конечное время. 

Условие отличия гиперповерхности от конуса существенно. Во-первых, конус над 
плоской гладкой кубической кривой не может быть унирациональным. Во-вторых, если 
отмеченная K-точка совпадает с вершиной конуса, то алгоритм не применим, даже если 
конус унирационален. Если гиперповерхность рациональная, алгоритм не обязательно 

найдёт бирациональное отображение. Для рациональных поверхностей известны другие 
методы [7]. 

Построенное рациональное отображение позволяет быстро найти всюду плотное в 
топологии Зарисского множество K-точек на кубической гиперповерхности с отмеченной 
K-точкой. С другой стороны, найденные K-точки можно использовать для доказательства 
гладкости гиперповерхности методом, описанным в работе [8]. 
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 Односторонние недетерминированные конечные автоматы, снабжённые 
структурами данных, занимают важную нишу в теории формальных языков. С их помощью 
описывают такие широкие классы языков, как контекстно-свободные языки и индексные 
языки: в первом случае структурой данных выступает стек, а во втором — вложенные 
стеки. Приведём примеры более специальных классов, которые определяются через 
автоматы данного вида: автоматы со счётчиками, автоматы со словарём (Set Automata), 
открытые в 2014 году [1], автоматы, снабжённые  счётчиками с ограниченным числом 
переключений между увеличениями и уменьшениями. 

Некоторые общие вычислительные и структурные свойства таких моделей были 
исследованы в 60–70-х годах XX века [2–4]. Вариации таких автоматов получили названия 
Balloon Automata и Abstract Family of Automata. Для данных моделей были установлены 
структурные свойства, описываемые в терминах абстрактных семейств языков (Abstract 
Family of Languages), в частности замкнутость относительно пересечения с регулярными 
языками и, в зависимости от структуры данных, замкнутость относительно стирающего 
или нестирающего гомоморфизма. Важным результатом этих исследований, который 
относится к вопросам разрешимости, является факт того, что проблема принадлежности 
слова языку либо разрешима одновременно для односторонних и двусторонних автоматов 
со структурами данных, либо одновременно неразрешима. 

Мы предлагаем новый формализм описания автоматов данного вида и 
устанавливаем с его помощью связь данной модели со сложностью вычислений. А именно, 
мы формализуем понятие структуры данных. Структура данных определяется через язык 
протоколов  этой структуры. Заметим, что языком протокола работы со стеком 
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не меньше трёх, координаты K-точки на X, положительное число E и n-1 независимую 
случайную величину, каждая из которых равномерно распределена на множестве целых 
рациональных чисел от 1 до N>(6n+9)/E. С вероятностью не меньше 1-E алгоритм выдаёт 
доминантное рациональное отображение из (2n-4)-мерного проективного пространства в X 
над полем K, то есть список рациональных функций. Иначе с вероятностью меньше E 
алгоритм выдаёт сообщение об отказе от вычисления. При этом число арифметических 
операций над полем K, которые выполняет алгоритм, ограничено сверху многочленом от 
размерности n. 

Число N в формулировке теоремы не ограничено сверху и может быть выбрано так, 
чтобы случайные числа были распределены на множестве, мощность которого равна 
степени двойки. В этом случае случайные числа можно отождествить с 
последовательностями случайных битов – независимых бернуллиевских случайных 
величин; алгоритм использует O(nlog2n) битов. 

Вначале алгоритм проверяет гладкость отмеченной точки. Если K-точка особая 
(двойная), то гиперповерхность X рациональная над K, а искомое рациональное 
отображение вычисляется детерминированным алгоритмом за полиномиальное время. 
Иначе дальнейшие шаги алгоритма основаны на конструкции из работы [5]. Через 
выделенную K-точку на X проводится прямая, определяемая n-1 случайным числом. 
Алгоритм проверяет условие, что эта прямая пересекает X в двух других точках, которые 
служат двойными точками сечений касательными гиперплоскостями. Иначе алгоритм 
отказывается от вычислений и выдаёт предупреждение. Если это условие выполнено, то 
оба сечения либо содержат рациональные над K неприводимые компоненты, либо 
содержат рациональные над квадратичным расширением L/K и сопряжённые 
неприводимые компоненты. Обычно эти сечения неприводимые. Сопоставляя двум точкам 
этих рациональных многообразий третью точку пересечения проходящей через них прямой 
с X, мы получим доминантное рациональное отображение из произведения двух 
рациональных многообразий в X. При этом если две точки сопряжены, то третья точка 
определена над полем K. А если две точки определены над K, то такова же и третья точка. 
Композиция рациональных отображений даст искомое рациональное отображение. 
Отметим два существенных отличия от работы [5], связанных с вычислительной 
сложностью. 

Во-первых, промежуточные вычисления проходят над некоторым полем L, которое 
получается присоединением к полю K квадратного корня из его элемента. Если этот корень 
извлекается, то L=K. Однако символьные вычисления можно проводить по одним и тем же 
формулам, не проверяя, извлекается ли квадратный корень. В любом случае 
окончательный ответ будет получен над исходным полем K. 

Во-вторых, вместо прямой общего положения, проходящей через выделенную K-
точку гиперповерхности, используется прямая, случайно выбранная из конечного 
множества. В первом случае требуемое свойство следует из теоремы Бертини – чистой 
теоремы существования, а в эффективном варианте это свойство выполнено с большой 
вероятностью, которую можно оценить снизу посредством леммы Шварца–Зиппеля [6]. 
Эта оценка и составляет научную новизну работы. 

Алгоритм может быть преобразован следующим способом. Существует 
вероятностный алгоритм, который никогда не отказывается от вычислений и даёт 
правильный ответ, причём с высокой вероятностью время его работы будет маленьким, но 
алгоритм может работать длительное время при некоторой реализации используемых 
случайных чисел. Для этого достаточно повторять вычисление на новых реализациях 
случайных чисел до тех пор, пока требуемое отображение не будет построено. Если 
параллельно осуществлять полный перебор вариантов, то правильный ответ будет получен 
за конечное время. 

Условие отличия гиперповерхности от конуса существенно. Во-первых, конус над 
плоской гладкой кубической кривой не может быть унирациональным. Во-вторых, если 
отмеченная K-точка совпадает с вершиной конуса, то алгоритм не применим, даже если 
конус унирационален. Если гиперповерхность рациональная, алгоритм не обязательно 

найдёт бирациональное отображение. Для рациональных поверхностей известны другие 
методы [7]. 

Построенное рациональное отображение позволяет быстро найти всюду плотное в 
топологии Зарисского множество K-точек на кубической гиперповерхности с отмеченной 
K-точкой. С другой стороны, найденные K-точки можно использовать для доказательства 
гладкости гиперповерхности методом, описанным в работе [8]. 
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