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О РЕШЕНИИ ОДНОЙ NP-ПОЛНОЙ ЗАДАЧИ
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА

Задача  о  разбиении  множества  с  весами,  решение  комбинаторной  проблемы,  
недетерминированный  полиномиальный  алгоритм,  NP-полная  задача,  поиск  особых  
точек на кубике, единственное решение, теория поля комплексных чисел.

АННОТАЦИЯ

Предложен  метод  решения  задачи  о  разбиении  множества  с  весами  как  в  смысле  
теории  поля  комплексных  чисел,  так  и  в  смысле  недетерминированного  
полиномиального  алгоритма.  Задача  сводится  к  рекурсивному  решению  вопроса  об  
особых точках на явно заданной кубике низкого ранга, в предположении, что решение  
единственное или отсутствует.

Задача состоит в  следующем.  Дано  n+1 чисел («весов»),  которые могут повторяться,  их 
можно  считать  целыми  и  строго  положительными.  Таким  образом,  дана  последовательность 

0 ,..., na a . Нужно найти множество индексов, для которых суммарный вес равен точно половине 

суммы всех весов. Если упростить задачу, спросив, существует ли решение, то она будет NP-полной. 
Мы предполагаем её решить  при условии: решений нет или решение единственное, которое при 
нашем подходе, по сути, повторяет указанное выше условие. 

Понятие «решить» разбивается на два случая.  Во-первых,  можно искать две Е-формулы 
полиномиальной длины в языке поля комплексных чисел: одна – «существует решение» и вторая – 
«не существует решения». Первая из них очевидна:

∃x0 , .., xn((α0 x0+...+αn xn)∧(.. x i
2
=1..)) .

Для второй формулы даже её существование совершенно не очевидно. Во-вторых, можно 
искать недетерминированный полиномиальный алгоритм, который говорит «решений нет» или 
предъявляет решение  (вариант –  говорит «решение  есть»).  Мы  рассмотрим оба  эти случая на 
основе,  как нам кажется, необычного подхода, состоящего в сведении исходной комбинаторной 
задачи к  исследованию  особых точек ранга  n+1 явно заданной кубической  формы  в  n-мерной 
гиперплоскости  L в  (n+1)-мерном  комплексном  линейном  пространстве  ℂ

n+1 .  Коэффициенты 
формы и гиперплоскости тесно связаны.

Приводимое  ниже  рассуждение,  может  быть,  даже  более  естественно  в  комплексном 
проективном  пространстве  P(ℂn+1) ,  состоящем  из  прямых,  проходящих  через  нуль  в  ℂ

n+1  

(далее называемых прямыми). Но для простоты будем говорить о самом  ℂ
n+1 .

Форма  и  соответствующая  ей  гиперповерхность  одинаково  обозначаются.  Нормаль  – 
прямая, заданная градиентом.

Назовём  вершиной последовательность  длины  n+1,  состоящую  из  чисел  1± .  Пара 
противоположных вершин соответствует разбиению множества на две части в исходной задаче.

Обозначим L гиперплоскость в ℂ
n+1 , заданную формой 

0 0 ... n nL x xa a= + + ,

т.е. заданную уравнением 0L = , её размерность n. 
Обозначим 

3 3
0 0 ... n nF x xa a= + +

и  соответственно  LF  сужение  этой  формы  на  L.  Такое  сужение  LF  –  кубическая  форма, 

определённая на  L,  ранга  n+1, о которой говорилось выше, при  постановки задачи. Она может 
иметь  особые точки,  т.е.  точки,  в которых градиент равен нулю. Точка нуль  0,...,0< >  здесь и 
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далее исключается из рассмотрения. Очевидно, особая точка для LF  лежит на прямой, состоящей 

сплошь из особых для LF  точек; назовём её особой прямой. Таким образом, особые точки и особые 

прямые (всегда для LF ) можно не различать.

(1) Если вершина x  лежит в L, то x  – особая точка для LF  в L. И наоборот, если x  – особая 

прямая в L, то на ней имеется пара противоположных вершин.
Доказательство.  Пусть  х –  вершина в  L,  т.е.  L(х)=0,  то  F(х)=0; градиенты от  L и от  F в  х 

соответственно  равны  0 ,..., na a< >  и  2 2
0 0 03 ,...,3 3 ,...,3n n nx xa a a a< >=< > ,  т.е.  коллинеарны 

между собой. Производную  F '(x )  можно разложить на компоненты в L и в нормали к L, поэтому 
первая из них равна 0 и равна  (FL)' (x) .

Пусть  х –  точка из  L и  (FL)' (x)=0 .  Разложим  F '(x )  по тем же компонентам.  Тогда 

F '(x )  расположена  на  нормали  к  L,  которая  определяется  вектором  0 ,..., na a< > ,  т.е. 

0 ,..., na a< >  и  2 2
0 03 ,...,3 n nx xa a< >  коллинеарны.  Последнее  означает  

2 2
i jx x= .  На  прямой, 

проходящей через нуль и эту точку х, имеется точка х' (положим у х первую координату равной 1), 

для которой 2 1ix = ; эта х' – вершина в L.

(2) Предположим, что LF  имеет не более одной особой прямой (в проективизации – особой 

точки).  Это –  частный случай указанного выше условия,  о  котором удобнее говорить.  Назовём 
нетривиальным невырожденное  линейное  нескалярное  (т.е.  не  вида  z⋅E )  преобразование  J в 

линейном пространстве  L  над  ℂ ,  сохраняющее множество нулей формы  LF .  Последовательно 

применяя  нетривиальные  преобразования  к  уже  полученным  подпространствам,  получим 
L=L1⊕...⊕Lp ,  где  p≤n  и  каждое  iL  малой размерности,  ограниченной сверху константой. 

Особая прямая, если она есть, лежит в одном из подпространств iL . Отсутствие особой прямой для 

iL
F  в каждом iL  выражается условием: дискриминант не равен нулю [1]. В одномерном случае это 

условие  можно  заменить  неравенством  нулю  всех  частных производных в  какой-то  ненулевой 
точке. Суммарная длина полученной Е-формулы полиномиальная от n. В частности, бескванторная 
часть этой формулы включает условие нетривиальности каждого преобразования.

(3)  Пошевелим  базисы  в  1,..., pL L ,  чтобы  базисы  стали  рациональными,  получим 

подпространства  L1 ' , ... , Lp ' .  Новые  подпространства  можно  выбрать  со  следующими 

свойствами: (a) ближайшая пара противоположных вершин единственна, обозначим её ε(Li ' ) ; и 

(b) подпространство iL  содержит особую прямую, если и только если ε(Li ')  – вершины, лежащие 

в гиперплоскости L . Недетерминированный шаг состоит в указании новых базисов.

Работа выполнена за счёт гранта Российского научного фонда (проект № 14–50–00150).
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