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Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ïîèñêà äâîè÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì

ñ õàðàêòåðèñòèêîé, îòëè÷íîé îò äâóõ. Äëÿ áîëüøîé äîëè ñèñòåì, ó êîòîðûõ ÷èñëî óðàâíåíèé áîëü-

øå ïîëîâèíû èëè ðàâíî ïîëîâèíå ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èç íóëåé è

åäèíèö âûïîëíÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Íî èçâåñòíû áåñêîíå÷íûå ñåðèè òàêèõ ñèñòåì óðàâ-

íåíèé, äëÿ êîòîðûõ ýòîò ìåòîä íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îòâåò. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî ñîîòíîøåíèÿ

÷èñëà óðàâíåíèé è ÷èñëà ïåðåìåííûõ, òðóäíûì îñòàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà èìååò áîëüøå îäíîãî

äâîè÷íîãî ðåøåíèÿ. Íàø ìåòîä òàêæå ýôôåêòèâåí íàä êîíå÷íûì ïîëåì íå÷¼òíîé õàðàêòåðèñòèêè,

ïîñêîëüêó âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò ñâîäèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å ìåíüøåé

ñëîæíîñòè. Îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ñ ðàñïîçíàâàíèåì ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ îò

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Âû÷èñëåí ðàíã âñïîìîãàòåëüíîé ìàòðèöû äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íîå ïîëå, ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ðàíã, èäåàë, ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ,

ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
îò n íåèçâåñòíûõ íàä ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëè-
ìûì ïîëåì, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî íå ðàâíà
äâóì. Çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè {0, 1}-ðåøåíèÿ,
ãäå êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç
ìíîæåñòâà {0, 1}, NP-ïîëíàÿ. ×àñòíûå ñëó÷àè,
êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, èçâåñòíû êàê çàäà÷à î ðàçáèåíèè
ìíîæåñòâà è çàäà÷à î ðþêçàêå [1, 2]. Ýòà çàäà÷à
íàä êîíå÷íûì ïîëåì ïðîñòîé õàðàêòåðèñòèêè p
ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å íàä ïîëåì èç p
ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àé ïîëÿ õàðàêòåðè-
ñòèêè äâà ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîé çàäà÷å ëèíåéíîé
àëãåáðû íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Íî óæå
íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè òðè ýòà çàäà÷à NP-
ïîëíàÿ, ïîñêîëüêó ê íåé ëåãêî ñâîäèòñÿ çàäà÷à î
âûïîëíèìîñòè 3-ÊÍÔ ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëî-
âèåì, ÷òî â êàæäîé ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèè
òî÷íî îäèí ëèòåðàë èñòèííûé.

Íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë äëÿ çàäà÷è ðàñïî-

çíàâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ {0, 1}-ðåøåíèÿ ó ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èçâåñòåí ýâðèñòè÷åñêèé
àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè, ïðèìåíè-
ìûé ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàç-
ìåð êîýôôèöèåíòîâ [3]. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà
ïîèñêå êðàò÷àéøåãî íåíóëåâîãî âåêòîðà â öåëî-
÷èñëåííîé ðåø¼òêå. Íî â õóäøåì ñëó÷àå çàäà÷à
âû÷èñëèòåëüíî òðóäíàÿ.

Íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëè-
ìûì ïîëåì äëÿ ïî÷òè âñåõ ñèñòåì ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ n −

√
2n− o(n) ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé îò n ïåðåìåííûõ, ðàíåå áûë ïðåä-
ëîæåí ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíî-
ãî âðåìåíè [4, 5]. Â ýòîé ðàáîòå îãðàíè÷åíèå íà
÷èñëî óðàâíåíèé îñëàáëåíî, íî â òèïè÷íîì ñëó-
÷àå âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåð-
õó ôóíêöèåé O(n6). Íåäåòåðìèíèðîâàííîå ñíè-
æåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è ïðè
áëèçêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ÷èñëî óðàâíåíèé îá-
ñóæäàåòñÿ â ðàáîòå [6].

Ìû îöåíèâàåì àëãåáðàè÷åñêóþ ñëîæíîñòü. Íà
ïðàêòèêå òðåáóåòñÿ âû÷èñëèìîñòü îïåðàöèé íàä
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îñíîâíûì ïîëåì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [7, 8].
Íàä êîíå÷íûì ïîëåì áèòîâàÿ ñëîæíîñòü áëèçêà
ê àëãåáðàè÷åñêîé. Íàïðîòèâ, íàä ïîëåì ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë áèòîâàÿ ñëîæíîñòü ÷àñòî îêàçû-
âàåòñÿ âûñîêîé èç-çà ðîñòà äëèíû çàïèñè ÷èñëî-
âûõ êîýôôèöèåíòîâ [9].

2. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ, ìû ïðåäïî-
ëàãàåìòðè âîçìîæíûõ îòâåòà. Âõîä ìîæåò áûòü
íå òîëüêî ïðèíÿò èëè îòâåðãíóò, íî âîçìîæíî
ÿâíîå óâåäîìëåíèå îá îòêàçå îò êîíêðåòíîãî îò-
âåòà. Â ëþáîì ñëó÷àå îòâåò äîëæåí áûòü äàí çà
êîíå÷íîå âðåìÿ áåç îøèáêè, à äîëÿ âõîäîâ, íà êî-
òîðûõ âîçíèêàåò îòêàç, ìàëà ñðåäè âñåõ âõîäîâ
òîãî æå ðàçìåðà. Òàêèå àëãîðèòìû íàçûâàþòñÿ
ãåíåðè÷åñêèìè (generic) èëè áåçîøèáî÷íûìè ýâ-
ðèñòèêàìè (errorless heuristics) [10, 11, 12].
Äëÿ îöåíêè ÷èñëà âõîäîâ ôèêñèðîâàííîãî ðàç-

ìåðà, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îòêàç, óäîáíî èñ-
ïîëüçîâàòü ëåììó Øâàðöà�Çèïïåëÿ [13]. Íàä
êîíå÷íûì ïîëåì ýòîò ðåçóëüòàò Îéñòèí Îðå
(Øystein Ore) îïóáëèêîâàë â 1922 ãîäó [14].

Ëåììà 1 (Øâàðö�Çèïïåëü). Äàí îòëè÷íûé îò

êîíñòàíòû ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) ñòåïåíè d
íàä ïîëåì K. Åñëè ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå ξ1,
. . . , ξn íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà

êîíå÷íîì ìíîæåñòâå S ⊆ K ìîùíîñòè |S|, òî
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Prob [f(ξ1, . . . , ξn) = 0] ⩽
d

|S|
.

Çäåñü ÷åðåç Prob[·] îáîçíà÷åíà âåðîÿòíîñòü âû-

ïîëíåíèÿ óñëîâèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ.

Ïîèñê {0, 1}-ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ áàçèñà Ãð¼áíå-
ðà íóëüìåðíîãî èäåàëà, ïîðîæäàåìîãî íàáîðîì
èç m ëèíåéíûõ ôóíêöèé è ìíîãî÷ëåíîâ âèäà
x2k−xk äëÿ âñåõ èíäåêñîâ. Âñåãîm+n ïîðîæäàþ-
ùèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ áàçè-
ñà Ãð¼áíåðà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ìàêñèìàëü-
íîé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ, èñïîëüçóåìûõ íà ïðî-
ìåæóòî÷íûõ øàãàõ. Íàø ìåòîä îñíîâàí íà âåðõ-
íåé îöåíêå ýòîé ñòåïåíè.
Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ áàçèñîâ Ãð¼áíåðà ñîâåð-

øåíñòâóþòñÿ, îòìåòèì ïðîãðàììó GInv 2.0 [15]
è îïòèìèçàöèþ àëãîðèòìà F4, ïðåäëîæåííóþ

Ñò¼ïêèíûì [16]. Äðóãîé àëãîðèòì XL ïðåäëî-
æåí â 2000 ãîäó [17, 18]. Â õóäøåì ñëó÷àå áàçèñ
Ãð¼áíåðà ìîæåò èìåòü áîëüøîé ðàçìåð. Ñîãëàñ-
íî [19, 20], ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c > 0,
÷òî äëÿ ëþáîãî n ÷èñëî ýëåìåíòîâ ëþáîãî áàçè-
ñà Ãð¼áíåðà äëÿ íåêîòîðîãî èäåàëà, ïîðîæä¼í-
íîãî O(n) ìíîãî÷ëåíàìè îò n ïåðåìåííûõ ñòå-
ïåíè íå âûøå n, íå ìåíüøå ÷èñëà 22

cn
. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, íàä ëþáûì ïîëåì àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ðåäóöèðîâàííîãî áàçè-
ñà Ãð¼áíåðà íóëüìåðíîãî èäåàëà, ïîðîæä¼ííîãî
ìíîãî÷ëåíàìè îò n ïåðåìåííûõ ñòåïåíè íå âû-
øå d, îãðàíè÷åíà ñâåðõó ìíîãî÷ëåíîì îò dn. Ýòà
âåðõíÿÿ îöåíêà óëó÷øåíà â ðàáîòå [21], íî ÷à-
ñòî ñëîæíîñòü íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì â õóäøåì
ñëó÷àå, ÷òî è îáóñëîâèëî øèðîêîå ïðèìåíåíèå
ýòèõ ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé. Íèçêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü
ïîèñêà íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé â òèïè÷íîì ñëó÷àå îáîñíîâàíà
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ÷èñëå óðàâíåíèé [22], íî
ñëîæíîñòü íèçêàÿ è ïðè ìåíüøèõ îãðàíè÷åíèÿõ.
Áîëåå òîãî, íàä êîíå÷íûì ïîëåì ïîèñê ðåøåíèé
ëþáîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê ðàáîòå ñ
íóëüìåðíûì èäåàëîì [23, 24].

3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
îò n ïåðåìåííûõ:

α11x1 + · · ·+ α1nxn + α10 = 0
· · ·

αm1x1 + · · ·+ αmnxn + αm0 = 0
.

Íåçàâèñèìî óìíîæàÿ êàæäîå óðàâíåíèå íà êàæ-
äóþ èç ïåðåìåííûõ è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðà-
âåíñòâà x2k = xk, êîòîðûå âûïîëíåíû äëÿ êàæäî-
ãî {0, 1}-ðåøåíèÿ, ïîëó÷èì mn íîâûõ óðàâíåíèé
âòîðîé ñòåïåíè.

Èãíîðèðóÿ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ëèíåéíûå ÷ëå-
íû, ïîëó÷èì íàáîð èç mn áèëèíåéíûõ ôîðì, êî-
ýôôèöèåíòû êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò ìàòðèöó W .
Ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò áèëèíåé-
íûì ôîðìàì, à ñòîëáöû ñîîòâåòñòâóþò ìîíîìàì
âèäà xjxk äëÿ èíäåêñîâ j < k. Âñåãî mn ñòðîê è
n(n − 1)/2 ñòîëáöîâ. Ìàòðèöà W áóäåò ïîäìàò-
ðèöåé â ìàòðèöå Ìàêîëåÿ (Macaulay matrix) [18],
íî â W ìåíüøå ñòîëáöîâ. Ìàòðèöà W êâàäðàò-
íàÿ ïðè n = 2m+ 1.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ No
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Íàïðèìåð, äëÿ m = 1 è n = 3 ïîëó÷èòñÿ 3× 3
ìàòðèöà

W =

 α12 α13 0
α11 0 α13

0 α11 α12

 .

Å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí det(W ) = −2α11α12α13.
Ïîýòîìó ìàòðèöà âñåãäà âûðîæäåíà íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè äâà, íî íàä äðóãèì ïîëåì îíà
âûðîæäåíà òîëüêî ïðè îáðàùåíèè â íóëü ëþáîãî
èç êîýôôèöèåíòîâ α11, α12 èëè α13.

Ëåììà 2. Ïóñòü ìàòðèöàW âû÷èñëåíà äëÿ ñè-

ñòåìû èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò n ïåðåìåí-

íûõ íàä ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíèåì

ïîëÿ K, à âñå êîýôôèöèåíòû αij àëãåáðàè÷åñêè

íåçàâèñèìûå äðóã îò äðóãà íàä K. Ðàíã ýòîé

ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

rank(W ) ⩾ mn− m(m+ 1)

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà W ñîñòîèò èç
m ïîäìàòðèö ïî n ñòðîê â êàæäîé, k-ÿ ïîäìàò-
ðèöà ñîîòâåòñòâóåò k-ìó óðàâíåíèþ, à ñòðîêà ñ
íîìåðîì kn + j ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ k-ãî
óðàâíåíèÿ íà xj . Ðàññìîòðèì â ìàòðèöåW êâàä-
ðàòíóþ ïîäìàòðèöó U , ïîëó÷åííóþ óäàëåíèåì
èçW ïåðâîé ñòðîêè, äâóõ ñòðîê ñ íîìåðàìè n+1
è n + 2, òð¼õ ñòðîê ñ íîìåðàìè 2n + 1, 2n + 2
è 2n + 3 è ò. ä., à òàêæå óäàëåíèåì ïîñëåäíèõ
ñòîëáöîâ, ÷òîáû îñòàëàñü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.
Ïîðÿäîê ìàòðèöû U ðàâåí

m∑
i=1

(n− i) = mn− m(m+ 1)

2
.

Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû U ðàñïîëîæå-
íû íåíóëåâûå ýëåìåíòû, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ
ðàâíî ñëàãàåìîìó â ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ
det(U). Ýòî ñëàãàåìîå ðàâíî αn−1

11 αn−2
22 · · ·αn−m

mm .
Â ñèëó àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë αij ,
ýòî ñëàãàåìîå íå ñîêðàùàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
det(U) ̸= 0. Ðàíã ìàòðèöûW íå íèæå ðàíãà ìàò-
ðèöû U .

Ïóñòü ÷èñëà óðàâíåíèém è ïåðåìåííûõ n óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

mn ⩾ rank(W ) + n−m.

Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè n ⩾ m ⩾ n/2, íî
îíî âûïîëíåíî è äëÿ ìåíüøåãî ÷èñëà óðàâíåíèé,
êîãäà ðàíã ìàòðèöûW ìàëåíüêèé. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, òèïè÷íîå çíà÷åíèå ðàíãà íå ñëèøêîì ìàëî
ïî ëåììå 2. Â îáùåì ñëó÷àå ëþáîå {0, 1}-ðåøåíèå
óäîâëåòâîðÿåò íîâîé ñèñòåìå èç n ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ óðàâíåíèé, èç êîòîðûõ íå ìåíüøå ïîëî-
âèíû óæå áûëè â èñõîäíîé ñèñòåìå, à îñòàëüíûå
ïîëó÷åíû èç êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé èñêëþ÷åíè-
åì êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ýòè
n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé, ëåãêî íàéòè
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è ïðîâåðèòü, ñîñòîèò ëè
îíî èç íóëåé è åäèíèö. Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòîò
ìåòîä ïåðâûì àëãîðèòìîì.
Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà ýòîò ìåòîä

íåëüçÿ ïðèìåíèòü. Åñëè èñõîäíàÿ ñèñòåìà
èìåëà áîëüøå îäíîãî {0, 1}-ðåøåíèÿ, òî íîâàÿ
ñèñòåìà òîæå áóäåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ
íàä îñíîâíûì ïîëåì K. È åñëè õàðàêòåðè-
ñòèêà ïîëÿ K íå ðàâíà äâóì, òî ñðåäè ýòèõ
ðåøåíèé áóäóò ðåøåíèÿ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ
îò {0, 1}-ðåøåíèÿ. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ, êàæäàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå
{0, 1}-òî÷êè, ïðîõîäèò è ÷åðåç òðåòüþ òî÷êó
ñ äðóãèìè êîîðäèíàòàìè. Èòàê, ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ëèøü ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì, êîòîðûé
äàñò íåîïðåäåë¼ííûé îòâåò â ñëó÷àå, êîãäà
íå óäàëîñü íàéòè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé. Ãåíåðè÷åñêàÿ
ñëîæíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó ôóíêöèåé O(n6).
Äëÿ óñïåõà äîñòàòî÷íî íåâûðîæäåííîñòè íåêî-
òîðîé n×n ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ëèíåéíûõ
êîýôôèöèåíòîâ íîâîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé. Âåðîÿòíîñòü óñïåõà ìîæíî îöåíèòü,
èñïîëüçóÿ ëåììó Øâàðöà�Çèïïåëÿ. Íî ñíà÷àëà
ðàññìîòðèì ïðèìåð îäíîãî óðàâíåíèÿ îò äâóõ
ïåðåìåííûõ.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

αx1 + βx2 + 1 = 0,

ãäå îáà êîýôôèöèåíòà α è β íåíóëåâûå. Óìíî-
æàÿ ýòî óðàâíåíèå íà êàæäóþ èç ïåðåìåííûõ
è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà x21 = x1 è
x22 = x2, ïîëó÷èì ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé, êî-
òîðîé óäîâëåòâîðÿåò êàæäîå èç {0, 1}-ðåøåíèåé:{

βx1x2 + (1 + α)x1 = 0
αx1x2 + (1 + β)x2 = 0

.

ÌàòðèöàW ñîäåðæèò îäèí ñòîëáåö è äâå ñòðîêè:
W =

(
β
α

)
. Ýëèìèíèðóÿ ìîíîì x1x2, ìû ïîëó÷èì
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ëèíåéíîå óðàâíåíèå

α(1 + α)x1 − β(1 + β)x2 = 0.

Â ñëó÷àå α = β = −1, ýòî óðàâíåíèå ñòàíîâèò-
ñÿ òîæäåñòâîì. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò äâà {0, 1}-
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x1 + x2 = 1. Àëãîðèòì äàñò
íåîïðåäåë¼ííûé îòâåò. Â ñëó÷àå α+β = −2 íîâîå
óðàâíåíèå ëèíåéíî çàâèñèò îò èñõîäíîãî. Àëãî-
ðèòì òîæå äàñò íåîïðåäåë¼ííûé îòâåò. Íî êîãäà
α + β ̸= −2, ïîëó÷åíî íîâîå óðàâíåíèå, ëèíåéíî
íåçàâèñèìîå îò èñõîäíîãî, à ñèñòåìà äâóõ óðàâ-
íåíèé íå èìååò {0, 1}-ðåøåíèÿ, àëãîðèòì ñîîá-
ùèò îá ýòîì.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f(n),
÷òî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ε > 0 è äëÿ ëþáî-

ãî ÷¼òíîãî n ïðè óñëîâèè 2m ⩾ n, åñëè êîýôôè-

öèåíòû αij íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-

ëåíû íà ìíîæåñòâå S ⊆ K ìîùíîñòè ⌈f(n)/ε⌉,
òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè íåîïðåäåë¼í-

íîãî îòâåòà ïåðâîãî àëãîðèòìà ðàâíà ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2m. Ñíà÷àëà ðàñ-
ñìîòðèì ñèñòåìó èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñïåöèàëüíîãî âèäà, â êîòîðîé k-å óðàâíåíèå
çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ x2k−1 è x2k:

β1x1 + β2x2 + 1 = 0
· · · · · ·

β2k−1x2k−1 + β2kx2k + 1 = 0
· · · · · ·

βn−1xn−1 + βnxn + 1 = 0

.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç ïðèìåðà, ïîëó÷èì íî-
âûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

β1(1 + β1)x1 − β2(1 + β2)x2 = 0
· · ·

β2k−1(1 + β2k−1)x2k−1 − β2k(1 + β2k)x2k = 0
· · ·

βn−1(1 + βn−1)xn−1 − βn(1 + βn)xn = 0

.

Âìåñòå ýòè óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó èç n
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò n ïåðåìåííûõ. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç M ìàòðèöó ðàçìåðà n× n, ñîñòàâëåí-
íóþ èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ.
Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû M ðàâåí ìíîãî÷ëåíó îò
êîýôôèöèåíòîâ β1, . . . , βn èñõîäíîé ñèñòåìû:

det(M) = ±
n/2∏
k=1

β2k−1β2k(2 + β2k−1 + β2k),

ãäå çíàê çàâèñèò îò ïîðÿäêà óðàâíåíèé. Åñëè âñå
êîýôôèöèåíòû βk íåíóëåâûå è âûïîëíåíû íåðà-
âåíñòâà β2k−1 + β2k ̸= −2, òî ìàòðèöà M íåâû-
ðîæäåííàÿ.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé îáùå-
ãî âèäà. Â ÷àñòíîñòè, êàê â ëåììå 2, ìîæ-
íî ðàññìîòðåòü ñèñòåìó, â êîòîðîé êîýôôèöè-
åíòû àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà.
Â ïîëó÷åííîé íîâîé ñèñòåìå ìîæíî ýëèìèíè-
ðîâàòü êâàäðàòè÷íûå ìîíîìû, èñïîëüçóÿ ëèøü
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ýëèìèíàöèÿ
âñåõ êâàäðàòè÷íûõ ìîíîìîâ âîçìîæíà, ïîñêîëü-
êó ðàíã ìàòðèöû W íå ïðåâûøàåò ÷èñëà mn.
Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà íîâûõ óðàâíåíèé,
êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ ìíîãî÷ëå-
íàìè îò êîýôôèöèåíòîâ èñõîäíûõ óðàâíåíèé.
Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû M , ñîñòàâëåííîé èç êî-
ýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ, áóäåò ìíîãî÷ëå-
íîì îò êîýôôèöèåíòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(n)
ñòåïåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà â õóäøåì ñëó÷àå.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ìàòðèöà M çàâèñèò îò ïîðÿä-
êà ýëèìèíàöèè ìîíîìîâ. Áîëåå òîãî, ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì ïîðÿäêå äëÿ íåêîòîðûõ íàáîðîâ êîýô-
ôèöèåíòîâ âìåñòî ýëèìèíàöèè ïåðåìåííîé áóäåò
âîçíèêàòü íóëåâàÿ ñòðîêà â ìàòðèöå M . Íî ðàñ-
ñìîòðåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êàæäî-
ãî n = 2m ñóùåñòâóåò òàêîé ïîðÿäîê, ïðè êî-
òîðîì ìíîãî÷ëåí det(M) íå ðàâåí íóëþ òîæäå-
ñòâåííî.

Ñîãëàñíî ëåììå Øâàðöà�Çèïïåëÿ, åñëè êî-
ýôôèöèåíòû èñõîäíûõ óðàâíåíèé íåçàâèñèìî è
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå S ⊆ K
ìîùíîñòè ⌈f(n)/ε⌉, òî âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ
ìàòðèöû M íå ïðåâûøàåò ε. Íåâûðîæäåííîñòè
ìàòðèöû M äîñòàòî÷íî äëÿ óñïåøíîãî çàâåðøå-
íèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, õîòÿ óñïåõ âîçìîæåí è â
ñëó÷àå âûðîæäåííîé M .

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2, íå èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷å-
íèé, ãðàíèöó ïðèìåíèìîñòè ïåðâîãî àëãîðèòìà,
îñíîâàííóþ íà ëåììå Øâàðöà�Çèïïåëÿ, òðóäíî
çàìåòíî óëó÷øèòü áåç çíà÷èòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ
âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà â òèïè÷íîì ñëó÷àå.
Íî ýòî íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòè óëó÷øåíèÿ
äëÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âèä
ôóíêöèè f(n) â òåîðåìå 1 çàâèñèò îò îöåíêè ðàí-
ãà ìàòðèöû W . Íî ëåììà 2 ñëóæèò ëèøü ãðó-
áîé îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Êðîìå òîãî,
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÷åì ìåíüøå ðàíã ìàòðèöû W , òåì ìåíüøå íóæ-
íî óðàâíåíèé â èñõîäíîé ñèñòåìå ïðè ôèêñèðî-
âàííîì ÷èñëå ïåðåìåííûõ.

Ýòîò æå ìåòîä ïðèìåíèì è íàä êîíå÷íûì ïî-
ëåì, õîòÿ ëåììà Øâàðöà�Çèïïåëÿ íå ïîçâîëÿåò
îöåíèòü âåðîÿòíîñòü óñïåõà. Åñëè ïîëå K áåñêî-
íå÷íîå, òî âñåãäà ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëü-
øîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî S ⊂ K. Íàä êîíå÷íûì
ïîëåì òåîðåìà 1 áåñïîëåçíàÿ, ïîñêîëüêó ôóíê-
öèÿ f(n) âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì n. Îäíàêî íàä ëþ-
áûì ïîëåì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ïîèñ-
êà õîòÿ áû îäíîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî ëèíåé-
íîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîìó äîëæíû óäîâëåòâî-
ðÿòü âñå {0, 1}-ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé. Î÷åâèäíóþ ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà îáî-
çíà÷èì êàê âòîðîé àëãîðèòì. Ïîâòîðíîå ïðèìå-
íåíèå âòîðîãî àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ñâîäèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó ê àíàëîãè÷íîé çà-
äà÷å ñ ìåíüøåé ðàçíîñòüþ n − m. Îäíàêî ýòîò
ïðîöåññ ðåäóêöèè ìîæåò ïðåðâàòüñÿ äî ïîëó÷å-
íèÿ îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà, ïîñêîëüêó êàæäûé
ðàç ïðèìåíÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì. Íèæå
ìû îöåíèì âåðîÿòíîñòü óñïåõà îäíîãî øàãà, ò. å.
äîáàâëåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî íîâîãî ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ, ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî îò èñõîäíûõ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàæå íåáîëüøîå ñíèæåíèå
ðàçíîñòè n − m ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, ïîñêîëüêó íîâàÿ çàäà÷à
ìîæåò áûòü ðåøåíà ïîëíûì ïåðåáîðîì {0, 1}-
îöåíîê äëÿ (n−m) ïåðåìåííûõ èëè æå ñâåäåíà
ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö ê íåñêîëüêèì àíàëî-
ãè÷íûì çàäà÷àì îò ìàëîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ â
êàæäîé.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàí-
íûå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ε > 0, m < n è êîýôôè-

öèåíòû α11, . . . , αmn ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ñèñòå-

ìû èç m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé îò n óðàâíåíèé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

mn > rank(W ). Åñëè ñâîáîäíûå ÷ëåíû αi0 ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî ðàñïðå-

äåëåíû íà ìíîæåñòâå S ⊆ K ìîùíîñòè ⌈1/ε⌉,
òî âòîðîé àëãîðèòì íå äîáàâëÿåò íè îäíîãî ëè-

íåéíî íåçàâèñèìîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ íå âûøå ÷èñëà ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íîâîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå,
êîòîðîå èùåò âòîðîé àëãîðèòì, îäíîðîäíîå, à
êîýôôèöèåíòû ïðè ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ ðàâíû

ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ
αi0 èñõîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Íàïðîòèâ,
ëèíåéíûå ÷ëåíû èñõîäíûõ óðàâíåíèé íå çàâèñÿò
îò αi0. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü íîâîãî óðàâ-
íåíèÿ îò èñõîäíûõ m óðàâíåíèé âûðàæàåòñÿ
îòëè÷èåì îò íóëÿ îïðåäåëèòåëÿ íåêîòîðîé êâàä-
ðàòíîé ïîäìàòðèöû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà
â ìàòðèöå ðàçìåðà (m + 1) × n. Ïîñêîëüêó
m < n, ïîðÿäîê ýòîé ïîäìàòðèöû ðàâåí ñóììå
1 + m. Ýòà ïîäìàòðèöà ñîäåðæèò ýëåìåíòû èç
ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùåé íîâîìó óðàâíåíèþ.
Ðàñïîëîæåíèå ýòîé ïîäìàòðèöû çàâèñèò ëèøü
îò çàðàíåå ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíûõ
÷ëåíîâ èñõîäíûõ óðàâíåíèé. Ïîñêîëüêó â ýòîé
ïîäìàòðèöå òîëüêî îäíà ñòðîêà çàâèñèò îò αi0,
å¼ îïðåäåëèòåëü ðàâåí ìóëüòèëèíåéíîé ôóíêöèè
îò αi0. Ñîãëàñíî ëåììå Øâàðöà�Çèïïåëÿ, åñëè
ïîäìàòðèöà âûáðàíà ïðàâèëüíî, òî âåðîÿòíîñòü
îáðàùåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ â íóëü íå ïðåâîñõîäèò
÷èñëà ε.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ε > 0, n = 2m è ïðî-

èçâîëüíî ôèêñèðîâàíû êîýôôèöèåíòû α11, . . . ,

αmn ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû èç m ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò n óðàâíå-

íèé. Åñëè ñâîáîäíûå ÷ëåíû αi0 ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà

ìíîæåñòâå S ⊆ K ìîùíîñòè ⌈1/ε⌉, òî âòîðîé
àëãîðèòì íå äîáàâëÿåò íè îäíîãî ëèíåéíî íåçà-

âèñèìîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ

íå âûøå ÷èñëà ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðè n = 2m âû-
ïîëíåíû íåðàâåíñòâà

mn >
n(n− 1)

2
⩾ rank(W ),

ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.

4. ÝÌÏÈÐÈ×ÅÑÊÀß ÎÖÅÍÊÀ

Áûëè ðàññìîòðåíû ìàòðèöû W äëÿ ñèñòåì ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé íàä ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì
ðàñøèðåíèåì ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Êîýô-
ôèöèåíòû óðàâíåíèé àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñè-
ìûå. Âû÷èñëåíèå ðàíãà âûïîëíåíî, èñïîëüçóÿ
ïàêåò LinearAlgebra ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àë-
ãåáðû Maple. Ïðè íå÷¼òíûõ 3 ⩽ n ⩽ 9 äëÿ îäíîãî
óðàâíåíèÿ ðàíã ìàòðèöû W ðàâåí n, äëÿ ñèñòå-
ìû èç äâóõ óðàâíåíèé ðàíã ìàòðèöû W ðàâåí
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2n − 1. Äëÿ ñèñòåìû èç òð¼õ óðàâíåíèé îò ñåìè
ïåðåìåííûõ ðàíã ìàòðèöû W ðàâåí 18. Â ýòèõ
ñëó÷àÿõ ðàíã ìàòðèöû W ðàâåí âûðàæåíèþ

mn− m(m− 1)

2
.

Ýòî ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ãðàíèöà â ëåììå 2 íèæå
ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ìàòðèöû W . Ìîæíî íàäå-
ÿòüñÿ, ÷òî ïðè n = 2m + 1, êîãäà ìàòðèöà W
êâàäðàòíàÿ, ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà ðàâíà òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíèöå ðàíãà ìàòðèöûW íàä ïîëåì õà-
ðàêòåðèñòèêè íóëü.

Ãèïîòåçà 1. Åñëè n ⩾ 2m+ 1, òî

rank(W ) ⩽ mn− m(m− 1)

2
.

Òàêæå ãèïîòåçà ïðîâåðåíà äëÿ íåêîòîðûõ öå-
ëî÷èñëåííûõ ìàòðèöW . Ïðè m = 3 è n = 9 ìàê-
ñèìàëüíûé ïî âûáîðêå ðàíã áûë ðàâåí 24. Ïðè
m = 4 è n = 9 ìàêñèìàëüíûé ïî âûáîðêå ðàíã
áûë ðàâåí 30.

Åñëè ãèïîòåçà âåðíà, òî â ñëåäñòâèè 1 óñëîâèå
n = 2m ìîæíî îñëàáèòü, ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìû
ñ ìåíüøèì ÷èñëîì óðàâíåíèé îò òîãî æå ÷èñëà
ïåðåìåííûõ.

5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ

Ãåíåðè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïåðâîãî è âòîðîãî àëãî-
ðèòìîâ çàâèñèò îò ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ðàíãà
ìàòðèöû. Èçâåñòíî, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ
ðàíãà áëèçêà ê ñëîæíîñòè ìàòðè÷íîãî óìíîæå-
íèÿ [25, 26]. Êðîìå òîãî, ðàíã ìàòðèöû áûñòðî
âû÷èñëèì íà ìíîãîïðîöåññîðíîé ìàøèíå [27].

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå
ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì
÷èñëà ïåðåìåííûõ. Îäíàêî ïåðâûé àëãîðèòì
ïîçâîëÿåò ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ âçëîìàòü
êðèïòîñèñòåìó Ìåðêëÿ�Õåëëìàíà ñ îòêðûòûì
êëþ÷îì, îñíîâàííóþ íà çàäà÷å î ðàçáèåíèè ìíî-
æåñòâà, èñïîëüçóÿ øèðîêîâåùàòåëüíóþ àòàêó
(broadcast attack). Ìåòîä ñâåäåíèÿ ýòîé çàäà÷è
ê ïîèñêó {0, 1}-ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ îïèñàíèåì èç ðàáîòû [3].

Ïåðâûé àëãîðèòì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ áàçèñà Ãð¼áíåðà íåêîòîðî-
ãî íóëüìåðíîãî èäåàëà â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ îò

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Âàæíî, ÷òî èäåàë íóëü-
ìåðíûé, ïîñêîëüêó îí ñîäåðæèò ìíîãî÷ëåíû âè-
äà x2k − xk. Áîëåå òîãî, òðåáîâàíèå åäèíñòâåí-
íîñòè {0, 1}-ðåøåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî èäåàë ìàêñè-
ìàëüíûé. Èíûìè ñëîâàìè, ïðîèñõîäèò îòäåëåíèå
äðóã îò äðóãà ìíîæåñòâ íåñîáñòâåííûõ è ìàêñè-
ìàëüíûõ èäåàëîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå íà äðóãèå íóëüìåðíûå
èäåàëû òîæå âîçìîæíî. Îäíàêî âû÷èñëèòåëü-
íàÿ ñëîæíîñòü áóäåò âûøå, ïîñêîëüêó ïðèä¼ò-
ñÿ ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû áîëüøåé ñòåïåíè.
Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ìàòðèöû W íóæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ïðè ìîíî-
ìàõ áîëüøèõ ñòåïåíåé, à ðàçìåð ýòîé ìàòðèöû
áîëüøå ðàçìåðà ìàòðèöû W .

6. ÁËÀÃÎÄÀÐÍÎÑÒÈ

Àâòîð áëàãîäàðèò Êñàâåðèÿ Ìàëûøåâà è Àí-
òîíà Ìàìîíîâà çà îáñóæäåíèå, Àëåêñàíäðà
Ðûáàëîâà çà îáíàðóæåíèå îøèáêè â ÷åðíîâîì
âàðèàíòå, à òàêæå îðãàíèçàòîðîâ êîíôåðåíöèè
Computer Algebra, ïðîøåäøåé â Ìîñêâå 23�25
èþíÿ 2025 ãîäà, ãäå áûëà àïðîáàöèÿ íåêîòîðûõ
ðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû.

7. ÈÑÒÎ×ÍÈÊ ÔÈÍÀÍÑÈÐÎÂÀÍÈß

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çà-
äàíèÿ ÈÏÏÈ ÐÀÍ, óòâåðæäåííîãî Ìèíîáðíàó-
êè Ðîññèè.
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Bolshoy Karetny per. 19, build. 1, Moscow 127051

Russia

We consider the problem of �nding a binary
solution to a system of linear equations over a
�eld with characteristic di�erent from two. For a
large fraction of systems in which the number of
equations is equal to or more than half the number
of variables, the existence of a solution consisting
of zeros and ones can be veri�ed in polynomial
time. But there are known in�nite series of such
systems of equations so that this method does not
allow one to obtain an answer. In particular, if the
system has more than one binary solution, then
the problem of �nding a binary solution remains
di�cult for any ratio of the number of equations
to the number of variables. Our method is also
e�ective over a �nite �eld of odd characteristic
because in many cases it allows one to reduce
the original problem to a similar problem of lower
complexity. The relationship with recognizing the
maximal ideal in the ring of polynomials in several
variables is discussed. The rank of the auxiliary
matrix is calculated for some cases.
Keywords: �nite �eld, system of linear equations,
rank, ideal, polynomial time, computer algebra
system
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