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ðåøåíèÿ íà îñíîâå èäåîëîãèè Seurat. Ýòîò àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð30

ñîâðåìåííîé îáðàáîòêè äàííûõ, íàïðàâëåííûé íà ðåøåíèå ñëîæíîé âû÷èñëèòåëü-31

íîé çàäà÷è. Ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ øèðîêî âîñòðåáîâàíû è èñïîëüçóþòñÿ â32

ðàçíûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ, íî ìû íå êàñàåìñÿ çäåñü ñîáñòâåííî ïðèêëàäíûõ àñ-33

ïåêòîâ. Õîòÿ ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è êëàñòå-34

ðèçàöèè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ, àâòîðàì íåèçâåñòíû öåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå èçëî-35

æåíèÿ å¼ ðåøåíèÿ; â êàêîé-òî ìåðå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü èçâëå÷åíû èç ïðèêëàäíûõ36

ðàáîò, îäíàêî, òàì èçëîæåíèÿ ñòðîÿòñÿ â êîíòåêñòå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèêëàäíûõ37

îáëàñòåé, ÷òî çàòðóäíèò ìàòåìàòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííîãî ÷èòàòåëÿ.38

Äëÿ òàêèõ çàäà÷ êðîìå ñîáñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ òðåáóåòñÿ íàé-39

òè ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì è äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî íà-40

õîäèò çàðàíåå ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàííîå ðåøåíèå; êðîìå òîãî, íóæíî íàéòè îöåíêó41

âðåìåíè ðàáîòû (ñëîæíîñòü) àëãîðèòìà; è, â ðàâíîé ìåðå, íàéòè ýôôåêòèâíóþ êîì-42

ïüþòåðíóþ ðåàëèçàöèþ ýòîãî àëãîðèòìà. Ïîñêîëüêó ýòè çàäà÷è âîçíèêàþò â ïðè-43

êëàäíîì àñïåêòå, íå âñåãäà îñîçíà¼òñÿ, ÷òî êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììå ïðåäøåñòâóåò44

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà è, ïî ìåíüøåé ìåðå, ìàòåìàòè÷åñêîå îñìûñëåíèå çàäà÷è.45

Èíûìè ñëîâàìè, ñëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðèêëàäíèê ïèøåò ýâðèñòè÷åñêóþ êîìïüþòåðíóþ46

ïðîãðàììó äî ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîñòàíîâêè è èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è.47

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî íàøà íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêàÿ ñòàòüÿ îðèåíòèðîâàíà íà48

øèðîêèé êðóã ÷èòàòåëåé; õîòÿ ëó÷øå, åñëè îíè çíàêîìû ñ ìàòåðèàëîì ïåðâîãî êóðñà49

ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà.50

Íàêîíåö, îáùèì ìåñòîì ÿâëÿåòñÿ çàìå÷àíèå, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêàÿ è êîìïüþòåð-51

íàÿ îáðàáîòêà áîëüøèõ äàííûõ � óíèâåðñàëüíîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé è ìåòîä52

ðàáîòû áóêâàëüíî âî âñåõ îáëàñòÿõ åñòåñòâåííûõ, èíæåíåðíûõ è ãóìàíèòàðíûõ íà-53

óê. Òàêàÿ îáðàáîòêà îïèðàåòñÿ íà ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè (îò àëãîðèòìîâ54

� àëãåáðû � àíàëèçà äî ãåîìåòðèè) è òàêæå îïèðàåòñÿ íà ñîâðåìåííûå ïðè¼ìû ýô-55

ôåêòèâíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.56

§ 2. Ïðèìåðû çàäà÷57

Íà÷í¼ì ñ òð¼õ ïðèìåðîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, õîòÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ ïåðâûõ58

äâóõ èç íèõ çäåñü íå îáñóæäàþòñÿ (èíà÷å ïðèøëîñü áû çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èòü ðàç-59

ìåð òåêñòà, è âîçíèêëà òåìàòè÷åñêàÿ ðàçáðîñàííîñòü), íî èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îáñóæ-60

äåíèå äîñòóïíî ïî ññûëêàì.61

1. Äàíû îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ñ èìåíàìè ð¼áåð, áåç ïîâòîðåíèÿ èì¼í èëè ñ èõ ïî-62

âòîðåíèÿìè. Òàêèå ãðàôû èíîãäà íàçûâàþò ñòðóêòóðàìè; â ñóùíîñòè, äàíû äâå63

êàðòèíêè, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 1. Ôèêñèðîâàíû øåñòü îïåðàöèé, ïðåîáðàçóþùèå64

îäíó ñòðóêòóðó â äðóãóþ; êàæäîé îïåðàöèè ñîïîñòàâëåíî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîå65

ðàöèîíàëüíîå (â îáùåì ñëó÷àå, âåùåñòâåííîå) ÷èñëî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ öåíîé66

äàííîé îïåðàöèè. Öåíà ïîêàçûâàåò, ñêîëü ðåäêî èñïîëüçóåòñÿ äàííàÿ îïåðàöèÿ â67

2



ïðîöåññå, êîòîðûé ñàì îïèñûâàåòñÿ êàê ìèíèìóì ñóììàðíîé öåíû âñåõ èñïîëü-68

çóåìûõ â í¼ì îïåðàöèé (ñ èõ ïîâòîðåíèÿìè): âûñîêàÿ ÷àñòîòà èñïîëüçîâàíèÿ69

îçíà÷àåò íèçêóþ öåíó îïåðàöèè, à íèçêàÿ ÷àñòîòà èñïîëüçîâàíèÿ � å¼ âûñîêóþ70

öåíó. Òàêèì îáðàçîì, îáåñïå÷èâàåòñÿ àäåêâàòíîñòü ýòîãî ïðîöåññà. Óïîìÿíóòûå71

øåñòü îïåðàöèé íàä ñòðóêòóðàìè õîðîøî èçâåñòíû è íå ïðèâîäÿòñÿ çäåñü, ñì.72

íàïðèìåð, [1]. Èòàê, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî73

äâóì äàííûì ñòðóêòóðàì a è b è äàííûì öåíàì îïåðàöèé âûäà¼ò îäíó èç öåïî-74

÷åê îïåðàöèé, êîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçóþò a â b, è èìååò ìèíèìàëüíóþ75

ñóììàðíóþ öåíó îïåðàöèé.76

Â [2] ïîëó÷åí àëãîðèòì, ïî âðåìåíè ðàáîòû ëèíåéíûé îò ñóììàðíîãî ÷èñëà ð¼áåð77

â äàííûõ ñòðóêòóðàõ a è b, êîòîðûé íàõîäèò òàêóþ, ìèíèìàëüíóþ ïðè äàííûõ78

öåíàõ, öåïî÷êó îïåðàöèé. Âîîáùå, ëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà â ðåàëüíûõ79

ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ � áîëüøàÿ ðåäêîñòü.

Ðèñ. 1. Äàíû äâå ñòðóêòóðû, íàãðóæåííûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû a è b, è òàêæå
öåíû êàæäîé èç øåñòè îïåðàöèé íàä ñòðóêòóðàìè. Òðåáóåòñÿ íàéòè öåïî÷êó (ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü) îïåðàöèé ñ èõ ïîâòîðåíèÿìè, ñóììàðíàÿ öåíà êîòîðîé ìèíèìàëüíà
ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè âîçìîæíûìè öåïî÷êàìè, íà÷èíàþùèìèñÿ ñ a è çàêàí÷èâàþ-
ùèìèñÿ íà b.

80

2. Â ýòîì ðàçäåëå ðå÷ü èä¼ò, ñêîðåå, î êëàññå çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî ìíîãî ýâ-81

ðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ. Äàíî êîðíåâîå äåðåâî (èíîãäà, àöèêëè÷åñêàÿ82

ñåòü), äëÿ êîòîðîãî çàäàíû äëèíû ð¼áåð, îíè ñîîòâåòñòâóþò ¾äèñêðåòíîìó âðå-83

ìåíè¿ ïåðåõîäà îò ¾ïðåäêà¿ â íà÷àëå ðåáðà ê ¾ïîòîìêó¿ â êîíöå ðåáðà (¾íà÷àëî¿84

ðàñïîëîæåíî áëèæå ê êîðíþ äåðåâà, à ¾êîíåö¿ � äàëüøå îò íåãî). Â ëèñòüÿõ äàíû85

ñîâðåìåííûå îäíîòèïíûå äàííûå èç ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Íåëèñòîâûì âåðøèíàì86

îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëåíû îáúåêòû òîãî æå òèïà, êàêîé ïðåäñòàâëåí â ëèñòüÿõ, �87

òàêîå ñîïîñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ðàññòàíîâêîé îáúåêòîâ ïî íåëèñòîâûì âåðøè-88

íàì; ïîñêîëüêó ëèñòüÿì îáúåêòû çàðàíåå ñîïîñòàâëåíû, ðàññòàíîâêà îïðåäåëåíà89

íà âñåõ âåðøèíàõ. Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ðàññòàíîâîê çàäàí ôóíêöèîíàë, êîòîðûé90
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çàâèñèò îò ïåðåìåííîé (â íåëèñòîâûõ âåðøèíàõ) ðàññòàíîâêè è îò äëèí ð¼áåð.91

Çàäà÷à ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà. Èíûìè ñëîâàìè, çàäà÷à ñîñòîèò â92

îïèñàíèè äèñêðåòíîé ýâîëþöèè ¾ïðàïðåäêà¿ � îáúåêòà â êîðíå äåðåâà âäîëü âñå-93

ãî äåðåâà âïëîòü äî ñîâðåìåííûõ äàííûõ â ëèñòüÿõ. Ïðèìåðàìè îáúåêòîâ ñëóæàò94

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ôèêñèðîâàííîì àëôàâèòå, êîòîðûìè, êàê èçâåñòíî, ìîæíî95

êîäèðîâàòü ëþáîé êîíå÷íûé îáúåêò; ÷àñòî ãðàôû çàäàííîãî òèïà. Èíîãäà çàäà÷à96

ñòàâèòñÿ òàê, ÷òî è ñàìî äåðåâî ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì ôóíêöèîíàëà èëè, íàîáîðîò,97

äàíî äåðåâî è âñå ð¼áðà ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâîé äëèíû, ò.å. äëèíû îòñóòñòâóþò.98

Íàìè íàéäåíû ýôôåêòèâíûå êîìïüþòåðíûå ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ òàêîãî ðîäà è99

äîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû, õîòÿ â öåëîì ýòîò âàæíûé êðóã çàäà÷ äàë¼ê100

îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îñâåùåíèÿ, ñì., íàïðèìåð, [3].101

Îäèí èç âàæíûõ ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ òàêîé ýâîëþöèè ñîñòîèò â ñëåäóþ-102

ùåì. Äëÿ äàííûõ òî÷åê â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíî åù¼ ïîëå èõ ñêîðîñòåé,103

êîòîðîå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîòåíöèàë ðàçâèòèÿ òî÷êè-êëåòêè (ñì. íà÷àëî ñëå-104

äóþùåãî ïóíêòà 3). Ïîëå ñêîðîñòåé ïðåîáðàçóåòñÿ â ìàðêîâñêóþ (èëè áëèçêóþ105

ê íåé) öåïü ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ðàçâèòèÿ òî÷åê-êëåòîê. Ïî öåïè îáðàçóþò-106

ñÿ íå÷¼òêèå ìíîæåñòâà êëåòîê, êîòîðûå îáðàçóþò íà÷àëüíûå, ïðîìåæóòî÷íûå107

è ôèíàëüíûå ìàêðîñîñòîÿíèÿ, è îïðåäåëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç îäíîãî108

ìàêðîñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Îòñþäà íàõîäèòñÿ ýâîëþöèÿ ìàêðîñîñòîÿíèé, îò íà-109

÷àëüíîãî â ôèíàëüíûå, êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê êëàñòåðû êëåòîê [4].110

3. Ïåðåéä¼ì ê çàäà÷å êëàñòåðèçàöèè òî÷åê â ìíîãîìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàí-111

ñòâå, ðåøåíèå êîòîðîé ñîñòàâèò îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ñòàòüè. Äàíà ÷èñëîâàÿ ìàò-112

ðèöà, ñòðîêè êîòîðîé íàçûâàþòñÿ ïðèçíàêàìè (features), à ñòîëáöû � êëåòêàìè,113

íå èìåÿ â âèäó èìåííî áèîëîãè÷åñêóþ êëåòêó, à ëþáóþ ¾èçîëèðîâàííóþ ÷àñòü114

ìèðà¿. Äàëåå ñòîëáöû áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðî-115

ñòðàíñòâà. Ýëåìåíò ìàòðèöû � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ýêñïðåñ-116

ñèåé (âûðàæåííîñòüþ) ïðèçíàêà-ñòðîêè i â êëåòêå-ñòîëáöå j. Êëàñòåðèçàöèåé117

ñòîëáöîâ ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå å¼ ñòîëáöîâ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíî-118

æåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ êëàñòåðîì. Òðåáóåòñÿ íàéòè êëàñòåðè-119

çàöèþ, äëÿ êîòîðîé ñòîëáöû âíóòðè ëþáîãî êëàñòåðà íàèáîëåå ïîõîæè äðóã íà120

äðóãà â ñðàâíåíèè ñ ïîõîæåñòüþ ñòîëáöîâ ìåæäó ðàçíûìè êëàñòåðàìè. ¾Ïîõî-121

æåñòü¿ äâóõ ñòîëáöîâ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì, êîòîðûé íå òàê ïðîñòî ñôîð-122

ìóëèðîâàòü; ýòî áóäåò ñäåëàíî ïî õîäó ðåøåíèÿ çàäà÷è, ÷òî, óâû, îòñòóïàåò îò123

ïðèíöèïà, êîòîðûé ïðîïàãàíäèðîâàëñÿ âî Ââåäåíèè.124

Ìíîãî÷èñëåííûå ýâðèñòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âåñüìà ñëîæíû, â êà÷åñòâå125

ïðèìåðà ìû ñîøë¼ìñÿ íà å¼ ðåøåíèå â êîíòåêñòå ïðèêëàäíîé áèîèíôîðìàòèêè,126

[5]. Ìû èçëîæèì íèæå â íåêîòîðûõ ïóíêòàõ îðèãèíàëüíîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî127

ðàçðàáîòàëè èñïîëüçóåìóþ íàìè ýôôåêòèâíóþ êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó.128

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ðàçäåëàõ 3-10 ìû ñëåäóåì îáùåìó ïëàíó ìåòîäà Seurat-129

Louvain-Leiden. Íàøà öåëü � ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ìàòåìàòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííîãî130
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÷èòàòåëÿ ê ìíîãî÷èñëåííûì ìàòåìàòè÷åñêèì ïðîáëåìàì, êîòîðûå âîçíèêàþò â ýòîì131

ìåòîäå, äàë¼êîì îò ìàòåìàòè÷åñêîãî íå òîëüêî îáîñíîâàíèÿ, íî äàæå îò÷àñòè è ïî-132

íèìàíèÿ. Ýòî òàêæå îòíîñèòñÿ è ê çàäà÷àì, ñôîðìóëèðîâàííûì â ðàçäåëàõ 1-2.133

Ñëåäóþùèé ðàçäåë 3 ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ â ðàçäåëàõ 4-10; ÷èòàòåëþ ìåíåå çíà-134

êîìîìó ñ ýòèì ìàòåðèàëîì ìîæíî âíà÷àëå ïðîïóñòèòü ðàçäåë 3.135

§ 3. Ïëàí ðåøåíèå çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè ñòîëáöîâ ÷èñëîâîé ìàòðèöû.136

Èòàê, êëåòêà � òî÷êà â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë RN . Èíû-137

ìè ñëîâàìè, êîîðäèíàòàìè êëåòêè j íàçûâàåòñÿ ñòîëáåö ÷èñåë â äàííîé ìàòðèöå,138

êîòîðûé óäîáíî ïðåäñòàâèòü ñåáå �ðàñïîëîæåííûì ïîä êëåòêîé� j. ×èñëî ñòîëáöîâ139

â ýòîé è ïîñëåäóþùèõ ìàòðèöàõ íå ìåíÿåòñÿ è ðàâíî M . Ïðèâåä¼ì ïëàí ðåøåíèÿ140

áîëåå èëè ìåíåå îáùèé äëÿ ðàçíûõ ïîäõîäîâ ê ýòîé çàäà÷å. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñ-141

íîâàíèå è îöåíêà ñëîæíîñòè ïðåäëàãàåìîãî íèæå àëãîðèòìà äàëåêè îò ðåøåíèÿ,142

õîòÿ àêòèâíî èçó÷àþòñÿ. Ïðè æåëàíèè ìîæíî ïðî÷åñòü ïóíêòû ýòîãî ïëàíà ïîñëå143

îñòàëüíûõ ðàçäåëîâ ñòàòüè.144

1. Â äàííîé ÷èñëîâîé ìàòðèöå X = (xij), ðàçìåðà N ×M , êàæäûé å¼ ýëåìåíò xij145

çàìåíèì åãî äîëåé îòíîñèòåëüíî âñåãî ñòîëáöà j, òàê ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáî-146

çíà÷èì òàêæå X. Äëÿ êàæäîé ñòðîêè i ìàòðèöû X âû÷èñëèì ñðåäíåå xi è âûáî-147

ðî÷íóþ äèñïåðñèþ σ2
i , è ïîýëåìåíòíî ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó X â íîâóþ ìàòðèöó148

Y , â êîòîðîé σ2
i óæå ñëàáî çàâèñèò îò xi.149

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû ðàçìåðà N ×M ñðåäíåå i-îé ñòðîêè ðàâíî150

xi =
1

M

M∑
j=1

xij ,

à äèñïåðñèÿ ñòðîêè ðàâíà151

σ2
i =

1

M − 1

M∑
j=1

(xij − xi)
2

è ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñòðîêè ðàâíî σi.152

2. Ïî ìàòðèöå Y îáðàçóåì íîâóþ ìàòðèöó Z. Äëÿ ýòîãî ïî êàæäîé ñòðîêå i ∈153

Y ïîñòðîèì ðåãðåññèþ f äëÿ ìíîæåñòâà {(yl, σ2
l )} òî÷åê íà ïëîñêîñòè: òî÷êà �154

äèñïåðñèÿ σ2
l âìåñòå ñî ñðåäíèì yl, ñòðîêè l, ãäå yl áåð¼òñÿ òîëüêî èç çàäàííîé155

îêðåñòíîñòè Ii ñðåäíåãî yi. Òîãäà ìàòðèöà Z îïðåäåëÿåòñÿ êàê156

Z =
yij − yi
f(yi)

.

Â Z âûáåðåì çàäàííîå ÷èñëî ñòðîê ñ íàèáîëüøåé íîâîé äèñïåðñèåé δ =
σ2
i

f(i) .157

Îáîçíà÷èì Z̃ ÷àñòü ìàòðèöû Z, ñîäåðæàùóþ òîëüêî ýòè ñòðîêè.158
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3. Äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Z̃ íàéä¼ì ëó÷øèå êîîðäèíàòû � êîîðäèíàòû ïî áàçèñó èç159

ëåâûõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ ýòîé ìàòðèöû. Çàòåì ñïðîåêòèðóåì ñòîëáöû ýòîé160

ìàòðèöû íà ïîäïðîñòðàíñòâî èç n íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ òàêèõ âåêòîðîâ, ãäå161

èíôîðìàòèâíîñòü çàâèñèò îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë. Ïîëó÷åííóþ162

ìàòðèöó îáîçíà÷èì Z∗, å¼ ðàçìåð n × M . Ñàìî n îïðåäåëÿåòñÿ ïî äîëå íåîáú-163

ÿñí¼ííîé äèñïåðñèè äëÿ Z̃. Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàòû ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë è ëåâûå164

ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè è ñîáñòâåííûìè âåêòî-165

ðàìè, ñîîòâåòñòâåííî, êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû 1
M−1 Z̃

T · Z̃ ïðèçíàêîâ, ðàçìåðà166

M ×M .167

4. Ñòîëáöû ìàòðèöû Z∗ îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè â Rn (ñòîëáöîâ-òî÷åê M168

øòóê) â n-îì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå Rn è îäíîâðåìåííî åù¼ îíè áóäóò âåð-169

øèíàìè ñëåäóþùåãî ãðàôà G. Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê j ïî åâêëèäîâó ðàñ-170

ñòîÿíèþ äî äðóãèõ òî÷åê, íàéä¼ì ñïèñîê èç k áëèæàéøèõ ñîñåäåé òî÷êè j (ýòîò171

j-ñïèñîê íà÷èíàåòñÿ ñ ñàìîé j), è ðàññìîòðèì ðàíãè òî÷åê èç j-ñïèñêà ïî âîçðàñ-172

òàíèþ ðàññòîÿíèÿ îò j.173

5. Â ãðàôå G ïðîâåä¼ì ðåáðî ìåæäó âåðøèíàìè j è l, åñëè èõ ñïèñêè èìåþò îá-174

ùåãî k-ñîñåäà. Ð¼áðàì ïðèïèøåì âåñà, ÷òî çàêîí÷èò îïðåäåëåíèå íàãðóæåííîãî175

íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G. Âûáåðåì íåêîòîðóþ íà÷àëüíóþ êëàñòåðèçàöèþ C0176

âåðøèí â G.177

6. Èòåðàòèâíî íàéä¼ì ìàêñèìóì ôóíêöèè ìîäóëÿðíîñòè, àðãóìåíòîì êîòîðîé ÿâ-178

ëÿåòñÿ òåêóùàÿ êëàñòåðèçàöèÿ C âåðøèí â G; â ðåçóëüòàòå íàéä¼ì ôèíàëüíóþ179

êëàñòåðèçàöèþ âåðøèí â G (âåðøèíû � ñòîëáöû â ìàòðèöå Z∗).180

7. Âåðí¼ìñÿ ê ìàòðèöå Y , êîòîðàÿ èìååò n è M èñõîäíûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, íî181

òåïåðü åù¼ è êëàñòåðèçàöèþ å¼ êëåòîê (íàçîâ¼ì å¼ ìàòðèöåé êëàñòåðèçàöèè).182

Â êàæäîì êëàñòåðå íàéä¼ì äèôôåðåíöèàëüíî-ýêñïðåññèðîâàííûå ñòðîêè (DE-183

ñòðîêè èëè, òî æå ñàìîå, DE-ïðèçíàêè) ñ ïîìîùüþ Mann-Whitney U -òåñòà è184

ïðîöåäóðû Benjamini-Hochberg.185

8. Ãðàô G (ñ êîîðäèíàòàìè â n-îì ïðîñòðàíñòâå) ìîæíî ïðèáëèçèòü äðóãèì ãðà-186

ôîì G1, âåðøèíû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â K-îì ïðîñòðàíñòâå, ãäå K ìíîãî ìåíüøå,187

÷åì n, íàïðèìåð, K = 2. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîé ôóíêöèè, íàçûâà-188

åìîé UMAP ; ãðàô G1 â K-îì ïðîñòðàíñòâå íàõîäèòñÿ êàê ìèíèìóì äèâåðãåíöèè189

Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà. Ðåøàåìàÿ çäåñü çàäà÷à ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè äàííûõ (òî190

åñòü ðàçìåðíîñòè n äî ðàçìåðíîñòè K) ñàìà ïî ñåáå � îäíà èç öåíòðàëüíûõ ïðè191

ðàáîòå ñ áîëüøèìè äàííûìè. Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêîå ïîíèæåíèå ðàçìåðíîñòè ìîæ-192

íî âûïîëíèòü îò ëþáîé ðàçìåðíîñòè, íàïðèìåð, îò N ê K.193

§ 4. ëîã-Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû X194

Â ïðèêëàäíûõ ðàáîòàõ ÷àñòî êàæäàÿ ñòðîêà i èñõîäíîé ìàòðèöû X ðàññìàòðè-195

âàåòñÿ êàê âûáîðêà ñâîåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xi ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ui196
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è äèñïåðñèåé vi, ïðè÷¼ì vi = v(ui), à v(u) � ïîëîæèòåëüíûé êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì,197

íå çàâèñÿùèé îò i. Òîãäà ñòðåìÿòñÿ íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ g(x), ãäå x � ëþáîé ýëå-198

ìåíò ìàòðèöû X , ÷òî ìàòðèöà Y = {yij}, ãäå yij = g(xij), äëÿ êàæäîé ñòðîêè i èìååò199

ýìïèðè÷åñêóþ äèñïåðñèþ σ2
i (ñêîëü âîçìîæíî) ñëàáåå çàâèñÿùóþ îò å¼ ñðåäíåãî yi,200

à â ïðåäåëå íå çàâèñÿùóþ îò íåãî. Ýòà ïîñòàíîâêà, êàê è å¼ ïîñëåäóþùåå ðåøåíèå,201

ÿâëÿþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèìè, õîòÿ è øèðîêî ðàñïðîñòðàí¼ííûìè, êàê ýòî îáñóæäàëîñü202

âî Ââåäåíèè.203

Èòàê, i-ûì ñòðîêàì â ìàòðèöàõ X è Y ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xi204

è Y i = g(Xi), ó êîòîðûõ äàëåå èíäåêñ i îïóñòèì äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè. Ðàçëîæèì205

Y ïî ñòåïåíÿì X − u: Y = g(u) + g′(u) · (X − u) + g′′(u) · (X − u)2 + . . . , è â206

ðàçëîæåíèè îñòàâèì òîëüêî àôôèííóþ ÷àñòü; ïîëó÷èì E(Y ) ≈ g(u) è Var(Y ) ≈207

g′(u)2 · v. Òàêèì îáðàçîì ïðèä¼ì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ g′(u)2 · v(u) = 1.208

Ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ g ïðèìåíèì ê êàæäîìó ýëåìåíòó èç êàæäîé ñòðîêè â X è209

ïîëó÷èì èñêîìóþ ìàòðèöó Y . Äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè g ðàçíûå ñðåäíèå ñòðîê â210

ïðåîáðàçóþòñÿ â ðàçíûå ñðåäíèå ñòðîê â Y , êîòîðûå â Y ñîîòâåòñòâóþò ïðèìåðíî211

îäèíàêîâûì äèñïåðñèÿì ñòðîê; â ýòîì ñìûñëå íîâàÿ äèñïåðñèÿ ñëàáî çàâèñèò îò212

íîâîãî ñðåäíåãî.213

Â áèîõèìè÷åñêèõ è äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ è ýêñïåðèìåí-214

òàëüíîå îïðåäåëåíèå ýêñïðåññèé ãåíîâ â êëåòêàõ, ÷àñòî äèñïåðñèÿ v ÿâëÿåòñÿ òàêèì215

ïîëîæèòåëüíûì êâàäðàòè÷íûì ïîëèíîìîì îò ìàòîæèäàíèÿ u. Íàïðèìåð, èçìåðÿå-216

ìàÿ âåëè÷èíà ìîæåò èìåòü âèä α+µeη+ε, ãäå µ � å¼ òî÷íîå (èñòèííîå, íî íåèçâåñò-217

íîå íàì) çíà÷åíèå, α � ñäâèã äàííûõ, à ε è η � àääèòèâíàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ218

ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíà-219

ìè è, íàïðèìåð, íîðìàëüíûìè ñ íóëåâûì ìàòîæèäàíèåì. Òîãäà äèñïåðñèè v òàêîãî220

èçìåðåíèÿ çàâèñèò îò ìàòîæèäàíèÿ u èìåííî êàê óïîìÿíóòûé ïîëèíîì221

v =
Var(eη)

E(eη)2
· (u− α)2 +Var(ε) = (c1u+ c2)

2 + c3.

Èòàê, äëÿ ýòîãî (è ëþáîãî äðóãîãî óïîìÿíóòîãî âèäà) ïîëèíîìà óêàçàííîå óðàâ-222

íåíèå ïðèâîäèò ê ãèïåðáîëî-àðñèíóñíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ â ðîëè g. ßâíûé âèä g223

äëÿ ýëåìåíòà ìàòðèöû è òàê çàïèñàííîãî ïîëèíîìà òàêîâ:224

xij → yij =

 1
c1

· arsinh( c2√
c3

+ c1√
c3

· xij), c3 > 0

1
c1

· ln(c2 + c1 · xij), c3 = 0,
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ãäå ãèïåðáîëè÷åñêèé àðñèíóñ îïðåäåëÿåòñÿ êàê225

arsinh(z) = ln(z +
√
z2 + 1) =

x∫
0

1√
t2 + 1

dt,

à êîíñòàíòû c1, c2, c3 ïîäáèðàþòñÿ ïî èñõîäíûì äàííûì. Òî÷íåå, ýòè êîíñòàíòû, ïî226

âîçìîæíîñòè, ïîäáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïî íèì êîððåëÿöèè ìåæäó äèñ-227

ïåðñèÿìè è ñðåäíèìè ñòðîê â ìàòðèöå Y .228

Çàìåòèì, ÷òî ïðè c3 = 0 ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ, áëèçêàÿ êî âñåìè ïðèíÿòîé ôóíê-229

öèè log2(1+x) (èëè, êàê ÷àñòî ïèøóò â ïðèêëàäíûõ ïóáëèêàöèÿõ, log2(x)). Êîíå÷íî,230

íåò îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ èñõîäíûõ äàííûõ âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ c3 = 0.231

§ 5. Âûäåëåíèå ñòðîê ñ áîëüøîé äèñïåðñèåé232

Äëÿ ìàòðèöû Y è êàæäîé å¼ ñòðîêè i âû÷èñëèì ñðåäíåå yi è äèñïåðñèþ σ2
i .233

Ïîñòðîèì ïîëèíîìèàëüíóþ íèçêîé ñòåïåíè ðåãðåññèþ f(·) äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê234

{(yi, σ2
l )}, ãäå yi â ñåðåäèíå èíòåðâàëà O⟩, à èíòåðâàëû {O⟩} âûáðàíû òàê, ÷òî ÷èñëî235

òî÷åê â êàæäîì èç íèõ ïðèìåðíî îäèíàêîâî, ðèñ. 2. Ïîëîæèì f(i) = f(yi) � çíà÷åíèå236

ðåãðåññèè f(·) â yi. Ðåãðåññèÿ îòíîñèòñÿ ê èíòåðâàëó O⟩, è â ýòîì ñìûñëå íàçûâàåòñÿ237

ëîêàëüíîé, à ÷èñëî f(i) ìîæíî íàçâàòü ðåãðåññèîííîé äèñïåðñèåé ñòðîêè i (èíîãäà238

å¼ íàçûâàþò ñðåäíå-äèñïåðñèîííûì îòíîøåíèåì). Îíà õàðàêòåðèçóåò ¾äèñïåðñèþ¿239

ñòðîêè i áåç ó÷¼òà å¼ èíäèâèäóàëüíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü240

ñòðîêè, äëÿ êîòîðûõ äèñïåðñèÿ σ2
i íå ïîä÷èíÿåòñÿ îáùåìó ïðàâèëó, çàäàííîìó ðå-241

ãðåññèåé f(·), òî åñòü σ2
i è f(i) çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ, f(i) ñóùåñòâåííî ìåíüøå242

σ2
i .243

Îáðàçóåì ìàòðèöó Z =
yij−yi

f(i) . Äëÿ å¼ ñòðîê i ñðåäíåå ðàâíî zi = 0, à äèñïåðñèÿ244

ðàâíà δi =
σ2
i

f(i) . Â Z ñëèøêîì áîëüøèå äèñïåðñèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê àðòåôàêò245

èñõîäíûõ äàííûõ; ïîýòîìó ñòðîêè, ó êîòîðûõ δ2i >
√
M, óäàëÿþòñÿ èç Z. Â òàê246

ïîëó÷åííîé ìàòðèöå Z îñòàâèì òîëüêî ñòðîêè ñ íàèáîëüøåé ðåãðåññèîííîé äèñïåð-247

ñèåé δi â çàäàííîì êîëè÷åñòâå. Îáîçíà÷èì Z̃ ÷àñòü ìàòðèöû Z, ñîäåðæàùóþ òîëüêî248

âûáðàííûå ñòðîêè (íàïðèìåð, 2000); òîãäà å¼ ðàçìåð 2000×M .249

Èòàê, ñòðîêè ìàòðèöû Z̃ ñëàáî çàâèñÿò îò ñðåäíåãî è íå ïîä÷èíÿþòñÿ ðåãðåñ-250

ñèîííîìó ïðàâèëó, èìåÿ áîëüøóþ äèñïåðñèþ. Ýòî ïîçâîëÿåò îò÷¼òëèâî ðàçëè÷àòü251

ñòîëáöû ïî èõ êîîðäèíàòàì.252

Â ðåçóëüòàòå êàæäàÿ êëåòêà-ñòîëáåö ïîëó÷àåò 2000 êîîðäèíàò, ïðåäñòàâëÿþùèõ253

òî÷êó â 2000-îì ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R2000. Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî M èç254

M òî÷åê â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.255
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Ðèñ. 2. Ïîêàçàíà êâàäðàòè÷íàÿ ðåãðåññèÿ, ëîêàëüíàÿ íà èíòåðâàëå O⟩ ñ ñåðåäèíîé
yi, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ðåãðåññèîííóþ äèñïåðñèþ f(i) ñòðîêè i ìàòðèöû Y . Â ýòîì
èíòåðâàëå òî÷êè ïëîñêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñðåäíåå yl (àáñöèññà) ñòðîêè l è å¼
äèñïåðñèÿ σ2

l (îðäèíàòà).

§ 6. Âûáîð ëó÷øèõ êîîðäèíàò äëÿ òî÷åê èç ìíîæåñòâà M256

Âûáåðåì åù¼ ëó÷øèå, íîâûå êîîðäèíàòû êëåòêè j, êîòîðûå áóäóò ëèíåéíûìè257

êîìáèíàöèÿìè å¼ ñòàðûõ êîîðäèíàò, ñòîëáöîâ ìàòðèöû Z̃. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ â äâà258

øàãà.259

1-ûé øàã. Äëÿ ìàòðèöû Z̃ âû÷èñëèì ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà è ëåâûå ñèíãóëÿðíûå260

âåêòîðû u1, u2, . . . åäèíè÷íîé äëèíû, è ïåðåéä¼ì ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó261

â R2000, ñîñòîÿùåìó èç ýòèõ âåêòîðîâ, ðèñ. 3. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèíãóëÿðíûå262

÷èñëà ðàñïîëîæåíû ïî óáûâàíèþ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λ2000, êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå èì263

ñòðîêè ìàòðèöû è íîâûå êîîðäèíàòíûå îñè. Íîâûå êîîðäèíàòû êëåòêè j (å¼ ñòàðûå264

êîîðäèíàòû � ýëåìåíòû ñòîëáöà Z̃j) ðàâíû (uk, Z̃j), ãäå óêàçàíà k-ÿ êîîðäèíàòà,265

1 ≤ k ≤ 2000. Ïîëó÷åí ðåçóëüòàò 1-ãî øàãà � ìàòðèöà ðàçìåðà 2000×M , êîòîðóþ266

îáîçíà÷èì Ẑ.267

2-îé øàã. Îñòàâèì â Z̃ ′ òîëüêî n íîâûõ è íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ êîîðäèíàò,268

êîòîðûå íàçîâ¼ì ñîêðàù¼ííûìè (èëè íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûìè); îíè îáðàçóþò269

ìàòðèöó Z∗ ðàçìåðà n × M , êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû Z̃ ′ 1-ãî øàãà ðàçìåðà270

2000×M .271

Âûáîð ÷èñëà n îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ñîîáðàæåíèè èíôîðìàòèâíîñòè íîâûõ êî-272

îðäèíàò. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì äàëåå îïóñêàòü çíàêè ′̃. Çàìåíà ñòàðûõ êîîðäèíàò Zj273

êëåòêè j íà å¼ ïðîåêöèþ íà ïåðâûå n êîîðäèíàò Zj → Z∗
j =

∑n
k=1(uk, Zj) ·uk âíîñèò274

ñðåäíèé êâàäðàò îøèáêè â ðàñ÷¼òå íà îäíó êëåòêó, ðàâíûé 1
M

∑M
j=1∥Zj − Z̃j

′
∥2 =275 ∑N

k=n+1 λk, ãäå λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λ2000. Ýòà ñóììà íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íîé äèñïåðñè-276

åé.277
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x

1u2u

y

Ðèñ. 3. Äëÿ êëåòîê j ïîêàçàí ïåðåõîä îò èõ ñòàðûõ êîîðäèíàò � ñòîëáöîâ ìàòðèöû
Z̃ ê èõ íîâûì êîîðäèíàòàì � ñòîëáöàì ìàòðèöû Z̃′.

Âåëè÷èíà 1
M

∑M
j=1∥

∑n
k=1(uk, Zj)

2 · uk∥2 = 1
M

∑M
j=1

∑n
k=1(uk, Zj)

2 =
∑n

k=1 λk íà-278

çûâàåòñÿ îáúÿñí¼ííîé äèñïåðñèåé. Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà δn îïðåäåëÿåòñÿ êàê îò-279

íîøåíèå îñòàòî÷íîé äèñïåðñèè ê âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè; ýòà äîëÿ íàçûâàåòñÿ íåîáú-280

ÿñí¼ííîé äèñïåðñèåé: δn = λn+1+···+λ2000

λ1+λ2+···+λ2000
.281

Âûáåðåì n èç óñëîâèÿ δn ≤ ε0, ãäå ε0 � çàäàííûé ïîðîã.282

§ 7. Êëàñòåðèçàöèÿ êëåòîê ïî èõ íîâûì ñîêðàù¼ííûì êîîðäèíàòàì (ñòîëáöàì â283

ìàòðèöå Z∗)284

Îáðàçóåì ãðàô G: åãî âåðøèíû � êëåòêè-òî÷êè j ñ èõ n ñîêðàù¼ííûìè è íîâûìè285

(íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûìè) êîîðäèíàòàìè � ñòîëáöàìè Z∗
j ìàòðèöû Z∗. Ýòîò ãðàô286

íàçûâàåòñÿ kNN -ãðàôîì, à êîîðäèíàòû êëåòêè-òî÷êè-âåðøèíû j íàçûâàþòñÿ å¼287

PCA-êîîðäèíàòàìè.288

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû j ïî åâêëèäîâó ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè â n-ìåðíîì289

ïðîñòðàíñòâå ñîñòàâèì ñïèñîê k áëèæàéøèõ ê íåé âåðøèí (k-ñîñåäåé, ñàìà j ïåðâàÿ290

â ýòîì j-ñïèñêå, ãäå k ïàðàìåòð). j-Îêðåñòíîñòüþ â G íàçûâàåòñÿ j-ñïèñîê âìåñòå291

ñî âñåìè ð¼áðàìè, ñîåäèíÿþùèìè ëþáûå äâå âåðøèíû èç íåãî. Çàìåòèì, ÷òî òàêèì292

îáðàçîì ìû ïåðåõîäèì ê íîâûì îêðåñòíîñòÿì äëÿ âñåõ âåðøèí j: ê êàðòàì, êîòîðûå293

ïðåäñòàâëåíû îäíîìåðíûìè ñèìïëåêñàìè íà ìíîãîîáðàçèè âñåõ êëåòîê.294

Ñïèñîê íóìåðóåì ïîäðÿä íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 (êîòîðûå íàçûâàþò ðàí-295

ãàìè) ïî âîçðàñòàíèþ åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ. Îáîçíà÷èì rank(v, j) � ðàíã âåðøèíû296

v â j-ñïèñêå, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ ñ âåðøèíû j. Âåðøèíû, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà297

îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò j, íóìåðóþòñÿ äðîáíûìè ÷èñëàìè: íàïðèìåð, âåðøèíû,298

íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 1, 2, 7, 7, 8, . . . èìåþò ðàíãè 1, 2, 3,5, 3,5, 4, . . . .299

Âåðøèíû j è l ñîåäèíèì ðåáðîì, åñëè j ̸= l, à l ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ñîñåäîì â300

j-ñïèñêå è j ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ñîñåäîì â l-ñïèñêå.301
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Âåñ Ajl ðåáðà e = (j, l) ïîëîæèì ðàâíûì ìàêñèìóìó ïî âñåì îáùèì k-ñîñåäÿì v302

äëÿ j è l: Ajl = max{k − 0, 5(rank(v, j) + rank(v, l))|v}.303

Íàéä¼ì íåêîòîðóþ íà÷àëüíóþ êëàñòåðèçàöèþ C0 âåðøèí ãðàôà G (ðàçáèåíèå åãî304

âåðøèí). Âûáîð C0 âàæåí è ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò êëà-305

ñòåðèçàöèè, èçâåñòíî íåñêîëüêî ñïîñîáîâ òàêîãî âûáîðà. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå306

êëàñòåðû ìîãóò äîïóñêàòü ð¼áðà ìåæäó âåðøèíàìè èç ðàçíûõ êëàñòåðîâ; î òàêèõ307

ð¼áðàõ ãîâîðÿò, ÷òî îíè �ìåæäó êëàñòåðàìè�; íàîáîðîò, î ð¼áðàõ, ó êîòîðûõ îáà308

êðàÿ ïðèíàäëåæàò îäíîì êëàñòåðó, ãîâîðÿò, ÷òî îíè �â êëàñòåðå�.309

Íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîé êëàñòåðèçàöèè C0, èòåðàòèâíî íàéä¼ì ëîêàëüíûé ìàêñè-310

ìóì ôóíêöèè H(C), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîñòüþ êëàñòåðèçàöèè C = C(G)311

ãðàôà G è õàðàêòåðèçóåò êà÷åñòâî ðàçáèåíèÿ âåðøèí â G. Ôóíêöèÿ ìîäóëÿðíîñòè312

îïðåäåëÿòñÿ êàê313

H(C) = 1

2m

∑
j,l

(
Ajl(e)− γ · kj · kl

2m

)
→ max .

Çäåñü Ajl � âåñ ðåáðà e, êîòîðîå ïðîáåãàåò âñå ð¼áðà âî âñåõ êëàñòåðàõ òåêóùåãî314

ðàçáèåíèÿ C = C(G), à m � ñóììà âåñîâ âñåõ ð¼áåð â G, è kj ñóììà âåñîâ âñåõ ð¼áåð315

â G, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå j; γ � ïàðàìåòð, íàçûâàåìûé ãðàíóëÿðíîñòüþ: ìèíèìóì316

ñóììàðíîãî âåñà ð¼áåð â êëàñòåðå (îòíîñèòåëüíî ñóììàðíîãî âåñà âñåõ ð¼áåð) ïî317

âñåì êëàñòåðàì, äåë¼ííûé íà ìàêñèìóì àíàëîãè÷íîé äîëè ñóììàðíîãî âåñà ð¼áåð318

ìåæäó âñåìè ïàðàìè ðàçíûõ êëàñòåðîâ.319

Î ïàðàìåòðå γ çàìåòèì ñëåäóþùåå. Ïðè åãî óâåëè÷åíèè ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ320

ð¼áåð e ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ, è ñòàíîâèòñÿ âûãîäíûì ðàçáèòü êëàñòåð íà íåñêîëü-321

êî êëàñòåðîâ, ÷òîáû îòðèöàòåëüíûå ð¼áðà ñîñðåäîòî÷èëèñü ìåæäó êëàñòåðàìè è,322

òåì ñàìûì, áûëè èñêëþ÷åíû èç H. Òîãäà ÷èñëî êëàñòåðîâ óâåëè÷èòñÿ, à ñàìè îíè323

óìåíüøàòñÿ. Íàîáîðîò, ïðè óìåíüøåíèè γ ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð ìîæåò óâå-324

ëè÷èòüñÿ, ïîýòîìó ñòàíîâèòñÿ âûãîäíûì îáúåäèíèòü íåñêîëüêî êëàñòåðîâ â îäèí,325

÷òîáû âêëþ÷èòü â H ìåæêëàñòåðíûå ð¼áðà, ñòàâøèå ïîëîæèòåëüíûìè. Òîãäà ÷èñëî326

êëàñòåðîâ óìåíüøèòñÿ, è îíè óâåëè÷àòñÿ.327

Íåòðèâèàëüíûé âûáîð âèäà ôóíêöèè H(C(G)) ïðèíöèïèàëüíî âëèÿåò íà ðåçóëü-328

òàò êëàñòåðèçàöèè; îòìåòèì ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ ïî ïîâîäó âûáîðà è îáîñíîâà-329

íèÿ ôóíêöèè ìîäóëÿðíîñòè. Îáîçíà÷èì r ∈ C � êëàñòåð äàííîé êëàñòåðèçàöèè C.330

Âåñà Ajl ð¼áåð â G ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìóëüòèãðàô áåç âåñîâ: âåðøèíû j è331

l ñîåäèíÿþòñÿ ð¼áðàìè â êîëè÷åñòâå Ajl. Îáîçíà÷èì òîé æå áóêâîé Ajl ñèììåòðè÷-332

íóþ ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè ïîëó÷åííîãî ìóëüòèãðàôà áåç ïåòåëü, êîòîðûé òàê æå333

îáîçíà÷èì G (íà äèàãîíàëè íàõîäÿòñÿ íóëè, îñòàëüíûå ÷èñëà ðàâíû âåñó
Ajl

2 ; êàê334

îáû÷íî, ó ïåòëè âåñ óäâàèâàåòñÿ). Òîãäà Ajl = Alj è ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ð¼áðàì335

j, l ∈ r ïðèâîäèò ê óäâîåííîé ñóììå ÷èñëà ð¼áåð â r. Â ôîðìóëå äëÿ H ïåðåéä¼ì336

11



îò ñóììèðîâàíèÿ ïî ð¼áðàì e = (j, l) ∈ G ê ñóììèðîâàíèþ ïî êëàñòåðàì r ∈ G è337

ïîëó÷èì338

H(C(G)) =
1

m

∑
r

(1
2
·
∑

(j.l)∈r

A(j, l)) =
k(r)2

4m

 ,

ãäå m � ÷èñëî ð¼áåð â G è
∑

(j.l)∈r A(j, l) � óäâîåííîå ÷èñëî ð¼áåð âíóòðè êëàñòåðà r.339

Çäåñü k(j) � ñòåïåíü èíöèäåíòíîñòè âåðøèíû j â ãðàôå G, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ìàòðèöå340

èíöèäåíòíîñòè Ajl, à k(r) =
∑

j∈r k(j) � ñòåïåíü èíöèäåíòíîñòè êëàñòåðà r. Ëåãêî341

âèäåòü, ÷òî
∑

j∈G k(j) = 2m. Èòàê, óìåíüøàåìîå � ÷èñëî ð¼áåð â r ∈ C(G), è ìû342

õîòèì èíòåðïðåòèðîâàòü âû÷èòàåìîå.343

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü êàê ñðåäíåå ÷èñëî ð¼áåð â ñåìåéñòâå ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ ñ òå-344

ìè æå âåðøèíàìè (è ïàðàìåòðàìè), ÷òî ó G è òîé æå êëàñòåðèçàöèåé ýòèõ âåðøèí.345

Îäíàêî ïðèâåä¼ì áîëåå ïðîñòîå êîìáèíàòîðíîå ïîÿñíåíèå. Íà ìíîæåñòâå âåðøèí346

ìóëüòèãðàôà G ñ åãî êëàñòåðèçàöèåé ðàññìîòðèì �èäåàëüíûé� (íå ìóëüòè, îáû÷íûé)347

ãðàô G′ ñ òîé æå êëàñòåðèçàöèåé è òåìè æå ñòåïåíÿìè èíöèäåíòíîñòè k(j), ÷òî ó348

âåðøèí ìóëüòèãðàôà G. Íàïîìíèì, ÷òî â G è G′ ñòåïåíü èíöèäåíòíîñòè îïðåäåëÿ-349

åòñÿ êàê ñóììà âåñîâ âñåõ èíöèäåíòíûõ åé ð¼áåð. À èìåííî, G′ ïîëíûé ñ ïåòëÿìè350

è â í¼ì âåñ ðåáðà (j, l) ïîëàãàåì ðàâíûì k(j)k(l)
2m , åñëè j ̸= l, è k(j)k(l)

4m , åñëè j = l. Â351

G′ äëÿ ëþáîé âåðøèíû j ñòåïåíü èíöèäåíòíîñòè ðàâíà
∑

l ̸=j
k(j)k(l)

2m + 2k(j)2

4m = k(j).352

È â G′ ñóììà âåñîâ âñåõ ð¼áåð â r ðàâíà
∑

j ̸=l,{j,l}∈r
k(j)k(l)

2m +
∑

j
k(j)2

4m = k(r)2

2m . Ïî-353

ñëåäíåå ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì ðàñêðûòèåì ñêîáîê â k(r). Ïîâòîðèì, ÷òî ãðàôû G è354

G′ èìåþò â êà÷åñòâå îáùèõ ïàðàìåòðîâ ñàìó êëàñòåðèçàöèþ C, êîëè÷åñòâà âåðøèí355

è ð¼áåð, è ñòåïåíè èíöèäåíòíîñòè {k(j)} äëÿ âñåõ âåðøèí j. Âåëè÷èíû k(j) ìîæíî356

ðàññìàòðèâàòü êàê õàðàêòåðèñòèêè íåîäíîðîäíîñòè ãðàôà, êîòîðûå îäèíàêîâû ó G357

è G′: ó íèõ â îäíèõ è òåõ æå îáëàñòÿõ ïëîòíîñòü ð¼áåð ïîâûøåíà èëè ïîíèæåíà ïî358

ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ.359

7.1. Èòåðàòèâíûé àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè Leiden. Èçëîæåííûé âûøå àëãîðèòì360

óòî÷íÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ èñõîäíîãî ãðàôà G âûáèðàåòñÿ íà÷àëüíàÿ êëà-361

ñòåðèçàöèÿ C0 è ìàêñèìèçèðóåòñÿ ôóíêöèÿ ìîäóëÿðíîñòè H(C(G)). Ïî ïîëó÷åííîìó362

ãðàôó ñòðîèì íîâûé ãðàô G1, â êîòîðîì âñå âåðøèíû îäíîãî êëàñòåðà â G ïðåä-363

ñòàâëåíû îäíîé íîâîé âåðøèíîé â G1. Âñå ð¼áðà âíóòðè êëàñòåðà â G çàìåíÿþòñÿ364

ïåòë¼é â G1 ó ýòîé íîâîé âåðøèíû, à âñå ð¼áðà ìåæäó äâóìÿ ðàçíûìè êëàñòåðàìè365

â G çàìåíÿþòñÿ îäíèì íîâûì ðåáðîì â G1 ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè íîâûìè âåð-366

øèíàìè. Âåñ ïåòëè ïîëàãàåì ðàâíûì ñóììàðíîìó âåñó èñõîäíûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ367

âíóòðèêëàñòåðíûõ ð¼áåð, à âåñ íîâîãî ðåáðà � ñóììàðíîìó âåñó èñõîäíûõ ñîîòâåò-368

ñòâóþùèõ ìåæêëàñòåðíûõ ð¼áåð. Ïîñëå ýòîãî ìàêñèìèçèðóåì ôóíêöèþ H(C(G1)).369

Òàêèì îáðàçîì ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà ìàêñèìóì H(C(Gk)) íà î÷åðåäíîì ãðà-370

ôå Gk óâåëè÷èâàåòñÿ, ðèñ. 4. Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíûìè îáúåäèíåíèÿìè âåðí¼ìñÿ ê371
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èñõîäíîìó ãðàôó G. À èìåííî, åñëè âåðøèíû â Gk−1 âõîäÿò â îäèí è òîò æå êëàñòåð372

â Gk, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì êëàñòåðû îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí êëàñòåð â Gk−1. È îá-373

ðàòíûì õîäîì ïðèä¼ì ê êëàñòåðèçàöèè èñõîäíîãî ãðàôà G. Ïîëó÷èì êëàñòåðèçàöèþ374

âåðøèí â èñõîäíîì G. Ïðè êàæäîì ïåðåõîäå îò k− 1 ê k êà÷åñòâî ñîîòâåòñòâóþùåé375

êëàñòåðèçàöèè ãðàôà Gk íå óìåíüøàåòñÿ.376
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Ðèñ. 4. Âåñà âñåõ ð¼áåð åäèíè÷íûå. Ïîêàçàíû øàãè èòåðàòèâíîãî àëãîðèòìà Leiden.
Ïðèìåð âçÿò èç [6].

7.2. Ê îáîñíîâàíèþ èòåðàòèâíîãî àëãîðèòìà êëàñòåðèçàöèè Louvain-Leiden. Â377

êà÷åñòâå íà÷àëüíîé êëàñòåðèçàöèè ìîæíî âûáðàòü ñèíãëåòîííóþ êëàñòåðèçàöèþ,378

êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âñåõ âåðøèí ãðàôà Gk, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê îäíîýëåìåíòíûå379

ìíîæåñòâà (�ñèíãëåòîíû�). Íî îáû÷íî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé êëàñòåðèçàöèè áåðóò áî-380

ëåå êðóïíóþ êëàñòåðèçàöèþ, íàçûâàåìóþ îêðåñòíîñòíîé; îáîçíà÷èì å¼ C0. Ãðàô381

Gk äàëåå îáîçíà÷èì G, íàïðèìåð, ýòî ãðàô G, îïðåäåë¼ííûé â íà÷àëå ýòîãî ðàçäå-382

ëà, ñ êîòîðîãî è íà÷èíàåò ðàáîòó èòåðàòèâíûé àëãîðèòì. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîé C0383

èñïîëüçóþòñÿ îïèñàííûå â íà÷àëå ýòîãî ðàçäåëà j-îêðåñòíîñòè âñåõ âåðøèí â G, è384

âåñà ð¼áåð ãðàôà G. Îïèøåì êëàñòåð c ∈ C0, êàæäûé êëàñòåð îáðàçóåòñÿ ïî íåêî-385

òîðîé âåðøèíå j ∈ G è â ýòîì ñìûñëå îáîçíà÷àåòñÿ cj (êëàñòåð ñ �öåíòðîì� â j).386

Êëàñòåðû cj îáðàçóþòñÿ èòåðàòèâíî, êàæäûé íà÷èíàÿ ñ j-îêðåñòíîñòè. Â ïîäãðàôå387

cj îáîçíà÷èì d(v) ñóììó âåñîâ ð¼áåð â cj , èíöèäåíòíûõ v; ýòî � ñòåïåíü âåðøèíû388

v, îòíåñ¼ííàÿ ê cj . Ïðîðåäèì êàæäîå cj , óäàëÿÿ èç íåãî âåðøèíû v ∈ cj âìåñòå ñî389

âñåìè èíöèäåíòíûìè èì ð¼áðàìè, åñëè d(v)
|cj | < r, ãäå r ∈ (0, 1] � ïîðîã è |cj | � ñóììà390

âåñîâ âñåõ ð¼áåð â cj . Óäàëåíèå òàêèõ âåðøèí èç cj çàâèñèò îò ïîðÿäêà ïðîñìîòðà391

âåðøèí â cj ; ïðîäîëæàåì óäàëåíèå, ïîêà òàêàÿ âåðøèíà íàõîäèòñÿ. Óäàëåíèÿ âû-392

ïîëíÿþòñÿ íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîãî j. Åñëè |cj | = 0, òî âåðøèíó j ñîõðàíèì; åñëè v393

óäàëÿåòñÿ èç âñåõ j-îêðåñòíîñòåé â G, òî îñòàâèì v â êà÷åñòâå ñèíãëåòîíà.394
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Ïîñëå ýòîãî â ïîëó÷åííîì íàáîðå ïîäãðàôîâ cj óñòðàíèì èõ ïåðåñå÷åíèÿ ïî âåð-395

øèíàì: ïóñòü v ïðèíàäëåæèò íåñêîëüêèì cj . Äëÿ êàæäîãî cj âû÷èñëèì ñðåäíèé âåñ396

ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ v ñî âñåìè âåðøèíàìè â cj . Âåðøèíó v ñîõðàíèì â òîé cj , äëÿ397

êîòîðîé ñðåäíèé âåñ ìàêñèìàëåí, à èç îñòàëüíûõ cj óäàëèì å¼. Èòîãîâûå cj îáðàçóþò398

êëàñòåðû íà÷àëüíîé êëàñòåðèçàöèè C0 â ãðàôå G.399

Íàìåòèì äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðè êàæäîì ïåðåõîäå îò k ê k + 1 êà÷åñòâî400

ñîîòâåòñòâóþùåé êëàñòåðèçàöèè ãðàôà Gk íå óìåíüøàåòñÿ.401

Äëÿ êðàòêîñòè äîêàæåì çäåñü áîëåå âûñîêîå êà÷åñòâî êëàñòåðèçàöèè C0 ïî ñðàâ-402

íåíèþ ñ ñèíãëåòîííîé â óïðîù¼ííîì ñëó÷àå, êîãäà ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî k ð¼áåð ïðè403

êàæäîé âåðøèíå, à âåðøèíû èç îêðåñòíîñòåé íå óäàëÿþòñÿ è áëèæàéøèé ñîñåä äâóõ404

âåðøèí èç j-îêðåñòíîñòè � ñàìà òî÷êà j, è ðàíãè � öåëûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà.405

Ïóñòü G � ïîëíûé ãðàô ñ ïåòëÿìè: òàê áóäåò, åñëè îòñóòñòâóþùèå ð¼áðà ïîëîæèòü406

ñ âåñîì 0. Íàïîìíèì, ÷òî çíà÷åíèå H íà ëþáîé êëàñòåðèçàöèè â G (ñ òî÷íîñòüþ äî407

ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû) ðàâíî ñóììå ðàçíîñòåé âåñîâ ð¼áåð, ëåæàùèõ âíóò-408

ðè êëàñòåðà â G è â èäåàëüíîì ãðàôå G′. Ïåòëè ëåæàò âíóòðè êëàñòåðà ïðè ëþáîé409

êëàñòåðèçàöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíîñÿò îäèíàêîâûé âêëàä â H äëÿ ñèíãëåòîííîé410

è îêðåñòíîñòíîé êëàñòåðèçàöèé. Ïîýòîìó íàì òðåáóåòñÿ îöåíèòü ñóììû âåñîâ â G è411

G′ ð¼áåð, êîòîðûå ëåæàò âíóòðè êëàñòåðà â îêðåñòíîñòíîé êëàñòåðèçàöèè, íî íå â412

ñèíãëåòîííîé. Ýòî âñå ð¼áðà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïåòëÿìè, â êëàñòåðàõ cj ∈ C0.413

Ïîýòîìó â G ñóììà âåñîâ ð¼áåð, êîòîðûå íå ïåòëè, èç cj ∈ C0 ðàâíà k2(k−1)
2 −414

1
2

∑
i ̸=l(i+l) = k2(k−1)

2 − (k−1)k(k+1)
4 = k(k−1)2

4 , çäåñü i è l � ðàíãè âåðøèí â cj , êîòîðûå415

ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî k. Îöåíèì ñóììó ki âåñîâ ð¼áåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå416

ðàíãà i èç cj ∈ C0:417

ki = k(k − 1)− 1

2

∑
l ̸=i

(i+ l) =
3k2 − 5k − 2ik + 4k

4
⩽

3k(k − 1)

4
.

Ïðè γ = 1 â èäåàëüíîì ãðàôå G′ ñóììà âåñîâ ð¼áåð èç cj ðàâíà
1

2m

∑
i ̸=l∈cj

kikj ⩽418

1
2m

(
3
4k(k − 1)

)2 k(k−1)
2 = 9

64mk3(k−1)3. Èòàê, êà÷åñòâî îêðåñòíîñòíîé êëàñòåðèçàöèè419

áîëüøå êà÷åñòâà ñèíãëåòîííîé, åñëè k(k−1)2

4 > 9
64mk3(k−1)3, òî åñòüm > 9

16k
2(k−1).420

Îáû÷íî îáðàáàòûâàþòñÿ ãðàôû, ó êîòîðûõ m > 15000, à k íå áîëüøå 30, òàê ÷òî421

ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.422

Òå î ð åì à 1. Ïóñòü ãðàô G ïîëíûé ñ ïåòëÿìè è Ck � èòîãîâàÿ êëàñòåðèçàöèÿ423

k-ãî óðîâíÿ, à Ck+1 � êëàñòåðèçàöèÿ (k + 1)-ãî óðîâíÿ, â êîòîðîé âñå êëàñòåðû �424

ñèíãëåòîíû. Òîãäà H(Ck) ⩽ H(Ck+1).425

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàçîâ¼ì êëàñòåðû êëàñòåðèçàöèè â Ck+1 (k+1)-ãî óðîâíÿ êðóï-426

íûìè, êëàñòåðû êëàñòåðèçàöèè â Ck k-ãî óðîâíÿ � ñðåäíèìè, êëàñòåðû êëàñòåðèçà-427

öèè â Ck−1 (k− 1)-ãî óðîâíÿ � ìåëêèìè. Àíàëîãè÷íî íàçîâ¼ì è ñàìè êëàñòåðèçàöèè428

â ýòèõ ãðàôàõ.429
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Èç îïðåäåëåíèÿ âåñà ðåáðà ìåæäó êëàñòåðàìè ñëåäóåò, ÷òî ñóììàðíûé âåñm âñåõ430

ð¼áåð ìåæäó êëàñòåðàìè íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê êëàñòåðèçàöèè ñëåäóþùåãî431

óðîâíÿ (íåçàâèñèìî îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè êëàñòåðû ñëåäóþùåãî óðîâíÿ ñèíãëåòîíà-432

ìè). È òàêæå ñëåäóåò: åñëè êðóïíûå êëàñòåðû � ñèíãëåòîíû, òî ñóììàðíûé âåñ âñåõ433

ð¼áåð, ëåæàùèõ âíóòðè òàêîãî ñèíãëåòîíà (à ýòî âåñ ïåòëè ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì434

ñðåäíåì êëàñòåðå) ðàâåí ñóììàðíîìó âåñó ð¼áåð ìåæäó ìåëêèìè êëàñòåðàìè, ëå-435

æàùèìè âíóòðè ñðåäíåãî. Ñóììèðóÿ ýòîò âåñ ïî ñèíãëåòîíàì, ïîëó÷èì, ÷òî ñóììà436 ∑
Ajl èç ôîðìóëû äëÿH äëÿ êðóïíîé êëàñòåðèçàöèè ðàâíà ýòîé ñóììå äëÿ ñðåäíåé.437

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñóììó ïðîèçâåäåíèé kj ·kl äëÿ ïàð (j, l) âåðøèí, ëåæàùèõ438

âíóòðè êëàñòåðà äàííîé êëàñòåðèçàöèè. Ëþáîé êðóïíûé êëàñòåð-ñèíãëåòîí a ñîñòî-439

èò èç îäíîãî ñðåäíåãî êëàñòåðà, êîòîðûé îáîçíà÷èì a′. Äëÿ êðóïíîé êëàñòåðèçàöèè440

ñëàãàåìîå â óïîìÿíóòîé ñóììå � êâàäðàò âåñà ïåòëè ïðè a′, íàçîâ¼ì å¼ ïåðâîé ñóì-441

ìîé. Äëÿ ñðåäíåé êëàñòåðèçàöèè ýòî � ñóììà ïî âñåì ïàðàì (j, l) ìåëêèõ êëàñòåðîâ442

(â a′) ïðîèçâåäåíèé kj · kl; íàçîâ¼ì å¼ âòîðîé ñóììîé.443

Ïåðâàÿ ñóììà íå áîëüøå âòîðîé. Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîé ñóììå ïðè ðàñêðûòèè444

ñêîáîê âîçíèêàþò ïðîèçâåäåíèÿ w(e1) · w(e2) âåñîâ ð¼áåð e1 è e2 ìåæäó ìåëêèìè445

êëàñòåðàìè, ëåæàùèìè âíóòðè a′, ïðè÷¼ì êàæäîå ïðîèçâåäåíèå âñòðåòèòñÿ äâà ðà-446

çà, åñëè e1 ̸= e2 è îäèí ðàç, åñëè èíà÷å. Âî âòîðîé ñóììå ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê447

òàêæå âîçíèêíóò ïðîèçâåäåíèÿ w(e1) ·w(e2) âåñîâ ð¼áåð e1 è e2, óæå íå îáÿçàòåëüíî448

ëåæàùèõ âíóòðè a′. Îäíàêî êàæäîå òàêîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ ð¼áåð, ëåæàùèõ âíóòðè449

a′, âñòðåòèòñÿ íå ìåíüøå äâóõ ðàç, åñëè e1 ̸= e2 è íå ìåíüøå îäíîãî ðàçà, åñëè èíà÷å.450

Ïîýòîìó ÷àñòü ñóììû
∑

kjkl èç ôîðìóëû äëÿ H, îòíîñÿùàÿñÿ ê îäíîìó êëàñòåðó-451

ñèíãëåòîíó a, äëÿ êðóïíîé êëàñòåðèçàöèè íå ïðåâîñõîäèò àíàëîãè÷íóþ ÷àñòü ñóììû452

(îòíîñÿùóþñÿ ê a′) äëÿ ñðåäíåé êëàñòåðèçàöèè. Ñóììèðóÿ ïî âñåì ñèíãëåòîíàì è453

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñóììà
∑

kjkl âõîäèò â H ñî çíàêîì ìèíóñ, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå. ▲454

Îäíàêî íåò ãàðàíòèè, ÷òî ôóíêöèÿ H íå óìåíüøèòñÿ íà îáðàòíîì õîäå ïðîöå-455

äóðû. Ïîýòîìó, ìû íà÷èíàëè ýòîò õîä ñ èòîãîâîé êëàñòåðèçàöèè êàæäîãî, íå îáÿçà-456

òåëüíî çàêëþ÷èòåëüíîãî, óðîâíÿ è èç âñåõ òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åííûõ êëàñòåðèçà-457

öèé â G âûáèðàëè êëàñòåðèçàöèþ ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì H.458

§ 8. Äèôôåðåíöèàëüíî-ýêñïðåññèðóåìûå ïðèçíàêè.459

Óæå ïîëó÷åíà êëàñòåðèçàöèÿ (ðàçáèåíèå) {Gs} êëåòîê-ñòîëáöîâ èñõîäíîé ìàò-460

ðèöû Y ðàçìåðà N × M , êîòîðàÿ ïðîøëà log-íîðìèðîâàíèå, íî íå øêàëèðîâàíèå-461

öåíòðèðîâàíèå; ìàòðèöà ñîñòîèò èç ñòàðûõ êîîðäèíàò, äî ïåðåõîäà ê PCA-êîîðäèíàòàì462

è ñîêðàùåíèÿ ìåíåå èíôîðìàòèâíûõ èç íèõ; çäåñü s ïðîáåãàåò âñå êëàñòåðû. Äëÿ463

êàæäîãî êëàñòåðà G êëåòîê è êàæäîé ñòðîêè i îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëüíî ýêñ-464

ïðåññèðóåìûå ïðèçíàêè-features. Òàêèå ïðèçíàêè-ñòðîêè ñîêðàù¼ííî íàçûâàþòñÿ465

DE-ïðèçíàêàìè (èëè DE-ñòðîêàìè). Ãîâîðÿ èíòóèòèâíî, ïðèçíàê-ñòðîêà i íàçû-466

âàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ýêñïðåññèðóåìîé, åñëè ýêñïðåññèè â êëåòêàõ j ∈ G ñòàòè-467
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ñòè÷åñêè çíà÷èìî îòëè÷àþòñÿ îò ýêñïðåññèé âî âñåõ îñòàëüíûõ êëåòêàõ l /∈ G òîé468

æå ñòðîêè i. Ýòî ïîíèìàíèå DE-ñòðîê äëÿ äàííîãî êëàñòåðà G íèæå óòî÷íÿåò-469

ñÿ: ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ Mann-Whitney U -òåñòà [7�9], çàòåì ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû470

Benjamini-Hochberg [10], à òàêæå åù¼ ðÿäà óñëîâèé.471

Èòàê, ôèêñèðîâàíà ñòðîêà i (å¼ èìÿ è ñîîòâåòñòâóþùèé èíäåêñ ìîæíî íå óïîìè-472

íàòü) è ôèêñèðîâàí êëàñòåð G, êîòîðûé èíäóöèðóåò ðàçáèåíèå ñòðîêè íà äâà ìíî-473

æåñòâà, êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå áóêâàìè G è ¬G, ïî-ïðåæíåìó íàçûâàÿ474

èõ êëàñòåðàìè. Ðàñïîëîæèì âñå ýêñïðåññèè ñòðîêè i â ïîðÿäêå èõ âîçðàñòàíèÿ; è475

ïðèñâîèì ÷èñëàì â ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïðåññèé ðàíãè � íàòóðàëü-476

íûå ÷èñëà òàêæå ïî èõ âîçðàñòàíèþ, íà÷èíàÿ ñ 1. Îäèíàêîâûì ÷èñëàì ïðèñâîèì477

ñðåäíèé ïî íèì ðàíã. Ïóñòü R1 � ñóììà ðàíãîâ ýêñïðåññèé â äàííîì êëàñòåðå G, è478

R2 � ñóììà ðàíãîâ ýêñïðåññèé âíå ýòîãî êëàñòåðà, ò.å. â ¬G; ïóñòü m1 è m2 � ìîùíî-479

ñòè ìíîæåñòâ G è G, ñîîòâåòñòâåííî; m1 +m2 = M . Ïîñêîëüêó R1 +R2 = M · 1+M
2 ,480

ìîæíî îïåðèðîâàòü òîëüêî ñ R1 èëè òîëüêî ñ R2.481

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî G è G � íåçàâèñèìûå âûáîðêè èç äâóõ íåïðåðûâíûõ ðàñ-482

ïðåäåëåíèé F è L, êîòîðûå ñîâïàäàþò èëè íå ñîâïàäàþò. Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî-483

ìàòåìàòè÷åñêèõ âûáîðîê G è ¬G âîïðîñ îá èõ íåçàâèñèìîñòè òðóäíî ðàçðåøèì,484

òàê ÷òî îí îñòà¼òñÿ íà óñìîòðåíèå âû÷èñëèòåëÿ; â íàøåé ñèòóàöèè ýòî ÿâëÿåòñÿ485

ïðåäïîëîæåíèåì. Åñëè F = L, òî äëÿ ýêñïðåññèé yj ∈ G è yl ∈ ¬G âûïîëíÿåò-486

ñÿ P(yj < yl) = 1/2. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ îòñóòñòâèåì �äîìèíèðîâàíèÿ� G è487

¬G äðóã íàä äðóãîì. Îáðàòíîå íåâåðíî: íàïðèìåð, åñëè F è L � äâà íîðìàëüíûõ488

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, íî ðàçíûìè äèñïåð-489

ñèÿìè, òî äîìèíèðîâàíèå îòñóòñòâóåò: P(yj − yl < 0) = 1
2 , òàê êàê ðàçíîñòü ýòèõ490

ðàñïðåäåëåíèé èìååò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.491

Èòàê, ìû õîòèì ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè 0-àÿ ãèïîòåçà, êîòîðàÿ ñîñòîèò â492

�îòñóòñòâèè äîìèíèðîâàíèÿ G è ¬G äðóã íàä äðóãîì�. Â ñëó÷àå îòðèöàíèÿ (ãîâîðÿò:493

îòâåðæåíèÿ) 0-îé ãèïîòåçû, ñòðîêà i íàçûâàåòñÿ DE-ïðèçíàêîì. Åñëè 0-àÿ ãèïîòåçà494

îòâåðãàåòñÿ, òî íà òîì æå óðîâíå äîñòîâåðíîñòè âûïîëíÿåòñÿ F ̸= L.495

8.1. Êðèòåðèé Ìàííà-Óèòíè-Âèëêîêñîíà (Wilcoxon rank-sum test, Mann-Whitney496

U test è îïðåäåëåíèå p-value; ñîêðàù¼ííî ÌÓÂ). Ïî ñòðîêå i ìàòðèöû Y îáðàçó-497

åì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó U = R2 − m2(m2+1)
2 =

∑m1

j=1

∑m2

l=1 I(xj < xl), ãäå xj è xl �498

ýêñïðåññèè â êëàñòåðå G è âíå íåãî, òî åñòü â ¬G, ñîîòâåòñòâåííî; à I(·) � õàðàê-499

òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ óñëîâèÿ, êîòîðîå ïðèâåäåíî â ñêîáêàõ. Åñëè 0-àÿ ãèïîòåçà500

âûïîëíÿåòñÿ, òî å¼ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ðàâíû E(U) = m1·m2

2 è501

σ(U)2 = m1 ·m2
M+1
12 .502

Â ðàçäåëå 6 âûïîëíåíî öåíòðèðîâàíèå è íîðìèðîâàíèå ìàòðèöû Y . Àíàëîãè÷íî503

ýòîò îáùèé ïðè¼ì ïðèìåíÿåòñÿ è ê U , ÷òîáû ïîëó÷èòü ñòàòèñòèêó (ñëó÷àéíóþ âåëè-504

÷èíó) Z = U−m1m2/2√
m1m2(M+1)/12

. Åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàíãîâ íàáëþäàåòñÿ àñèììåò-505
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ðèÿ (îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ÷èñåë) ýêñïðåññèé â ïîëüçó G èëè, íàîáîðîò, â506

ïîëüçó ¬G, òî Z îòêëîíÿåòñÿ âïðàâî èëè âëåâî îò íóëÿ, áîëüøå èëè ìåíüøå. Åñëè507

ýòî îòêëîíåíèå Z ïðåâîñõîäèò çàäàííûé ïîðîã Z0, òî ñòðîêó-ïðèçíàê i ñ÷èòàåì DE ;508

óòî÷íèì ýòîò ïîäõîä.509

Ïîâòîðèì, ïóñòü G è ¬G � âûáîðêè äâóõ íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîâòî-510

ðèì, 0-ÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî P(yj < yl) =
1
2 äëÿ yj ∈ G è yl ∈ G (ãîâîðÿò:511

¾yj íå äîìèíèðóåò yl, à yl íå äîìèíèðóåò yj¿). Ýòà ãèïîòåçà âûðàæàåò �îòñóòñòâèå512

ïîðÿäêîâîé àñèììåòðèè� ìåæäó G è G. Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå äëÿ Z çàäà-513

¼òñÿ ìåðîé íà R, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê Z−1 îò ìåðû íà M -îì ïðîñòðàíñòâå,514

èíäóöèðîâàííîé ðàñïðåäåëåíèÿìè F è L.515

Ïðè âûïîëíåíèè 0-é ãèïîòåçû è âîçðàñòàþùèõ m1,m2 → ∞, ðàñïðåäåëåíèå ñòà-516

òèñòèêè Z ñòðåìèòñÿ ê íîðìàëüíîìó 0-1 ðàñïðåäåëåíèþ, îáîçíà÷àåìîìó N(0, 1). Â517

ñèëó ýòîãî ïðèáëèæ¼ííî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z èìååò ðàñïðåäåëåíèå N(0, 1), òî åñòü518

âìåñòî îáû÷íî íåèçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé F è L âåðîÿòíîñòü, äàëåå âåçäå îáîçíà-519

÷àåìóþ P, áóäåì âû÷èñëÿòü ïî íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ N(0, 1).520

Õîòÿ ýòî äàëüøå íå èñïîëüçóåòñÿ, çàìåòèì: åñëè ýêñïðåññèÿ â G äîìèíèðóåò521

ýêñïðåññèþ â ¬G, òî åñòü P(yj < yl) > 1/2, òî Z ñòðåìèòñÿ ê +∞, à åñëè ýêñïðåññèÿ522

â G â òîì æå ñìûñëå äîìèíèðóåò ýêñïðåññèþ â ¬G, òî Z ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðè òàêæå523

âîçðàñòàþùèõ m1, m2.524

Âûáåðåì Z0 èç óñëîâèÿ 2P(x > Z0) = α, òîãäà Z0 íàçûâàåòñÿ êâàíòèëåì óðîâíÿ525

çíà÷èìîñòè α; ñàìî α çàäà¼òñÿ âû÷èñëèòåëåì, íàïðèìåð, α = 0, 1.526

Çíà÷åíèå p-value äëÿ äàííîé ñòðîêè i, îáîçíà÷àåìîå pval(i), îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðàñ-527

ïðåäåëåíèþ N(0, 1) êàê óäâîåííàÿ ïëîùàäü ïîä ðàñïðåäåëåíèåì ïðàâåå ÷èñëà |Z|,528

òî åñòü pval(i) = 2P(x > |Z|); à ýìïèðè÷åñêîå çíà÷åíèå Z = Z(i) âû÷èñëÿåòñÿ ïî529

äàííîé ñòðîêå i.530

Çàìåòèì |Z(i)| > Z0 ⇔ pval(i) < α. ×èñëî pval(i) íàçûâàåòñÿ òåêóùèì óðîâíåì531

çíà÷èìîñòè ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α; íàïðèìåð, α = 0, 05.532

Åñëè pval(i) < α, òî ñòðîêà-ïðèçíàê i âêëþ÷àåòñÿ â ïðåäâàðèòåëüíûé ñïèñîê533

DE -ïðèçíàêîâ äàííîãî êëàñòåðà G êëåòîê (è 0-ÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ). Èíà÷å äëÿ534

i ïðèíèìàåòñÿ 0-ÿ ãèïîòåçà.535

Äàëüíåéøåå ñîêðàùåíèå ïðåäâàðèòåëüíîãî ñïèñêà DE -ïðèçíàêîâ ñâÿçàíî ñ âîç-536

ìîæíîé ñëó÷àéíîñòüþ ñàìîãî çíà÷åíèÿ pval(i).537

8.2. Äîïîëíåíèå ÌÓÂ ïðîöåäóðîé Áåíüÿìèíè-Õîõáåðãà. Îïðåäåëåíèå padj-çíà÷åíèÿ.538

Ïåðåñòàâèì ñòðîêè-features i, 1 ≤ i ≤ N , â ìàòðèöå Y ïî âîçðàñòàíèþ ñàìèõ ÷èñåë539

pval(i): pval(1) ⩽ · · · ⩽ pval(n), ãäå áûâøàÿ ñòðîêà i ïîëó÷àåò êàêîé-òî ñâîé íîìåð k.540

Ïî îïðåäåëåíèþ:541

padj(k) = min
{n
k
· pval(k), padj(k + 1)

}
, padj(n) = pval(k).
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Òîãäà padj(k) ⩽ padj(k + 1) è 0 < pval(k) ⩽ padj(k) ⩽ 1.542

Èòàê, DE-ïðèçíàêîì åù¼ ðàç ïðåäâàðèòåëüíî íàçûâàåòñÿ ñòðîêà i (ñ íîâûì íîìå-543

ðîì k), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò â êà÷åñòâå 1-ãî øàãà â ïóíêòå 8.1 óñëîâèþ padj(k) < α.544

Î÷åíü ñëàáûì âàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ α = 0, 1.545

Îáðàòíîé èíäóêöèåé ëåãêî ïðîâåðèòü: äëÿ ñòðîêè k, åñëè âûïîëíÿåòñÿ pval(k) >546

α (òî åñòü ñòðîêà k íå-DE-ïðèçíàê îòíîñèòåëüíî pval), òî padj(k) > α (ýòà æå ñòðîêà547

� íå-DE-ïðèçíàê îòíîñèòåëüíî padj).548

Íà òàê îòîáðàííûå DE-ïðèçíàêè íàêëàäûâàþòñÿ åù¼ òðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-549

âèÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè q, q1, q2 (íàïðèìåð, q = 2, q1 = q2 = 0, 25 èëè550

î÷åíü ñëàáûé âàðèàíò ïàðàìåòðîâ q = 0, 1, q1 = 0, 01, q2 = 0).551

Ïåðâîå óñëîâèå íà DE-ïðèçíàêè:552

log2FC(i) =

∣∣∣∣∣∣log2
 1

m1
·
∑
j∈G

xj

− log2

(
1

m2
·
∑
l/∈G

xl

)∣∣∣∣∣∣ > q.

Âòîðîå è òðåòüå óñëîâèÿ íà DE-ïðèçíàêè: äëÿ ïðèçíàêà i îáîçíà÷èì pct.1 è pct.2553

äîëè êëåòîê ñ íåíóëåâîé ýêñïðåññèåé â êëàñòåðå G è â åãî äîïîëíåíèè ¬G, ñîîòâåò-554

ñòâåííî; è ïîëîæèì: max{pct.1,pct.2} ⩾ q1, |pct.2− pct.1| ⩾ q2.555

Îêîí÷àòåëüíîå îïðåäåëåíèå DE-ïðèçíàêà ñîñòîèò â âûïîëíåíèè âñåõ ïåðå÷èñ-556

ëåííûõ óñëîâèé.557

Ìàðêåðîì íàçûâàåòñÿ DE-ïðèçíàê, äëÿ êîòîðîãî padj(i) < β ñ îñîáî ìàëûì çíà÷å-558

íèåì δ ≪ α (íàïðèìåð, β = 10−20 èëè ìåíüøå); çíà÷åíèå β ïîäáèðàåòñÿ ïî äàííûì.559

§ 9. Ïîÿñíåíèå ê ïðîöåäóðå Áåíüÿìèíè-Õîõáåðãà.560

Äî êîíöà ýòîãî ïóíêòà ïðåäïîëîæèì 0-óþ ãèïîòåçó, îáîçíà÷èâ å¼ (∗).561

Íàïîìíèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå äëÿ Z ëèøü ïðèáëèæàåòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðå-562

äåëåíèþ; à P(x) çäåñü óäîáíåå ïîíèìàòü êàê P(x) =
∞∫
x

e−
t2

2π dt.563

Òîãäà âåðîÿòíîñòü îòâåðæåíèÿ 0-îé ãèïîòåçû ðàâíà P(pval(i) < α) = P(x >564

P−1(α/2)), ãäå P−1(α/2) = Z0 è P−1 � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê P. Èòàê, åñëè 0-565

àÿ ãèïîòåçà âåðíà, òî P(pval(i) < α) = α. Ìàòðèöà Y èìååò N ñòðîê, ïîýòîìó566

P(�äëÿ âñåõ ñòðîê 0-àÿ ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ�) = (1−α)N , àP(�äëÿ íåêîòîðûõ ñòðîê567

0-àÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ�) = 1 − (1 − α)N , ÷òî ïðè áîëüøîì N êàæåòñÿ ïàðàäîê-568

ñàëüíûì â ïðåäïîëîæåíèè (∗). Óïîìÿíóòàÿ â ïóíêòå 8.2 ïåðåíóìåðàöèÿ ñòðîê (îò i569

íà k) íå âëèÿåò íà ýòó êàæóùóþñÿ ïàðàäîêñàëüíîñòü.570

Äëÿ ïðîöåäóðû Áåíüÿìèíè-Õîõáåðãà äîêàçàíî (çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ), ÷òî ïðè571

çàìåíå óñëîâèÿ pval(i) < α íà óñëîâèå padj(i) < α ïîëó÷èì: P({k|padj(i) < α} = ∅) ⩾572

1 − α ÷òî óìåíüøàåò ñîåäèíåíèå ìàëîâåðîÿòíîãî ñîáûòèÿ ñ ïðåäïîëîæåíèåì (∗).573

Çàìåòèì, ÷òî çàìåíà pval íà padj, ñ îäíîé ñòîðîíû, óäàëÿåò ëîæíî äèôôåðåíöèàëüíî-574
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ýêñïðåññèðóåìûå ïðèçíàêè (�ëîæíî-ïîëîæèòåëüíûå�), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæåò575

ïðèâåñòè ê ïîòåðå ðåàëüíî äèôôåðåíöèàëüíî-ýêñïðåññèðóåìûõ ïðèçíàêîâ (�ëîæíî-576

îòðèöàòåëüíûõ�).577

§ 10. Ïîíèæåíèå ðàçìåðíîñòè äàííûõ.578

Åñëè êëàñòåðèçîâàííîå ìíîæåñòâî òî÷åê (äàííûå) â ïðîñòðàíñòâå Rn áîëüøîé579

ðàçìåðíîñòè n îòîáðàçèòü â ïðîñòðàíñòâî RK , ãäå K < n, íàïðèìåð, íà ïëîñêîñòü580

(K = 2), îáû÷íîé (ëèíåéíîé) ïðîåêöèåé, òî ïðîåêöèè êëàñòåðîâ â Rn, ò.å. êëàñòåðû581

â RK , ìîãóò ïåðåêðûâàòü äðóã äðóãà èëè íàõîäèòüñÿ â ïðîåêöèè áëèæå, ÷åì ïî åâ-582

êëèäîâó ðàññòîÿíèþ â Rn. Òàêîé íåàäåêâàòíîé ñèòóàöèè ñòðåìèòñÿ èçáåæàòü íåëè-583

íåéíàÿ ¾ïðîåêöèÿ¿, íàçûâàåìàÿ UMAP, ðèñ. 5. Îáû÷íî äàííûå â Rn è RK ïðåäñòàâ-584

ëÿþòñÿ ãðàôàìè G è G1, âåðøèíû êîòîðûõ îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó è585

òî÷êàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ. Èòàê, çàäà÷à ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ñîñòî-586

èò â ïåðåõîäå îò äàííûõ â Rn ê ñîîòâåòñòâóþùèì äàííûì â RK . À òî÷íåå, îò ãðàôà587

G ê ãðàôó G1, ó êîòîðûõ îäèíàêîâûå êëåòêè-âåðøèíû.588

Ðèñ. 5. Ïîêàçàí ïðèìåð íåëèíåéíîé ïðîåêöèè UMAP äàííûõ (çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ)
â áîëüøîé ðàçìåðíîñòè íà ïëîñêîñòü (K = 2).

Ïîâòîðèì òî÷íåå, äàíû êëåòêè-òî÷êè j â n-îì ïðîñòðàíñòâå ñ èõ PCA-êîîðäèíàòàìè589

(è îäíîâðåìåííî j � âåðøèíû ãðàôà G). Êàê è â ïóíêòå 7, äëÿ êàæäîé òî÷êè-êëåòêè590

j ñòðîèòñÿ ñïèñîê k-ñîñåäåé è ρ(j, l) � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò j äî å¼ k-ñîñåäà l.591

Ïóñòü ρj � íàèìåíüøåå íåíóëåâîå ðàññòîÿíèå îò j äî å¼ áëèæàéøåãî k-ñîñåäà. Äëÿ592

äàííîãî j âû÷èñëèì íîðìèðîâî÷íîå ÷èñëî σj , çàäàííîå óðàâíåíèåì593

∑
l

exp

(
−ρ(j, l)− ρj

σj

)
= log2 k,

ãäå l ïðîáåãàåò âñåõ k-ñîñåäåé òî÷êè-êëåòêè j.594

Ñòðîèòñÿ íîâûé ãðàô G1, êîòîðûé èìååò òàêèå æå âåðøèíû-êëåòêè, ð¼áðà è595

êëàñòåðèçàöèþ, êàêèå ó ãðàôà G; íî âåðøèíû ó G1 îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òî÷-596
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êàì K-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òåì ñàìûì, òî÷êè-âåðøèíû ó G ïåðåõîäÿò â òî÷êè-597

âåðøèíû ó G1; ýòî îòîáðàæåíèå è íàçûâàåòñÿ UMAP, [11].598

Ïåðåéä¼ì ê ïîñòðîåíèþ âåñîâ ð¼áåð è êîîðäèíàò âåðøèí ó ãðàôà G1. Íî ñíà÷àëà599

èçìåíèì âåñà â ãðàôå G, è ïîëó÷åííûé ãðàô îáîçíà÷èì G01. Â í¼ì âåðøèíû-êëåòêè600

j è l, ñîåäèíÿþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ k-ñîñåäÿìè äðóã601

äðóãà, êàê è áûëî â ïóíêòå 7. Íî âåñ ðåáðà e = (j, l) â G01 ïîëîæèì ðàâíûìW (j, l) =602

w(j → l) + w(l → j) − w(j → l) · w(l → j), 0 < W (j, l) < 1, ãäå âñïîìîãàòåëüíûé603

îäíîñòîðîííèé âåñ ðàâåí604

w(j → l) = exp

(
−ρ(j, l)− ρj

σj

)
.

Âåñ W (j, l) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îä-605

íîãî ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè j, l.606

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí íîâûé â ÷àñòè âåñîâ íåîðèåíòèðîâàííûé íàãðóæåííûé607

ãðàô G01 â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå �áîëüøîé ðàçìåðíîñòè�, ãäå òå æå ñàìûå êëåòêè608

j ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ñ òåìè æå ð¼áðàìè e è íîâûìè âåñàìè W (e). Ïóñòü äëÿ609

êðàòêîñòè K = 2.610

Ïåðåéä¼ì ê ïîñòðîåíèþ ñàìîãî ãðàôà G1 íà ïëîñêîñòè: îí èìååò òå æå âåðøèíû611

j è ð¼áðà e, ÷òî ó ãðàôîâ G è G01, íî îïÿòü íîâûå âåñà. Îáîçíà÷èì x(j) êîîðäèíàòû612

íà ïëîñêîñòè êëåòêè-âåðøèíû j ∈ G1. Îïðåäåëèì â G1 âåñ òîãî æå, ÷òî â G01, ðåáðà613

e = (j, l), ïîëàãàÿ Sjl =
(
1 + a∥x(j)− x(l)∥2b2

)−1
, 0 < Sjl < 1, ãäå a è b � ïàðàìåòðû614

(�UMAP-âåñà�). Âåñà Sjl â G1 áëèçêè ê ðàññòîÿíèþ, îáðàòíîìó ê åâêëèäîâó ìåæäó615

x(j) è x(l).616

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû x(j) âñåõ âåðøèí j òàê, ÷òîáû G01 è G1 áû-617

ëè â íåêîòîðîì ñìûñëå áëèçêè äðóã ê äðóãó. Çàäà÷à UMAP ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû618

íàéòè âñå êîîðäèíàòû x(j) èç óñëîâèÿ áëèçîñòè äâóõ ðàñïðåäåëåíèé íà îäíèõ è òåõ619

æå ð¼áðàõ â G01 è G1. À èìåííî, íàéòè èõ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñëåäóþùåé ôóíê-620

öèè, íàçûâàåìîé äèâåðãåíöèåé Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà: L(x) =
∑

e L(x(j1), . . . , x(jM )) =621 ∑
e

[
W (e) log

(
W (e)
S(e)

)
+ (1−W (e)) log

(
1−W (e)
1−S(e)

)]
→ min, ìèíèìèçèðóÿ ïî êîîðäèíà-622

òàì x = x1, x2; . . . ;xM−1, xM âñåõ âåðøèí â G1.623

Ðåçóëüòàò ìèíèìèçàöèè îïðåäåëèò èñêîìûé 2-ìåðíûé ãðàô G1 íà ïëîñêîñòè.624

Ïîâòîðèì: íà íåãî ïåðåíîñèòñÿ êëàñòåðèçàöèÿ ñ ãðàôà G â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.625

Êàê îáû÷íî, ÷èñëåííàÿ ìèíèìèçàöèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé626

òî÷êè. Íà÷àëüíûìè êîîðäèíàòàìè âåðøèí ãðàôà G1 ìîæíî âûáðàòü äâå ïåðâûå,627

íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûå êîîðäèíàòû òî÷åê â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.628

Ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë ïåðåïèøåì:629

L(x) =
∑
j

∑
l ̸=j

(
Wjl · log

Wjl

Sjl
+ (1−Wjl) · log

1−Wjl

1− Sjl

)
→ min
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Ïîëó÷èì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè:630

min
x

L(x) = min
x

(−
∑
j

∑
i ̸=j

(Wjl · logSjl + (1−Wjl) · log(1− Sjl))) = min
x,y

∑
j

∑
l ̸=j

(Wjl·Ajl(S)+(1−Wjl)·Rjl(S),

ãäå631

Ajl = − logSjl, Rjl = − log(1− Sjl).

Äëÿ ìèíèìèçàöèè ïî x(j) ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà632

èëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, â êîòîðûõ èòåðàöèè çàêàí÷èâàþòñÿ, åñëè633

ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà÷èíàåò ìàëî ìåíÿòüñÿ.634
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