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ПЕРЕХОД ОТ ВЫВОДИМОСТИ В КЛАССИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 
К ВЫВОДИМОСТИ В ИНТУИЦИОНИСТСКОЙ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 

ДЛЯ ЯЗЫКА КОЛЕЦ 

В.А.ЛЮБЕЦКИИ 

Настоящая работа непосредственно продолжает работу автора 
£б] и, в сущности, представляет собой развернутое изложение од­

ного аспекта теоремы 1 из работы £6j . Мы покажем, что для ши­
рокого класса свойств в языке теории колец из их выводимости в 
классической теории множеств Цермело-Френкеля ZF вытекает их 
выводимость в интуиционистских теориях множеств ZFI или ZFl' , 
сформулированных Р.Грейсоном £lj . Причем переход от первого 
вывода ко второму происходит финитно (примитивно-рекурсивной 
Функцией), т.е. совершенно явным образом, и с линейным увеличе­
нием длины второго вывода по сравнению с длиной первого вывода. 

Теория ZFI и (в меньшей степени) теория ZPI обладают 
свойствами дизъюнктностн и экзистенциальности. Напомним, что 
второе из этих свойств означает: если ZF1" Ь"ЗХф'(X) > то 
явно определяется терм it^\j^\^P^y^j в языке ZF , для 
которого ZFZ h fit) ; причем ZPZ»~3'!X(X=t ) . Для 
теории ZFZ'- это свойство означает то же самое, но при некото­
рых ограничениях на вид формулы <р . Поэтому можно предста­
вить себе такую "программистскую" схему: если ZF^SXCfiX) , 

то ZFI V-BXf'iX') и отсюда ZFJ J- , где ^ - соответ­
ствующий терм. Здесь ~ If или близко по смыслу к <р 
Если формулу 3xip{X) заменить на формулу Sac3xip (<Х,Х) , то 
верна такая же схема, где теперь терм t будет зависеть от 
параметра ОС . Эта схема соединяет выразительную силу языка и 
теории ZF с определенной эффективностью (возможностью пост­
роения программы). Впрочем независимо от этого обстоятельства 
тема перехода от классической логики к интуиционистской, при ко­
тором в формуле (р не возникали бы "внесмысловые" вставки (т.е., 
например, связки "П и релятивизации к классу стабильных мно-
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жеств), давно и активно изучается, начиная с работы П.С.Новикова 
£2] . В этой работе П.С.Новиков доказал теорему, соответству­

ющую указанной схеме, а также высказал гипотезу, что его теоре­
ма "верна при очень широких условиях". Автор думает, что эта 
гипотеза находит подтверждение, в частности, в настоящей работе. 

Отметим еще связь нашей работы с принципом А.А.Маркова. 
Упомянутая теорема П.С.Новикова и другие теоремы на эту тему мо­
гут рассматриваться как обоснования частных случаев общего семан­
тического принципа Маркова. 

Далее везде метаматематикой кашей работы является выводи­
мость в теории ZFT , если только специально не оговаривают­
ся две другие возможности: метаматематика суть выводимость в тео­
рии ZFT или строго финитная метаматематика. Аналогично посту­
пают и в работе Q l ] . 

Пусть везде далее £3- любая фиксированная полная гейтинго-
ва алгебра. В фундаментальной работе \Л~\ определяются класс V 

(все его функции всюду определены) и оценка 1 * ] ^ Для языка 
ZF с семейством параметров \J . Подробнее определения и 
свойства, которые мы изложим сейчас (вплоть до предложения J), 
см. в (J ,3j . 

Для указанной оценки выполняются свойства: 

(1) 

Обозначим через схему аксиом закона исключенного 
третьего. Значение этой оценки на всех логических аксиомах интуи­
ционистского исчисления предикатов и на специальных аксиомах 
теории ZF ' объемности, пары, объединения, степени, бесконеч­
ности, выделения, ^-индукции (эквивалентной в присутствии LEM 

аксиоме фундирования) - равно единице 1 ( и э ^ ^ ) . То же верно 
и для аксиомы подстановки и даже аксиомы собирания (collection), 
но метаматематикой в этом случае должна быть теория ZFJ' • 

Обозначим через Ord{X) обычную формулу, говорящую " X -
ординал". Определяется ранг множества как f*k(X) ^ U {^гк(у)*\у£Х) 

степень 
множества X • При этом выполняется: 

Здесь oC,p пробегают 0(Ь - класс всех ординалов. g 

Определяется отображение (•) ', V—*• V как £^= V 
rkix)' 

(2) 
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1 ) 
с параметрами; 

*lf)*uttfyl\yes}, где A Y ^ № . [ 3 ] 

Здесь и далее в понятных случаях индекс в обозначении этой и 
последующих опенок опускается, 

далее проверяются свойства: 

Zf-flAZflfU* Zflfil .где f- любая формула 
!трами ; 

" ^ [ , / С £ ) П Г^(£Я|*ГС<»^(/Л}, где f - любая формула с параметрами. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Функция & называется экстенсиональной 
относительно оценки £* , если 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 . Если "f - экстенсиональная функция, то 

Доказательство очевидно. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть л - любое ассоциативное с единицей 

кольцо. Обозначим через (К) булеву алгебру всех центральных 
ндемпотенгон кольца К , а через *Г(К) - полную гейтингову ал­
гебру всех простых идеалов ъ 3{К) • Класс назовем соот­
ветствующим кольцу К гейтинговозначным универсумом. 

Обозначим через А(К~) нульмерную полную гейтингову алгеб­
ру всех J-операторов на алгебре j[K) , а через &(/()- подрешет-

всех стабильных элементов в А(К) • (Стабил ьным в А 
называется элемент Ы , для которого "П21 — ZI , где ~Ч вычис­
ляется в л . ) Такая решетка Я (К) является полной булевой ал­
геброй. Все это подробнее см. в [4, 3] . Класс У * ^ назовем 
cooI не 1 ствующи.м кольцу К булевозначным универсумом. Во всех 
этих и последующих обозначениях индекс К будем часто опус-
кат ь 

Напомним, чго Т канонически вкладывается в $ и поэтому 

Определим вспомогательную оценку: 

JTа опенка, как и любая оценка, канонически продолжается на мно­
жество i<ccx предложений соответствующего языка, в данном случае 
на множество всех предложений в языке колец с множеством 
параметров К . Одно такое продолжение получается для этой оцен­
ки со значениями в !Г{К) (его мы обозначим через (T'Jfr- )» 3 

J 
другое продолжение получается для этой же оценки со значениями 
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(его мы обозначим через [ ' 3 jg Конечно, ff^=Z^J^- ~ 
Подробнее см. в [з] . 

Заметим, что 

И также для случая V 
1) Определим функцию вида 

Конечно,{/^ \ki.К] £ ^ок{К) ' 0 п Р е д е л и м Ф у н к ц и ю V, 

U V r t ( K > • Конечно, X ' e V ^ ^ . 
2) Точно так же определим функцию Kg. , заменив везде в 

определени и KL алгебру У на алгебру 3 

3) Кольцо назовем ^-кольцом_, если 

£ [ £ = ^ 3 у ). и назовем ^-кольцом, если 4k,izK ( O ^ W ^ ^ 
0^~^0^) • Легко заметить, что $ -кольцо является и ^-кольцом. 

4 ) Определим ф у н к ц и ю * У к а к + ' ( / М 1 Д | / = < ^ 

^ - > И - | Р , 5 е / Л , где об таково, что все тройки <Р, Р., Р, > €^ 
I4S Т J Л' 5 ' # 

для всех Рр , , <̂ t из • Аналогично определяются 

+ ' а также (f , У' . Все эти штрихи под­

разумевают индекс •/ , так как связаны с оценкой ['J^». Заменяя 

эту оценку на оценку Е'Лл > получаем определения функций + л . 
да да 

i . 1 г\' /' 
— л . Vd ( / . . 7 . . Как всегда, в понятных случаях индексы 

Л ' Я ' Я ' # 

У и J будут опускаться. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. а) Ф у к * и и и ( й л л л»<5огс Л'С/С ) экстенсио­

нальна относительно оценок C/J,* " Е*3 Л • 
б) Для Т-кольца К выполняется \Р^=Р^\^= [^""О, Ул, Ь€.К* 

Для $ -кольца К выполняется \P^Pg\^ = D^=-£l » V/^, ъ€.К• 
в) ВЙЯОУ!клюйся соотношения.-
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2> С < ^ ' / 5 » ^ Ч 5 > е
 Vr,S€X.M также для случая 

оценки С*J 
%' W 9 

3) Для (Г-колъца К выполняется: \^Р^^Р^уР^"^ ̂ - + Л 
n<Pn'$*Pt>e*%*tf=fflflfyS№*X • ******* *™ &-колъцаК 

и соответственно оценки C 'J^ • 

4) Для f-кольца К выполняется : Kg,-* Кр'^д.'ж{, 

И также для % -кольца К и соответственно оценки L* • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а) Вычисляем fyf)fl ljf=f}^= U \Xf*t>1 ^ 

Точно так же вычисляем для случая оценки iL'Jjj • 
б) В силу экстенсиональности и предложения 1 левая часть 

вычисляется как П \Р^ *~* P^if) I Г ̂  ^{гк(К)^ ' Сначала п Р ° в е " 

рим неравенство в одну сторону: f ^ = ^ J П Р^ U {Jif^lpf^ О^20Л 
riU-U\hK}*U{£falrnl6-U[i<L/(} = R(/) . Отсюда 

Теперь проверим неравенство в другую сторону: ХР=РЛ~~ 
^0\Jj^(f)~^Pg(f) I f } ( в качестве -f возьмем к и продолжим) 

« ^ i ^ * - ( u { p ^ n i * - a t f € / r } ) - ( u i t t - ^ 

(уменьшим посылку, оставив в ней только л -

слагаемое, и продолжим) ̂  fc\g. Л £Х>/3 = / ) ~* ( . . . ) J • » 

• и Ц £ " 0 » П K - ^ J U 6 ^ J ( и по условию получим) * U { j O M J n 

Точно так же для случая о ц е н к и ^ , 

в) Здесь: 1) если в принадлежит левой части, то вЖ^&Р , 

, отсюда 
0 ( t f r + 4 ) - e(r±Sl , т.е. г принадлежит пра­

вой части проверяемого включения; 
2) очевидно: /-4 ' « / ? , ̂  ^ >) - [< > 6 + ^ j 
3) левая часть (этого неравенства) 

r>ZtB& 
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П Р =*Р~\ (по п . "б" п о л у ч и м ) ^ U ip/=r2nS/ 

=S2 П Pf-^S-f-f ft ЛЗ-f- SB** zO ( п 0 соотношению 1 этого пункта п о л у ­

чим) й U £H+$/ = r2 + S2l П [ > / + $ / = / П r2+S2=f\* U 
n/,3J,r2,s2 

U ( снова по п."б" получим } = = » 

4) нужно проверить €. + ' ( / - тройка элементов из 

/2* есть 1-й член /£-ки. Это делается обычным вычислением. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Определим интерпретацию формулы ^ языка 

колец в языке теории множеств J^/7 индукцией по строению if. 

Получаемую интерпретацию будем обозначать через (<f)% • Формула 

(ff)jf в языке Z F содержит для каждой свободной переменной 

X в <J> свободную переменную Р , а, кроме того, еще пе¬ 

ременные Kt\,~ , • f 0Щ / . Итак, интерпретацией формулы 0̂ ^ 

^ ( ^ = ̂ ) будет формула (^J^ ^z~PU^ - ( З а м е т и м » ч т 0 символ 

в левой и правой частях последнего равенства имеет различный 

смысл: слева - тождества, а справа - равнообъемности.) Если 

^ * ( ^ + 4 = у ) • т о (<р)к*=>3u,v<lK[{^=и)кп dt=tr)r\ 

> € + £ . Здесь (i^Zl)^ означает, что формулу (^=U) 
в языке колец интерпретировали в языке 2/Р и на место теорети­

ко-множественной переменной Р , соответствующей кольцевой пе­

ременной U , подставили теоретико-множественную переменную Zl> , 

а<*, • » > обозначает тройку. Аналогично определяется интерпре­

тация термов с другими операциями. Затем пропозициональные связ­

ки проносятся , интерпретируется как 

Аналогично определяется случай <р*? (V.ZJ^)« 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Фиксируем кольцо К ,и пусть/(=<fcff.„,j(^>G.K , 

а Pk*<Pkf ры>-
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а) Пусть t - терм со свободными переменными X , а у -

переменная в языке колец и ~i(CC)—t^ - формула в языке колец. 

Пусть t[k) — £ - соответствующее предложение ( где ky'C^./C )• 
Тогда Ut(Pk)=Pe)K,Jr - tt(h-€l , если К есть f-
кольцо, и ЦТСР^ f ^ P g ™ Х£(к)а£\ > е с л и К есть$ -

кольцо. 

б) Пусть ip(£i)- Формула со свободными переменными X е 

языке колец и <p(k) ~ соответствующее предложение (JcG.K) • Тог­

да "= Z.(f{k)3g> ' если К есть J'-кольцо, и 

[l<P(Pk))Kt]* = fcplk)}^ , если К есть £ -кольцо. 

в) При тех же условиях, что в п. "б"3 выполняется; 

[<+'-', •'*',/'> - ^ u o j r !<*;+-',-',•>;/'> -

кольцо"^ & — 1 , 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а) Индукцией по длине терма. Начальный 

шаг содержится в предложении 2 "б". 

Рассмотрим случай, фигурирующий в определении 3: 

Щ+ЪЩ)-Pf)K>\ - Ы iK'linnJfWnlltrtGg' п 

П ( 4 = Ч ' п <*ЛР€>*-+\ \V,ffeW)}*U\ffrPs л 

п ^ п (i=Ps)<t л ( 4 - ^ V n ^ ^ ^ ^ 1 r l ^ ^ ^ r e ^ 

(по предложению 2 "в" продолжим) (J {JD^ =^yJ П {jT^PJ^ П 

^U = PS\J^=P^JnlP€=Ps+pJ\u^; S,reX] (здесь 

S+ Р вычисляется внешне, в кольце К , как и положено для 

оценок • %) - и {{у-Р^рП {jr= Prlr л ( £ ь Я л [ ^ З Д л 
(опять учтем предложение 2 "в") 

. Теперь проверим противоположное неравенст­

во: \tlh=t\ (где i~tl + iz ) = D y ° + ^ = ^ J (где обозначе-

tj^ttik) и tfz4iZ{h)± ЩЦ*е-Р£\ (причем 

12 f 2. 

но 



Классическая и интуиционистская теория множеств 659 

6 ^ . - / , отсюда) * [ < ^ , ^ , , + (Mfy-P^, Л 

п Lh iPk >Рр ) к , 1 Г * ШШЩ J , гак как можно 

положить И***Р^о и и тогда К (21)— К {(Г)-1, 

Точно так же рассматривается случай оценки Д7*Л1 jg 
б) Индукцией по длине формулы <fl . Для атомарной формулы 

это доказано в п. "а". Для пропозициональных связок равенство 
очевидно. Случай кванторов: 

П Е<Р [*,РЛ )\ ,3, ISKJHK')) - и ID? П fjp (£,Fk IX; i £ к J -

- U [ j L l U & ^ - U J ) n i ^ ( 4 ^ f l r ^ } - l 3 6 ^ K ^ • Аналогично 

рассматриваем квантор V : B V ^ f ^ U ^ U b f e ^ ^ ^ J l ^ ^ ) ) = 

=п[/( to- к!(х) о Сдог, I хЩк'т - u j j D c - ^ J л O ^ ^ l l z M 

Обратное неравенство: достаточно проверить, что 

ф^ЩеК}пК\х)^и{1х=Р^ Л | > ( г ? Д Ш е / < } . 

Это следует из неравенства : jjC ~РР\П ( ^ правой части. 
Так же для случая оценки . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. 1) Нормальное % -кольцо назовем (*)-кольцом. 

Формулу " К - нормальное -кольцо" в языке ZP обозначим *(К) • 

Нормальным называется кольцо К , для которого выполняется 

[rfj")i где - формула в языке колец, естественным об­

разом выражающая следующий факт: 

"Обычные" кольца являются нормальными. 

2) Кольцо К назовем строго разрешимым или £ -разрешимым, 

если его носитель - множество /^-строго разрешимо или соответ­

ственно множество 3(К) разрешимо. Множество К называется стро­

го разрешимым, если для любых k^zK наследство \к<,^^ мно­

жества {k,i} (где X ir\J } U X ) обладает свойством: 

Уа,$*{к,^{а-$иа,Ф4) , г^АФЁ\ Sz((zeaлzi$)ui?4u(\zeh. 
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Произвольное множество X называется разрешимым, если Ух, ^€Х, 

[X = у U у ) "> Д л я множества 2?(/() это эквивалентно 

условию 
See. Б [К) [e~ouejQ) . Конечно, классически любое 

кольцо строго разрешимо и ^-разрешимо. Интуиционистски, напри­

мер, любое кольцо со счетным носителем строго разрешимо, а лю­

бое неразложимое кольцо ̂ -разрешимо. Кольцо К называется не­

разложимым, если выполняется 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. а) Если КОЛЬЦО К J?-разрешимо, по оно яв­

ляется J"-КОЛЬЦОМ. 

6) Если кольцо К строго разрешимо (например, со счетным 

носителем), то оно является $-кольцом. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В обоих случаях нужно проверить неравенст­

во [£=7JJ <& £ к =i J , где слева находится оценка в 3" или в 

В п. "а" нужно показать, что ffetfj^. — • Пусть 

; при этом 

е=*оие-£о • если е=о , ТО е входит в 

правую часть. Пусть вФ 0 - Докажем £-индукцией по первому ар­

гументу оценки, что (В ^rk='63ir ) ̂  k=~t (откуда сразу сле¬ 

дует искомое включение). Пусть Х£к • Тогда 

= C C e ^ J , так как X <zM) . Отсюда 0 £ U{tl0) Л \x=(fl\(f £ « 0 f t f ) } -

= u{fy=pn[£=g]\y.; yd}^ U{[z-ylr I yd], e= e/+... 
, . . + £ & , где gl £ = ^ ' J , fl€.ltl . Индукцией no fl получим, 

что одно из в1ф 0 • Поэтому 
, и по индуктивному 

предположению Х—ЦЪ^-^ . Если у'€.t , то аналогично получим 
ее-Ц/ьк], e=eJ¥...+ея , г Д е Офвъе. Щ=хИ, xlek . и так ж е 

по первому аргументу осуществляя спуск_, получим XI— у , Z/E-k 

ЗАМЕЧАНИЕ. Если Цс*Ц^ ek-et, УееЛ(К), Sk,itK ,то 
\ является кольцом. 

б) Сначала £ -индукцией по переменной^ покажем; CL^ $ 

№*ЙЛ=0 « affatA-JlfO, 4ajs{k,if , где к, 
ttK . Если CL$. & , то 

к <L$\f и [hfi п Ш-fJ\№lf)}«и №у] nUrfllfjyefautfrfl 
! ^ £ $ j , ine &ф у ,Уу€."$ . По индуктивному предположению 

последняя сумма равна 0 и Jj2£^J^— 0 • ЕспиД.Ф$ , то пусть, 



Классическая и интуиционистская теория множеств 661 

например., Зх [X£CL Л Х^#) . Тогдя ^2 "fy^s(fL(t) ~* fcefl)-
= lX€.$\ и Ц ^ « = ^ ] | | $efi} , где ХФу Vyef- По индуктив­

ному предположению последняя сумма равна 0. 

Наконец, k~"t или • в первом случае [ ^ " ^ J = / . Во 

втором случае [ A ^ z O ^ ~ 0> 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть К- любое 3b-КОЛЬЦО. Определим, /£; 

—* ii , где содержит все пара элементов из У^ 

как hif)*l)\£f=<k,Pf} \кйК} • ГогЛа 

а) fl/^.'^f—• К - гомоморфизм " « a " J ^ = / y 

в) [h-.K/P0 s Д Г 1 в - / . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а) Выполняется : \jl £КхК^Л *= / и £\/л£/С 

Зу^К'{<т,у>€к1£=1, ЩьК'ЗхиК {<x,y>di%^ - / . к Роме 

™ro,fl2,yz/l(P'(X)=P'(y)*P(X)^(yJU-/ .так м к ^ - Д ^ А 
^ Е^"^ ! .» = 1?? =

 Р/-1л • Наконец, проверяется, что равна / оценка 

следующей формулы: 

Щ,Ы Ч£,уе/(у%<х,у,Р,ф>е+ 0Р\у)=хп 

(\Р\1)=Ц) <Р2(р,Р2(Я,Р2ф>£ + '1 ,таккак 1 / - < ^ > ] П 
п fy-<m,Pn>l п и=<лф1п1х-г]п1у-з1пКа,у,Р1&е+п 

б) Аналогично проверяется. 

в) Сразу следует из предыдущих пунктов. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть of(') - формула в языке Л"/7 (описываю­

щая набор множеств К (Kfi ~^'^0^ . Назовем S£(*) абсолют¬ 

ной, если ЧК{%{К)**>К - кольцо ClfeiK / Рд)~\ - /). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Обычная формула в языке ZP > описывающая 

кольцо Z (а также Q и т.д.), - абсолютная формула. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Выражение "X -теория" Т или -формула" 

(р означает зависимость всех формул из /~ (соответственно фор­

мулы <р ) только от свободных переменных, входящих в СС > где 
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.. ,fjV/l>, /Ь^О . Для простоты Формулировок мы предпо­

ложим, что теория Т- рекурсивнс-перечислимая (хотя это не су­

щественно). Поэтому понятно определение записи К.^- ^Т^(к) как 

HtlZtitOr (n"i(/l)(h)™erT-KOa т е ° Р и и Т (%=Ф,...,кП>£/(.ГТ^$М). 
Так как VX [К)р Г^(к) ** (f(k)) , то, допуская вольность, мы 

будем писать {Т{к))^ . Иное оформление этого вопроса - беско­

нечные дизъюнкции и конъюнкции - также возможно. При этом 

£7~(^)1 ^» П {Ey?(^il I ̂ £ Т} и т.д. Интересно, что этот второй 

путь намечается в работе СО • 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Формулу (р в языке колец назовем фи-форму-

лой, если для посылки любой импликации, входящей в , выпол­

няются два условия: i) в нее не входит квантор V ; ii) в ней 

квантор-^ не находится в области действия какой-либо имплика­

ции. Теория, состоящая из фи-формул, называется фи-теорией. Для 

любой теории 7~ (несколькими естественными способами) может 

быть определена теория 7"^- перевод всех формул из Т в фи-фор-

му. Например, содержательным является случай At* , где Ар 

пеановская или полная арифметика. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. 1) Формулу в языке колец назовем почти пози 

тивной формулой, если она получается из "блоков" - формул вида 

, где <р~ любая хорнова формула, a (ft -

любая позитивная или ранее полученная почти позитивная формула 

навешиванием связок 3, У , U , О , 

2) Предложение (p(J() называется разрешимым относительно 

данного кольца К , где ksX , если выполняется (<P(k))^ ̂ Р§р(к)\ 
где оператор Р[.'2 определяется индукцией по длине <Р(к) следую 

щим образом: если <р - позитивная формула, то P(ffl =» J~ ; если 

наша формула - блок, то значение Р по определению равно ^7^£ 

e / f ( t y ( ? ) i - / П VfeK&lk&^Pfyrfi] ) S Далее, P&Xffl* 

±3keK(tp(hK nPZipUd), РШ<р> VkeK{Pfyikfi), Pfyn$* 
^Р^]Г\ Pty] , Pfyufl * (Pfyl 0 Щ ) U (P П [(p)K } . Теория T(k) 
называется разрешимой относительно данного кольца Л ' , если 

нее ее предложения разрешимы относительно этого кольца К 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Пусть <р(к)- любое предложение в языке ко-
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лед <.к€.К) • Определим перевод (р(к) I—»• <p'{k,2) (где у>' 
будет также формулой в языке колец, в- специальная переменная, 

пробегающая В{Ю~) индукцией по длине 1р . Положим {к""^У^ 
^e-k=e-i\ {<рп<]>)%(р'пф\ (Jxfi'^Jxf'AVxfj^fef'*, главные 

случаи, 
(здесь вО , И , 

В2- специальные переменные такие же, как e)f(tpU^Y^Js/f 

e2([/-e/)'(/-e£)~U-e)n <р'(е/) л tft'(eZ)') • положим 

lf'(k)^ If* U, О • Если 7*- теория, то feT). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть К- любое кольцо. 

а) Условие [tp1'^KtB))^ эквивалентно условию &£.\<^(kjjg,^ 
для любых формул (р в языке колец^. параметров kz.K и &€30(), 
В частности, {(р\к)\ " /)• 

б) Если (р[к) такова, что в посылке любой ее импликации 

находится позитивная формула, то <рГ(к,&)- хорнова формула. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а) Индукцией по строению формулы <р . Для 

атомарной формулы ip это выполняется согласно определению 

оценки • Случаи (pflip^ Зх<р (с учетом свойства дос­

тижимости оценки £'J ^ ) и понятны. Условие 

<1<ри ф)'[В))^ эквивалентно тому, 4ToJeJ,e2£J3 (Ю (в/ие2= 
= ёПе/£ 1<р1 П e£l[(fl) ±± ei£lpU0 . Условие к эк­

вивалентно условию 4e0tB(K) (ео*е=$ {еое.ър]=* во^ьр!} 

т.е. <е>п 
б) Индукцией по строению формулы <р заметим: если <р - по­

зитивная, то (рГ- позитивная, а затем проверим утверждение это­

го пункта. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть К ~ любое кольцо. 

а) Если (Ф^ , то Щ } ^ - {, 

б) Выполняется: Ю ^ И ^ - ^ = 1» 

в) Если (1)^ , то L& Мэд^""^ " ' г д е п а р и сим~ 
' I/ , • 

волов t , Ъ ( I принимает значения 2 3,4,5) обозначают сле­

дующие паря свойств в языке колец: строго бириккартово первич­

ное , бирегулярное » квазипростое [£"3) , строго регу­

лярное •*—* тело , строго риккартово * * без делителей ну­

ля {i»S") (подробные формулировки этих свойств см. в с. 38$\. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. а) Пусть выполняется (Ф.) . Достаточно 
проверить, что 

ПВ*8щ\—. = / для любого фиксированного к. и того ВО , 

которое соответствует этому к п о определению нормальности. Эта 

оценка в обе стороны может подсчитываться только для таких В , 

что соответствующая посылка имеет оценку 1. Тогда если \_В^-ВГ\ 

, отсюда В^ВО . 

Наоборот, еслл 

в< to , отсюда ек=о . 
б) Нужно проверить, что Ц<2= В Л [$i {Н={к)$ £ Ik'ffl О 

U \к=(1 Для любого Ш . пусть ez(lk=klnnWHk]\t£Kl 
Toraaiekf^ek л ek-t=i-Ьк^НК ; т.е.вкьД(К). Теперь 

fiULfc<=/J , так как tkZ= {Bkf = Ж . С другой стороны, e(-f-£X)G. 

elk = Ql .так как В(Ык)'k = &k~fkl- Вк-(Вк)=0 . Поэтому 
а* и е ( / - ^ ) е • u ^ - / J . здесь ek-e(f-ekhe{f-ti)-ek-

Поэтому 
гк и ey-ek)=£k+e(</-ek')'=e,T.e.£iik-o$uWl. 

в) Доказательство этого пункта содержится в (̂ 5, с. 388-393]. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть /(- любое КОЛЬЦО. 

а) Если (Р~ позитивное предложение в языке колец, то 

№)к влечет Ifl^t 
б) Если tty - хорново предложение в языке колец, то Jj^L^j™'/ 

влечет (V-^' 

в) Пусть теория Т(к) в языке колец разрешимая для кольца 

К iktK) . Тогда если [Т{Л))К , ™ lT{k)\ щ=1. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а) Для атомарной формулы согласно опреде­

лению оценки. Далее индукцией по строению формулы (f . 

б) Индукцией по длине формулы <р . Случаи атомарной фор­

мулы и связок Л ^ V очевидны, а случай связки 3 следует из 

свойства достижимости оценки. Случай if ф разбирается так: 

допустим (.(р)^ • Тогда по п. "а" получим lipj -I , отсюда 
t ^ J * / и по индуктивному предположению (ф)^ < 

в) Определим ранг почти позитивной формулы Д5 в языке 

колец. Почти позитивная формула, все блоки которой имеют в зак­

лючениях позитивные формулы, ранга 0. Почти позитивная формула, 
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рее блоки которой имеют в заключениях почти позитивные формулы 
ранга до fh (включительно), ранга (fl\l). 

Теперь индукцией по рангу почти позитивной формулы £В до¬ 

кажем: ((oSL П Р [#°J) =4> ( £ # G r / V " /) • Отсюда сразу следует прове¬ 

ряемое утверждение. 

Пусть £ ранга 0 . Рассмотрим индукцию по строению предло­

жения X . Пусть блок. Допустим, что П Р [Х\ . С уче­

т о м / 7 ^ ] имеем lXl={llJ/{i)\itK^lcf(^{} что - / , так как 

каждый сомножитель равен ). Действительно, fj{0($J — / влечет 

{(f{h)K , огсюда [lf)(t))K , l<piiH= / • так как ф- пози­

тивная формула . 

Е с л и # = ^ Л ^ , то((р)^П(ф)^ нРЩпР^]. Если 

2=уиф , т°{ЩПРЩ)и{фк nPtfll 
Если &=ЗХр , то J ^ C Z f i(f{k)K П Z 7 [</>(̂ 3 ) • Bcnn^Vxf, 

Пусть X - ранга /Z+У . Рассмотрим снова индукцию по строе­

нию предложения & . Если 32- блок и {^)^ . P&^i > то, рас­

суждая точно, как выше, мы получим, что (р(£)^ и, используя 

второе свойство в 

РШ . что Pfytffi . Далее, как выше, при­

меняем индуктивный шаг по'рангу Д, или по строению %• . 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть /С- любое нормальное кольцо. 
а) Для любого фи-предложения 

(pik) , где кеК, выполняет-

ся1ф1пю±ЩШшу 

б) Для любого АЕ -предложения lp(k) , где к*.Ку выполняет¬ 

ся: если ЪЦиШ$ >CL , то ^ ># , Уае7{К). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а) Пусть сначала формула <f не содержит 

квантора \/ а также не содержит квантора 3 в области дей­

ствия связки . Индукцией по длине <р докажем: если (р не 

содержит 3 , то \_<р\ = \<р\ $ (К) , а если tp содержит 

3 , то Г^Иу = O^J^ • ^ п я атомарной формулы р выполняет­

ся первое утвррждение (в силу нормальности кольца К ) . В слу­

чае (Ps[ip =^ ̂  ) имеем: ^ , ̂  не содержат J (по усло­

вию) , отсюда - первое утверждение. В случае <р**(^ П ̂  или 

<P}U<P2, или Зх<Р} все ясно. 
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Теперь пусть <р есть фи-формула. По индукции проверим на­

ше неравенство. Если ^sji! или <pf U у? f или Sjcfy, или Ух</>^ 

то индуктивный шаг ясен. Если^=(^ , то у> такая, как в 

первом абзаце. Поэтому для нее выполняется JL^.]^- = I D ^ J ^ и 

одновременно 1^3^ € £ ^ Р ] ^ • Отсюда получаем искомое неравен­

ство 

б) Сначала заметим: для любого нормального кольца Л и лю­

бого бескванторного предложения (f(k) выполняется: 

Проверим это индукцией по длине <р . Для атомарной формулы сог­
ласно определению оценки. Пропозициональные операции над элемен­
тами из выаисленные в принадлежат В(К) и совпадают 
со значениями одноименных операций в J и $ . 

В случае М -оценки £Цр сохраняется по сравнению с Т'-оцен-

кой. Поэтому имеем: 

С^О^. = ^"^j3 ц л я л ю б о й ^ _ ф ° р м у л ы р-

Итак, если Ш^дщ > & , то Щ(Ш ^щ"* &, Щ 

Следующие три теоремы - чисто финитные. 

В них Т- любая .£-теория в языке колец, 7^ - такая же фи-

теория , ср есть ^-формула в языке колец, a (р - такая же АЕ -

О?-формула. Запись вида \Т(£) =Ъ <Р(Х]\^ означает УК^К \Т{Ъ=?> 

ТЕОРЕМА 1. а) Пусть ZFl'h % \Т(Х)^^^{Х)\ Тогда 

ZFI' \~ЧК (К есть f-кольцо => ^[Ш^ Ф} =* f(X^K ) .Фор¬ 

мулу Ф можно одновременно спустить в посылке и в заключении. 

б) Пусть jf(X) <f/@j\K. Тогда 1) ZPj' h VK 

^ ^ S j ^ Y ' ) (напомним: если (ft хорнова, то 

в) Пусть ZT\- ЦК Щ[Х)<Р3**ф{Х)\к . Тогда 1) ZFl'\~ W(*(K>* 

•*% (*> * ^пФ)'Шк ; 2) zfi \- УК{*(Ю=р %(х\Ф3^у(х\)> 
г J В п. "а" к^Р можно одновременно добавить: в посылке 

t' , а в заключении ' I , где I = 2,5,4,5. В пп. "б", "в" к T<f 
можно одновременно добавить: в посылке I' , а в заключении I , 

L = Я. 4. 5. 
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д) Во всех предыдущих пунктах длина вывода в заключении 

линейно зависит от длины вывода в посылке. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть Т , ^ j (р, Ф'-такие же , как в теореме 2. 

Пункты теоремы 2 остаются верками, если в их посылках и заклю­

чениях заменить I и соответственно Г на Г , добавив в заклю­

чениях условие разрешимости Т(£) для кольца К (или вместо это­

го метаматематически предположив, что T(JC) - позитивная теория). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теорем 1, 2. а ) П у с т ь л ю б о е ^ Г _ К 0 Л Ь ц 0 „ 

[Т\к).Ф{ )д- , где 1(€.К , а^может быть опущено. По пред­

ложению 7 "а",' получаем \Т(к)\г~ / • Если КЪ=Фу , то, по 

предложению 8 "а", получаем \^P^\^.~i ; а по предложению 8 "б" 

всегда выпойня.ется 0?^J_. ~ / . П о предложению 3 "б" получим 

Ij7Y^ ) j Ф^ ^j^gf 1у ш t • п Р е Д и к а т 7 замкнут отно­

сительно ^^Г'-выводимости, поэтому Ш(р(Р, Д , / ] ~ / • Отсюда 

Ьр(к)\=/ »(ср'(к))К. 
О п. "г": если (Ъ) , то по предложению 8 "в" получим 

^ л 

\ % ||у. и далее рассуждаем, как выше. 

Если Т- такая, как в теореме 2, то по предложению 9 по­

лучаем, что \T(kj\y = / , н далее рассуждаем, как выше. 

Заметим, что можно выписать ряд логических законов (напри­

мер, на тему второго бесконечного закона дистрибутивности), для 

которых значение оценки £*Jy равно 1; все они устранимы, 

как и Ф. 
Э 

б) Пусть К- любое (*)-кольцо и Т^(к)^ • Как и в п."а", 

получим Ц~(к)Л^'т=/ • По предложению 10 "а" получаем E^T^Jg™ 
= / . П о предложению 3 "б" получаем \\Г(Р<,Ъ „t~\ а

 = 1 
К Afg $ 

Предикат £ * J - = / замкнут относительно ^/^-выводимости, поэ-
— г — -ш 

тому Ш(Р^У) , J = / • Отсюда \Ф{к)АЛ=1 и по предло-
* Ji _ 

жению 10 "б" получим \lf>ikj} ^ - / , т < е . [ф'[Щ)^ . Во вто­

ром пункте мы дополнительно имеем (Ф,"),. • Покажем (и отсюда 

сразу следует искомое), что 
а<р(Щг-{) <=ц> {(у(к))К) (6) 

для всех предложений (f{k) в языке колец. 
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Доказываем индукцией по строению (f> . Для атомарной фор­

мулы справедливость (6) следует в силу определения оценки. Для 

конъюнкции очевидно. Для дизъюнкции: пусть E # J u | ^ / J e / , тогда 

I=e/ue2, eielfj, е2е fyl , ei=Q и л и ^ ' = / . рассмот­

рим случай £1=0 и В2 =0 • Тогда получаем противоречие. Для 

импликации: пусть (p^ljj , тогда так как Щ = /7 или [if] -/ , 

то ^ C^J • Дл" квантора существования: пусть Jpfe^J=/ , 
тогда по свойству достижимости имеем: fj^/Qj = / Д л я некоторого 

к&К , отсюда {Зхф)^ . Для квантора всеобщности очевидно. 

О п. "г": если (Ъ Т. , то по предложению 8 "в" получаем 
^ А 

(jj'j = / , а Ь1 есть фи-формула. Поэтому [l*}* = / и да-
J Ja 

лее , как выше. 

Если - такая, как в теореме 2, то по предложению 9 по­

лучим и далее рассуждаем, как выше. 

в) Здесь мы дополним ситуацию, рассмотренную в л. "б", тем, 

что в классическом доказательстве используется в качестве акси­

омы предложение Ф3 . Это не связано с какой-то особой ролью 

именно предложения Ф^ (ннпример, можно было заменить ф^ на 

Ф. ), а дает пример одного из возможных способов работы с 

не фи-формулой, каковой является 9j . Точно как в п. "б", мы 

получим \Ф3^у1& = ! . Обозначим Ф^ЧШ (M=tk Л М*=к 
=Ьк=й U kmi). Классически Ф эквивалентно Ф. , поэтому 

[Ф3Jq [fj/]g , но Ф} - уже фи-формула, отсюда {Ф0^^ Щ1р> 
(с учетом предложений 10 "а", " б " ) . Интуиционистски*?-' ^Ф' , 

где (•) - обычный гёделевский негативный перевод. Отсюда с 

учетом нормальности кольца /( получим J = f ^ r ^ J (Х'^Й! * по * L " 1 " ^ > т •е • О/'Лу, = ' • Последйее , с одной стороны, 

предложению 7 эквивалентно (f"'"'^)')^ > 3 с другой стороны, 

э к в и в а л е н т н о у с л о в и ю : 

\ЧгО*е{ф'{&0)^ео=0)\**е-о, Че. m 

Напомним, что буква £ (может быть, с индексами) обозна­

чает элемент из 

В рамках к л а с с и ч е с к о й м е т а м а т е м а -
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т и к и условие (7) эквивалентно условию: 

Доказательство упомянутой выше эквивалентности просто. 

Пусть выполняется (7). Тогда [,. J *~*(е=0). отсюда <e>d\hjj}^ 
<->(е=0), T^eadS**$£€й(££0'+£=О)'• т а к к а к левая часть и Q . J 
эквивалентны. Поэтому ~п1ф}^1<е> ^вХ^Щ^^Щ^/. Пусть 

выполняются условия • 11W]//Jj. " 1 и посылка в (7). Тогда <e>dlijJl^, 
отсюда<е>^^щ^,</-е>^^\Щ ; г^/, /-е=/, е=о. 

Второе утверждение требует раскрытия условия (7). Положим 

в нем e=i. Tora*-i4eO(f(eO)=±e0=0), ^{ij/U) - п / и 
с учетом эквивалентности (6) получим ~П ф . 

г) Этот пункт доказан выше в контексте других пунктов. 

д) Непосредственно следует из предыдущего доказательства, 

ЗАМЕЧАНИЕ. Перевод ф 1—*• (ff (а следовательно, и условия 

типа (7)) имеет прямой теоретико-кольцевой смысл. Поясним его 
сначала на примере бескванторной формулы <р вида ф *z (J'{(^ ~ 

= ^ г ' П . . . П Р^Ф* П , , . ) | Ъш /,-..»1 } .где многоточия о з н а ­

чают соответственно другие равенства и другие неравенства 

в 1-м дизъюнктивном члене , а , , /у- , 5 ^ - поли­

номы и одновременно их значения при заданных парамет­

рах. Тогда Сг*'^ эквивалентно условию: существует разло­

жение кольца К в прямую сумму /С= Ф • К | £ =/ (...,лЗ , где 

i?£b£{.K) , для которого выполняется : >к{^ = £^ 'brf (для 

всех равенств из 1-го члена) и В-'Г'.-Ф£• 'S,/ (для всех нера¬ 

венств из ь-го члена), где £\-пФ S ±*ЧеО'if0\ г& g)(eQ-гф&0-S) • 

Если ф*Qtp , где Q-кванторный префикс, 

ТЕОРЕМА 3. Пункта теорем 1 и 2 верни, если в них вместо 

V/( ( i . написать УК (3S (К) =̂  ,,, ) , где <2?(' ) - любая абсолютная 

формула. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предыдущее доказательство нужно только до­

полнить следующим рассуждением. Мы знаем, ч т о Ц Т " ^ ) , , . 

" ' ) / • З л я г / > а к Р ° м е того, получаем 1 ^ ( ^ Д 0 Л
 = ( » т а к как, 

по предложению 5 , J X ^ = К / & = / • (Аналогично формулирует­
ся и рассматривается случай К^. , ) 
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Отметим, в частности, что таким образом многие трудные до­
казательства в теории ZF а в т о м а т и ч е с к и перево­
дятся в интуиционистские доказательства тех же утверждений; нап­
ример, так будет для известного положительного решения 17-й 

проблемы Гильберта. 
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