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Непосредственное обобщение понятия вычислимой категоричности оказалось
бесполезным для структур с нумерацией и их изоморфизмов, вычислимых за
полиномиальное время [1–3]. Интересна слабая p-вычислимая категоричность,
когда сами структуры вычислимы за полиномиальное время, а изоморфизмы
примитивно рекурсивные. Структура называется локально конечной, когда лю-
бое конечное подмножество элементов порождает конечную подструктуру. Ни-
какая бесконечная локально конечная структура не бывает слабо p-вычислимо
категоричной [2]. Но мы покажем, что такие структуры существуют при допол-
нительном, но естественном ограничении вычислительной сложности. Также ин-
тересны структуры, вычислимые с полиномиальной памятью [4].

При ограничении вычислительных ресурсов — времени или памяти — важен
способ представления натурального числа. Мы используем двоичные записи на-
туральных чисел и обозначаем через Bin(ω) множество двоичных записей всех
натуральных чисел. Нумерацией множества S называется сюръективное отоб-
ражение ν : Bin(ω) → S , см. [5]. Аргументами функции ν служат натуральные
числа, которые называются номерами для элементов из S . Структура N назы-
вается натуральной, когда носителем служит множество Bin(ω) , а нумерация ν
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тождественная. Мы рассматриваем бесконечные структуры с биективной нуме-
рацией, когда каждому элементу соответствует один номер. Этот подход близок
к работам о пунктуальных структурах [6, 7].

Функция над алгебраической структурой с нумерацией ν вычислима за поли-
номиальное время, если по набору номеров аргументов за полиномиальное вре-
мя можно вычислить номер значения этой функции. Так же определяются лю-
бые классы вычислительной сложности над данной алгебраической структурой,
включая вычисления с оракулом и вычисления с полиномиальной памятью. При
этом вычислительная сложность оценивается по длине двоичной записи номера.
Обозначим через `(n) длину двоичной записи числа n . Пусть `(n) = dlog2(n +
+1)e , в частности, `(0) = 0 . Обозначим через poly() некоторый многочлен. Тогда
poly(`(n)) обозначает полиномиальную верхнюю границу для вычислений с вхо-
дом n .

Над натуральной структурой любая функция двух аргументов, вычисли-
мая за полиномиальное время, вычислима за время, ограниченное многочле-
ном от длины двоичной записи номера большего из аргументов. Мы предпо-
лагаем выполнение этого ограничения над любой рассматриваемой структурой.
В общем случае, использование верхней границы типа poly(`(n)) , где ν(n) =
= max(x, y) , служит нетривиальным дополнительным ограничением. Но вычис-
лительная сложность над натуральными структурами одинакова.

На множестве натуральных чисел усечённая разность x−̇y равна разности
при y 6 x , но обращается в нуль при y > x . Линейный порядок также опре-
деляется через усечённую разность, поскольку неравенство x 6 y эквивалентно
равенству x−̇y = 0 . Мы используем функцию max() , но на её вычислительную
сложность не накладывается никакого явного ограничения.

Теорема 1. Дана биективная нумерация ν для (0, 1, −̇)-структуры M , изо-
морфной натуральной (0, 1, −̇)-структуре N , в которой константы 0 , 1 и усе-
чённая разность −̇ определены как обычно. Пусть для любых элементов x и y
в структуре M усечённая разность x−̇y вычислима за время poly(`(n)) для
номера n , удовлетворяющего условию ν(n) = max(x, y) . Существуют вычис-
лимые с полиномиальной памятью изоморфизмы f : M → N и g : N → M ,
удовлетворяющие тождествам f ◦ g = g ◦ f = id .

Замечание. Натуральная (0, 1, −̇)-структура N локально конечная, посколь-
ку непустое конечное множество S порождает подструктуру, в которой каждый
элемент не больше, чем максимум max(1,max(S)) .

Обозначим через bxc целую часть числа x .
Теорема 2. Дана биективная нумерация ν для (0, 1,+, −̇, b·/2c)-структуры

M , изоморфной натуральной (0, 1,+, −̇, b·/2c)-структуре N , в которой обе кон-
станты 0 и 1 , а также сумма, усечённая разность и целая часть половины
определены как обычно. Пусть в структуре M сумма x+y , усечённая разность
x−̇y и целая часть половины bx/2c вычислимы за полиномиальное время, при-
чём для любых элементов x и y их усечённая разность x−̇y вычислима за
время poly(`(n)) для номера n , удовлетворяющего условию ν(n) = max(x, y) .
Существуют изоморфизмы f : M → N и g : N → M , вычислимые за полино-
миальное время и удовлетворяющие тождествам f ◦ g = g ◦ f = id .

Замечание. Мы рассмотрели сигнатуры, включающие бинарный функцио-
нальный символ. Для сигнатуры, содержащей лишь константы и унарные функ-
циональные символы, этот метод уже нельзя применить.

Наш метод переносится на вычисления с оракулом, поскольку вычислимость
значения некоторой функции за полиномиальное время с любым оракулом опре-
деляет полиномиальную верхнюю границу для длины двоичной записи номера
значения этой функции.
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Наши результаты не противоречат ранее полученным [2, 3], поскольку исполь-
зуется нетривиальное ограничение на вычислительную сложность.
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In mathematical linguistics, words of a natural language are used as symbols (or
signs) to denote entities, properties of entities, properties of properties of entities, etc.
The set of these words, symbols or signs form a lexicon or a signature. However, this
is not just a set, there is a certain structure on it, with relations of various arities.
For example, each word has a grammar category (sometimes two or more), transitive
verbs can posses monotonicity of different directions for different arguments, etc.

One of the most important relations on notions and properties is a binary relation
of “special case” (6): cat 6 animal , run 6 move , etc. Usually, for notions b1 and b2 ,
relation b1 6 b2 is expressed in natural language by sentences of kind “Every b1 is b2 ”
or “All b1 are b2 ”.

We consider complexity issues for structures of such kind within the framework of
Σ-definability [1] and present some new results from [2, 3].
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