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Теорема 3. Пусть 𝑛 > 2 и ∃ 𝑟,𝑚 ∈ 2, 𝑛, 𝑟 < 𝑚 : (𝑎
(𝑛)
1,1 )𝑟 ̸= 0, (𝑎

(𝑛)
1,1 )𝑚 ̸= 0. Пусть 𝑄

(𝑛)
1 —

суперпозиция 𝑛− 1 плоских вращений, определенных в [2], переводящих вектор-столбец 𝑎
(𝑛)
1,1

в вектор-столбец ||𝑎(𝑛)1,1 ||2 · ê
(𝑛)
1 , и 𝑇

(𝑛)
1 определено формулами (2), (3) при 𝑘 = 1. Тогда

(𝑄
(𝑛)
1 ê

(𝑛)
1 )𝑟 = − (𝐴(𝑛))𝑟1√︂ ∑︀

1≤𝑘≤𝑟

(𝐴
(𝑛)
𝑘 )2

̸= (𝑇
(𝑛)
1 ê

(𝑛)
1 )𝑟 = − (𝐴(𝑛))𝑟1√︂ ∑︀

1≤𝑘≤𝑛

(𝐴(𝑛))2𝑘,1

.

Теорема 4. Пусть 𝑘 ∈ 𝑛+ 1, 2𝑛− 1 и k̂ = 2𝑛 − 𝑘 ∈ 𝑛 − 1, ..., 1. Тогда в условиях
определения 1 справедливо:

max
k̂+1≤𝑖≤𝑛

|(𝐴(𝑛)
𝑛−1)𝑖,k̂/(𝐴

(𝑛)
𝑛−1)k̂,k̂| ≤ 1, |(𝐴(𝑛)

𝑛−1)k̂,k̂| ≥ |(𝐴(𝑛)
𝑛−1)k̂+1,k̂+1|.
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Замечание о двоичных решениях некоторых систем
алгебраических уравнений
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Note on binary solutions to some systems of algebraic equations

A. V. Seliverstov Russia, Moscow, Institute for Information Transmission Problems of the
Russian Academy of Sciences (Kharkevich Institute)

slvstv@iitp.ru

Рассмотрим (0, 1)-решения системы алгебраических уравнений с целыми коэффициентами.
Такие решения называются также двоичными или булевыми. Цель работы — сведение исход-
ной системы уравнений к системе с меньшим числом уравнений так, чтобы максимальная
степень уравнений не возрастала, а коэффициенты новых уравнений были целыми числами,
абсолютные величины которых не слишком велики по сравнению с коэффициентами в исход-
ных уравнениях.



202 Секция 4

Ограничение на степень уравнения существенно, поскольку любая система уравнений вида
ℓ𝑘(x) = 0 эквивалентна над полем вещественных чисел одному уравнению

∑︀
𝑘 ℓ

2
𝑘(x) = 0.

Ограничение на абсолютную величину коэффициентов тоже существенно, поскольку при
достаточно быстро возрастающей последовательности чисел 𝛾𝑘 эта система имеет те же (0, 1)-
решения, что и одно уравнение

∑︀
𝑘 𝛾𝑘ℓ𝑘(x) = 0.

Теорема 1. Дана система из𝑚 алгебраических уравнений ℓ𝑘(x) = 0, где числа𝑚 > 𝑟 > 0.
Пусть подсистема, состоящая из первых 𝑟 уравнений ℓ1(x) = 0,. . . , ℓ𝑟(x) = 0 имеет не более
𝜇 избыточных (0, 1)-решений, которые не служат решениями всей системы. Существуют
такие целые числа 𝛾𝑟+1,. . . , 𝛾𝑚 из отрезка от нуля до 𝜇, что каждое (0, 1)-решение новой
системы алгебраических уравнений ℓ1(x) = 0,. . . , ℓ𝑟(x) = 0 и 𝛾𝑟+1ℓ𝑟+1(x) + · · ·+ 𝛾𝑚ℓ𝑚(x) = 0
служит решением исходной системы.

Доказательство.Если рассматриваемая подсистема не имеет (0, 1)-решений или каждое
(0, 1)-решение подсистемы служит решением полной системы, то можно положить все искомые
коэффициенты равными нулю: 𝛾𝑟+1 = · · · = 𝛾𝑚 = 0.

Иначе определим подмножество множества всех (0, 1)-точек

𝒮 = {x ∈ {0, 1}𝑛 : ℓ1(x) = 0 ∧ · · · ∧ ℓ𝑟(x) = 0 ∧ (∃𝑘 6 𝑚)ℓ𝑘(x) ̸= 0}.

Его мощность не превышает числа 𝜇. Определим многочлен

𝑓(𝑦𝑟+1, . . . , 𝑦𝑚) =
∏︁
x∈𝒮

(︃
𝑚∑︁

𝑘=𝑟+1

ℓ𝑘(x)𝑦𝑘

)︃

Если множество 𝒮 пустое, то полагаем 𝑓 = 1, но этот случай уже рассмотрен в начале до-
казательства. Если некоторая последовательность чисел 𝛾𝑟+1,. . . ,𝛾𝑚 достаточно быстро воз-
растает, то значение 𝑓(𝛾𝑟+1, . . . , 𝛾𝑚) отлично от нуля. Следовательно, многочлен 𝑓 не равен
нулю тождественно. С другой стороны, выполнено неравенство deg 𝑓 6 𝜇. По лемме Шварца–
Зиппеля [1], существуют искомые целые числа 𝛾𝑟+1,. . . , 𝛾𝑚 из отрезка от нуля до 𝜇.

2

Наиболее интересен случай, когда все уравнения линейные, абсолютные величины коэф-
фициентов малы и первое уравнение имеет много (0, 1)-решений, но почти каждое из них
служит решением всей системы. Тогда исходная система сводится к одному линейному урав-
нению с малыми коэффициентами. Число всех его (0, 1)-решений и некоторое (0, 1)-решение
можно вычислить за псевдополиномиальное время [2, 3]. Более точно, теорема позволяет све-
сти эту систему линейных уравнений к системе двух уравнений. Переход от двух уравнений к
одному, равному их линейной комбинации, приводит к относительно небольшому увеличению
коэффициентов.

Требование, чтобы число 𝜇 было маленьким, существенно для практического применения
рассмотренной сводимости, поскольку в общем случае задача распознавания существования
некоторого (0, 1)-решения у системы линейных уравнений с коэффициентами из множества
{−1, 0, 1} является 𝑁𝑃 -полной. С другой стороны, число 𝜇 является лишь верхней грани-
цей; не требуется знание точного значения разности чисел (0, 1)-решений подсистемы и всей
системы уравнений.
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Paths in the distance graphs in vector spaces over finite fields
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Пусть 𝐸 ⊂ F𝑑𝑞 некоторое подмножество векторного пространства размерности 𝑑− над ко-
нечным полем из 𝑞 элементов. Мы определяем дистанционный граф на множестве вершин 𝐸
так: две вершины 𝑥, 𝑦 из 𝐸 соединены ребром если ‖ 𝑥− 𝑦 ‖= (𝑥1 − 𝑦1)

2 + . . .+ (𝑥𝑑 − 𝑦𝑑)
2 = 1.

В своем докладе я расскажу о больших путях в этом графе и представлю оценку на длину
такого пути. Я также представлю некоторые результаты о таких дистанционных графах по
работам [1], [2].
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