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подполем констант), которые являются стандартными или почти стандартными полями. Та-
кие расширения существуют для любых полных дискретно нормированных полей смешанной
характеристики и минимальная степень такого расширения может рассматриваться как ещё
один из инвариантов изучаемого поля.

Центральная идея данного исследования — прояснить, как связаны эти два инварианта.
В целом оказывается, что чем больше значение Γ(𝐾), то есть чем больше поле «похоже на
стандартное» (не являясь при этом почти стандартным), тем «дальше» оно от стандартно-
го, т. е. тем большая степень константного расширения требуется, чтобы превратить поле в
почти стандартное. В работе [6] данная связь была установлена для двумерных локальных по-
лей типа I с некоторым дополнительным ограничением. А именно, была установлена оценка
снизу на степень константного расширения 𝐿/𝐾 с почти стандартным 𝐿, являющаяся линей-
ной функцией от Γ(𝐾) с коэффициентом, зависящим только от 𝑝-адического нормирования
индекса ветвления поля 𝐾 над его подполем констант.

В дальнейшем нами был получен аналогичный результат без каких-либо ограничений на
поле 𝐾, но с более слабой оценкой для степени константного расширения (порядка

√︀
Γ(𝐾)).
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Основной текст тезисов
Матрицей Гессе функции нескольких переменных называется симметричная матрица вто-

рых частных производных hess(𝑓)𝑗𝑘 = 𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

. Элементами матрицы Гессе многочлена третьей

степени служат (неоднородные) линейные функции или числовые константы. Многочлен на-
зывается свободным от квадратов, если он не делится на квадрат никакого многочлена поло-
жительной степени.

Цель этой работы — описание свойства матриц Гессе многочленов третьей степени над
полем вещественных чисел, которое не зависит от числа переменных. Некоторые свойства
матриц Гессе отличаются для многочленов от различного числа переменных [1, 2, 3]. Напри-
мер, Гордан и Нётер доказали, что существует свободный от квадратов однородный многочлен
третьей степени от пяти переменных, у которого матрица Гессе вырождена в каждой точке,
хотя первые частные производные многочлена линейно независимые. Однако не существует
таких однородных многочленов от четырёх переменных.

Приводимые формы рассмотрены в недавних работах, поскольку для них удаётся получить
результаты, обобщение которых на общий случай связано с большими трудностями. Напри-
мер, разложение Варинга для приводимых кубических форм рассмотрено в работе [4], а для
мономов в работе [5].

Рассматриваются квазипроективные алгебраические многообразия. В каждой размерно-
сти фиксировано проективное пространство с выделенными бесконечно удалённой гиперплос-
костью и аффинным подпространством с системой декартовых координат. Комплексное со-
пряжение этих координат определяет инволюцию, неподвижными точками которой служат
вещественные точки.

Теорема 1. Дан свободный от квадратов многочлен 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) третьей степени над
полем вещественных чисел. Если его матрица Гессе hess(𝑓) знакоопределена в некоторой
вещественной точке, то проективное замыкание множества нулей многочлена 𝑓 не содер-
жит вещественных особых точек на бесконечно удалённой гиперплоскости.

Теорема 1 не накладывает никаких ограничений на особые точки над полем комплексных
чисел, которые не являются вещественными. Теорема 1 равносильна одному из результатов,
который уже апробирован на конференции весной 2018 года [6]. Доказательство использует
свойства прямых, касательных к графику многочлена. Близкий метод применён в работе [7].

Теорема 2. Существует отличный от тождественно нулевого многочлен 𝑝 с це-
лыми коэффициентами, обращающийся в нуль на всех наборах коэффициентов многочлена
𝑞(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) второй степени и многочлена ℓ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) первой степени над полем веще-
ственных чисел, для которых матрица Гессе произведения многочленов hess(𝑞ℓ) не знако-
определена ни в одной вещественной точке, но проективное замыкание множества нулей
произведения многочленов 𝑞ℓ не содержит вещественных особых точек на бесконечно уда-
лённой гиперплоскости.

Теорема 2 говорит, что обратное утверждение к теореме 1 справедливо для почти всех при-
водимых многочленов третьей степени. Однако следующий пример показывает, что в некото-
рых случаях обратное утверждение к теореме 1 не выполнено.

Пусть множеством нулей многочлена 𝑓(𝑥1, 𝑥2) служат три различные прямые, пересека-
ющиеся в начале координат. Эта точка служит единственной особой точкой проективного
замыкания, но матрица Гессе не знакоопределена ни в одной вещественной точке. Она обра-
щается в нуль в начале координат. Графиком многочлена служит обезьянье седло.
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Полученные результаты могут быть использованы для исследования графиков многочле-
нов третьей степени. Более того, хотя в теореме 2 рассмотрены приводимые многочлены, но
если для некоторого многочлена матрица Гессе знакоопределена в некоторой вещественной
точке, то она останется знакоопределённой в той же точке при небольшом изменении коэф-
фициентов многочлена. Следовательно, рассмотренный метод применим не только для при-
водимых многочленов. В частности, существует эффективно проверяемый сертификат, свиде-
тельствующий об отсутствии вещественных особых точек на бесконечности у почти каждой
вещественной кубической гиперповерхности, которая достаточно хорошо аппроксимируется
объединением гиперплоскости и эллипсоида. Однако точная формулировка условия существо-
вания такого сертификата не известна.
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