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Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐺𝐹 (3) ïîëå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ òðè. Ýëåìåíòû ïîëÿ 𝐺𝐹 (3) áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷èñëàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1, 2}.

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, â êîòîðîì çíà÷åíèå êàæäîé ïåðåìåííîé ïðèíàäëåæèò ìíî-
æåñòâó {0, 1}, íàçûâàåòñÿ (0, 1)-ðåøåíèåì èëè äâîè÷íûì ðåøåíèåì. Ðàñïîçíàâàíèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ (0, 1)-ðåøåíèÿ ó ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì 𝐺𝐹 (3) ñëóæèò ïðèìåðîì NP-
ïîëíîé çàäà÷è. Îäíàêî äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ëåãêî: òîëüêî ëèíåéíîå
óðàâíåíèå âèäà 𝑥𝑘 = 2 íå èìååò (0, 1)-ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó êàæäîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå, íåòðè-
âèàëüíî çàâèñÿùåå îò äâóõ èëè áîëåå ïåðåìåííûõ, èìååò (0, 1)-ðåøåíèå. Áîëåå òîãî, çàäà÷à ïî-
èñêà (0, 1)-ðåøåíèÿ òàêæå ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ñèñòåì èç ôèêñèðîâàííîãî
÷èñëà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñâîäèìîñòü çàäà÷è íàä 𝐺𝐹 (3) ê
àíàëîãè÷íîé çàäà÷å íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé èçâåñòíî ìíîãî àë-
ãîðèòìîâ, ñì. [1, 2]. Ìû æå ðàññìîòðèì ñèñòåìû, â êîòîðûõ ÷èñëî óðàâíåíèé îãðàíè÷åíî íå
êîíñòàíòîé, à ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Òàêæå îáñóæäàþòñÿ
âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû. Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ñóìì ñëó÷àéíûõ (0, 1)-âåëè÷èí ðàññìîò-
ðåíî ßøóíñêèì [3].
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Ïóñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò ïåðåìåííûõ 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ñîäåðæèò áîëüøå îäíîãî
óðàâíåíèÿ è íåêîòîðîå óðàâíåíèå íåòðèâèàëüíî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé 𝑥𝑘. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî íîâàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíà èç èñõîäíîé ñèñòåìû èñêëþ÷åíèåì ïåðåìåí-
íîé 𝑥𝑘, åñëè íîâàÿ ñèñòåìà íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé 𝑥𝑘, à èñõîäíàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà
îáúåäèíåíèþ íîâîé ñèñòåìû è ðîâíî îäíîãî óðàâíåíèÿ (çàâèñÿùåãî îò 𝑥𝑘), ðàâíîãî ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè óðàâíåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû.

Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííîé ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñèñòåìå, èìåþùåé áîëüøåå ÷èñëî (0, 1)-
ðåøåíèé, ÷åì áûëî ó èñõîäíîé ñèñòåìû. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ ëèøü íàä ïîëåì
𝐺𝐹 (3), íî íå íàä ïîëÿìè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

Предложение 1. Даны натуральные числа 𝑛 и 𝑚, удовлетворяющие неравенствам
𝑛 > 5 и 2 6 𝑚 6 log3(2𝑛 − 1), и система из 𝑚 линейных уравнений от 𝑛 переменных над
полем 𝐺𝐹 (3). Пусть для каждого индекса 1 6 𝑘 6 𝑛 существует уравнение, нетривиально
зависящее от 𝑥𝑘. Если у этой системы нет (0, 1)-решения, то существует такой индекс
1 6 𝑘 6 𝑛, что исключие переменной 𝑥𝑘 вновь приводит к системе, у которой нет (0, 1)-
решения. Более того, эта подсистема может быть найдена за полиномиальное время.

Доказательство.Ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå 𝐴x = b, ãäå
÷åðåç 𝐴 îáîçíà÷åíà 𝑚 × 𝑛 ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé, à ÷åðåç x è
b � ñòîëáöû èç 𝑛 ïåðåìåííûõ è 𝑚 ÷èñåë, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, â ìàòðèöå 𝐴
íåò íóëåâûõ ñòîëáöîâ.

Ïðè óñëîâèè 2 6 𝑚 6 log3(2𝑛− 1) â ìàòðèöå 𝐴 íàéäóòñÿ äâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöà.
Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî âîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ ñòîëáöîâ ðàâíî 3𝑚−1. Ýòî ìíîæåñòâî
ðàçáèâàåòñÿ íà (3𝑚 − 1)/2 ïàð ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ. Ïîýòîìó âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
𝑛 > (3𝑚 + 1)/2 îáåñïå÷èâàåò, ÷òî â ìàòðèöå 𝐴 íàéäóòñÿ äâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöà.
Îáîçíà÷èì íîìåðà ýòèõ ñòîëáöîâ ÷åðåç 𝑗 è 𝑘. Íàéòè íîìåðà 𝑗 è 𝑘 ìîæíî ïåðåáèðàÿ 𝑛(𝑛−1)/2
âàðèàíòîâ è ïðîâåðÿÿ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ.

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà 𝐴x = b ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå 𝐵x = c, ãäå â 𝑚 × 𝑛 ìàòðèöå 𝐵 â ñòîëá-
öàõ ñ íîìåðàìè 𝑗 è 𝑘 íåíóëåâûå ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû ëèøü â îäíîé ñòðîêå, íîìåð êîòîðîé
îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓ. Çäåñü ìàòðèöà 𝐵 ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû 𝐴 ýëåìåíòàðíûìè îïåðàöèÿìè
íàä ñòðîêàìè, à ýëåìåíò ñòîëáöà c ðàâåí ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ
ñòîëáöà b. Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì ℓ-ãî óðàâíåíèÿ èç ýòîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé, èìååò (0, 1)-ðåøåíèå, òî îíà èìååò (0, 1)-ðåøåíèå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåí-
íûõ 𝑥𝑗 è 𝑥𝑘. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ ñèñòåìà òîæå èìååò (0, 1)-ðåøåíèå, ïîñêîëüêó âûáîð çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ 𝑥𝑗 è 𝑥𝑘 ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü ℓ-îå óðàâíåíèå ïðè ëþáîé îöåíêå îñòàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ. Óäàëåíèå ℓ-ãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò èñêëþ÷åíèþ êàæäîé èç ïåðåìåííûõ 𝑥𝑗 è 𝑥𝑘.
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Предложение 2. Существует алгоритм полиномиального времени, который получает
на вход систему из 𝑚 линейных уравнений от 𝑛 переменных над полем 𝐺𝐹 (3) и при условии
𝑚 6 log3 log3(2𝑛 − 1) примимает вход тогда и только тогда, когда система имеет (0, 1)-
решение.

Доказательство.Àëãîðèòì â öèêëå äåëàåò ïîïûòêè ëèáî óäàëèòü óðàâíåíèå, êîòîðîå
ëèíåéíî çàâèñèò îò îñòàëüíûõ óðàâíåíèé, ëèáî èñêëþ÷èòü ïåðåìåííóþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåä-
ëîæåíèåì 1. Òàêæå óäàëÿþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ âñå ïåðåìåííûå, êîòîðûå íå âõîäÿò â íîâóþ
ñèñòåìó. Â ñëó÷àå óñïåõà íà î÷åðåäíîì øàãå áóäåò ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñîñòîÿùàÿ
èç ìåíüøåãî ÷èñëà óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì íîâàÿ ñèñòåìà èìååò (0, 1)-ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò (0, 1)-ðåøåíèå. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ìåíåå 𝑚 øàãîâ ýòîò
ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ â îäíîì èç äâóõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ: ëèáî îñòàëîñü îäíî óðàâíåíèå,
ëèáî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà çàâèñèò îò ìàëîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.
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Åñëè îñòàëîñü îäíî óðàâíåíèå, òî äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà 𝑥𝑘 = 2 âõîä îòâåðãàåòñÿ, à äëÿ
óðàâíåíèÿ äðóãîãî âèäà âõîä ïðèíèìàåòñÿ.

Åñëè îñòàëîñü 𝑘 ïåðåìåííûõ, à ñèñòåìà ñîäåðæèò íåñêîëüêî óðàâíåíèé è íå ìîæåò áûòü
óìåíüøåíà, òî ïðîèñõîäèò ðàçáîð 2𝑘 ñëó÷àåâ. Îöåíèì ñâåðõó ÷èñëî 𝑘. Ïîñêîëüêó îñòàâøååñÿ
÷èñëî óðàâíåíèé íå ïðåâûøàåò ÷èñëà 𝑚, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî log3(2𝑘 − 1) < 𝑚. Íî ïî
óñëîâèþ ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìà âûïîëíåíî𝑚 6 log3 log3(2𝑛−1). Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà (2𝑘 − 1) < log3(2𝑛− 1) è 𝑘 6 0.5 log3(2𝑛− 1) < 0.3155 log2(2𝑛− 1). Ïîýòîìó ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ (0, 1)-îöåíîê îñòàâøèõñÿ 𝑘 ïåðåìåííûõ ìåíüøå ÷èñëà (2𝑛− 1)0.3155.
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Åñëè óñëîâèå 𝑚 6 log3 log3(2𝑛 − 1) èç ïðåäëîæåíèÿ 2 íàðóøåíî, òî àëãîðèòì âñåãäà äàñò
ïðàâèëüíûé îòâåò, íî âðåìÿ ðàáîòû ìîæåò áûòü áîëüøèì. Îäíàêî äëÿ áîëüøîé äîëè ñëó÷àåâ
ñðåäè âõîäîâ ñ äàííûìè çíà÷åíèÿìè 𝑚 è 𝑛 âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà áóäåò ìàëåíüêèì äàæå
ïðè áîëåå ñëàáîì îãðàíè÷åíèè 𝑚 6 log3(2𝑛− 1).

Ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ 𝑚 è 𝑛, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 𝑚 6 log3(2𝑛 − 1), ïî÷òè
ëþáàÿ ñèñòåìà èç 𝑚 óðàâíåíèé îò 𝑛 ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì 𝐺𝐹 (3) áóäåò èìåòü ìíîãî (0, 1)-
ðåøåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ýòîì óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèå (0, 1)-ðåøåíèÿ âñåãäà ìîæåò
áûòü ïðîâåðåíî íåêîòîðûì àëãîðèòìîì çà êâàçèïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ 𝑛𝑂(log𝑛).
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