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On binary solutions to a system of several linear equations modulo
three

A. V. Seliverstov (Russia, Moscow)
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Обозначим через 𝐺𝐹 (3) поле вычетов по модулю три. Элементы поля 𝐺𝐹 (3) будем обо-
значать числами из множества {0, 1, 2}.

Решение системы уравнений, в котором значение каждой переменной принадлежит мно-
жеству {0, 1}, называется (0, 1)-решением или двоичным решением. Распознавание существо-
вания (0, 1)-решения у системы линейных уравнений над полем 𝐺𝐹 (3) служит примером NP-
полной задачи. Однако для одного уравнения эта задача решается легко: только линейное
уравнение вида 𝑥𝑘 = 2 не имеет (0, 1)-решения, поскольку каждое линейное уравнение, нетри-
виально зависящее от двух или более переменных, имеет (0, 1)-решение. Более того, задача по-
иска (0, 1)-решения также разрешима за полиномиальное время для систем из фиксированного
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числа линейных уравнений. Например, можно использовать сводимость задачи над 𝐺𝐹 (3) к
аналогичной задаче над полем рациональных чисел, для решения которой известно много ал-
горитмов, см. [1, 2]. Мы же рассмотрим системы, в которых число уравнений ограничено не
константой, а монотонно возрастающей функцией от числа переменных. Также обсуждаются
вероятностные алгоритмы. Распределение значений сумм случайных (0, 1)-величин рассмот-
рено Яшунским [3].

Пусть система линейных уравнений от переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 содержит больше одного
уравнения и некоторое уравнение нетривиально зависит от переменной 𝑥𝑘. Будем говорить,
что новая система линейных уравнений получена из исходной системы исключением перемен-
ной 𝑥𝑘, если новая система не зависит от переменной 𝑥𝑘, а исходная система эквивалентна
объединению новой системы и ровно одного уравнения (зависящего от 𝑥𝑘), равного линейной
комбинации уравнений исходной системы.

Исключение переменной может приводить к системе, имеющей большее число (0, 1)-
решений, чем было у исходной системы. Следующий результат справедлив лишь над полем
𝐺𝐹 (3), но не над полями с большим числом элементов.

Предложение 1. Даны натуральные числа 𝑛 и 𝑚, удовлетворяющие неравенствам
𝑛 > 5 и 2 6 𝑚 6 log3(2𝑛 − 1), и система из 𝑚 линейных уравнений от 𝑛 переменных над
полем 𝐺𝐹 (3). Пусть для каждого индекса 1 6 𝑘 6 𝑛 существует уравнение, нетривиально
зависящее от 𝑥𝑘. Если у этой системы нет (0, 1)-решения, то существует такой индекс
1 6 𝑘 6 𝑛, что исключие переменной 𝑥𝑘 вновь приводит к системе, у которой нет (0, 1)-
решения. Более того, эта подсистема может быть найдена за полиномиальное время.

Доказательство.Систему уравнений можно записать в матричном виде 𝐴x = b, где
через 𝐴 обозначена 𝑚 × 𝑛 матрица коэффициентов линейных членов уравнений, а через x и
b — столбцы из 𝑛 переменных и 𝑚 чисел, соответственно. По условию теоремы, в матрице 𝐴
нет нулевых столбцов.

При условии 2 6 𝑚 6 log3(2𝑛− 1) в матрице 𝐴 найдутся два линейно зависимых столбца.
Действительно, число возможных различных ненулевых столбцов равно 3𝑚−1. Это множество
разбивается на (3𝑚 − 1)/2 пар линейно зависимых столбцов. Поэтому выполнение условия
𝑛 > (3𝑚 + 1)/2 обеспечивает, что в матрице 𝐴 найдутся два линейно зависимых столбца.
Обозначим номера этих столбцов через 𝑗 и 𝑘. Найти номера 𝑗 и 𝑘 можно перебирая 𝑛(𝑛−1)/2
вариантов и проверяя линейную зависимость соответствующих столбцов.

Исходная система 𝐴x = b эквивалентна системе 𝐵x = c, где в 𝑚 × 𝑛 матрице 𝐵 в столб-
цах с номерами 𝑗 и 𝑘 ненулевые элементы расположены лишь в одной строке, номер которой
обозначим через ℓ. Здесь матрица 𝐵 получается из матрицы 𝐴 элементарными операциями
над строками, а элемент столбца c равен соответствующей линейной комбинации элементов
столбца b. Если система уравнений, полученная удалением ℓ-го уравнения из этой системы
уравнений, имеет (0, 1)-решение, то она имеет (0, 1)-решение при любых значениях перемен-
ных 𝑥𝑗 и 𝑥𝑘. Следовательно, вся система тоже имеет (0, 1)-решение, поскольку выбор значений
переменных 𝑥𝑗 и 𝑥𝑘 позволяет выполнить ℓ-ое уравнение при любой оценке остальных пере-
менных. Удаление ℓ-го уравнения соответствует исключению каждой из переменных 𝑥𝑗 и 𝑥𝑘.

2

Предложение 2. Существует алгоритм полиномиального времени, который получает
на вход систему из 𝑚 линейных уравнений от 𝑛 переменных над полем 𝐺𝐹 (3) и при условии
𝑚 6 log3 log3(2𝑛 − 1) примимает вход тогда и только тогда, когда система имеет (0, 1)-
решение.

Доказательство.Алгоритм в цикле делает попытки либо удалить уравнение, которое
линейно зависит от остальных уравнений, либо исключить переменную в соответствии с пред-
ложением 1. Также удаляются из рассмотрения все переменные, которые не входят в новую
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систему. В случае успеха на очередном шаге будет получена система уравнений, состоящая
из меньшего числа уравнений. При этом новая система имеет (0, 1)-решение тогда и только
тогда, когда исходная система имеет (0, 1)-решение. После выполнения менее 𝑚 шагов этот
процесс останавливается в одном из двух возможных случаев: либо осталось одно уравнение,
либо полученная система зависит от малого числа переменных.

Если осталось одно уравнение, то для уравнения вида 𝑥𝑘 = 2 вход отвергается, а для
уравнения другого вида вход принимается.

Если осталось 𝑘 переменных, а система содержит несколько уравнений и не может быть
уменьшена, то происходит разбор 2𝑘 случаев. Оценим сверху число 𝑘. Поскольку оставшееся
число уравнений не превышает числа 𝑚, выполнено неравенство log3(2𝑘 − 1) < 𝑚. Но по
условию применимости алгоритма выполнено𝑚 6 log3 log3(2𝑛−1). Следовательно, выполнены
неравенства (2𝑘 − 1) < log3(2𝑛− 1) и 𝑘 6 0.5 log3(2𝑛− 1) < 0.3155 log2(2𝑛− 1). Поэтому число
различных (0, 1)-оценок оставшихся 𝑘 переменных меньше числа (2𝑛− 1)0.3155.

2

Если условие 𝑚 6 log3 log3(2𝑛 − 1) из предложения 2 нарушено, то алгоритм всегда даст
правильный ответ, но время работы может быть большим. Однако для большой доли случаев
среди входов с данными значениями 𝑚 и 𝑛 время работы алгоритма будет маленьким даже
при более слабом ограничении 𝑚 6 log3(2𝑛− 1).

При данных значениях 𝑚 и 𝑛, удовлетворяющих неравенству 𝑚 6 log3(2𝑛 − 1), почти
любая система из 𝑚 уравнений от 𝑛 переменных над полем 𝐺𝐹 (3) будет иметь много (0, 1)-
решений. С другой стороны, при этом условии существование (0, 1)-решения всегда может
быть проверено некоторым алгоритмом за квазиполиномиальное время 𝑛𝑂(log𝑛).
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