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Применение почти-полей для решения систем алгебраических
уравнений над конечным полем1
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Some application of near-fields to solving systems of algebraic
equations over a finite field1

A. V. Seliverstov (Russia, Moscow)
Institute for Information Transmission Problems of the Russian Academy of Sciences
(Kharkevich Institute)
e-mail: slvstv@iitp.ru

1. Введение

1Работа выполнена в рамках государственного задания ИППИ РАН, утвержденного Минобрнауки России.
1The research was carried out within the state assignment of Ministry of Science and Higher Education of the

Russian Federation for IITP RAS.
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Определение 1. Алгебраическая система с константой нуль и бинарными операциями
сложения и умножения называется левым почти-полем, если относительно сложения это
абелева группа, относительно умножения ненулевые элементы образуют группу, а также
выполнены: левый дистрибутивный закон 𝑧(𝑥+ 𝑦) = 𝑧𝑥+ 𝑧𝑦, свойства нуля 0 · 𝑥 = 𝑥 · 0 = 0
и для элементов 𝛼 ̸= 𝛽 и любого 𝛾 уравнение 𝛼𝑥 = 𝛽𝑥+ 𝛾 имеет единственное решение.

Первые примеры конечных почти-полей нашёл Леонард Юджин Диксон (Leonard Eugene
Dickson, 1874–1954) [1, 2]. Позже Ганс Цассенхауз (Hans Julius Zassenhaus, 1912–1991) класси-
фицировал конечные почти-поля (near-field), называя их по-немецки Fastkörper [3, 4]. Кроме
бесконечного множества почти-полей Диксона существует лишь семь исключительных конеч-
ных почти-полей порядка 𝑝2 для простых чисел 𝑝 ∈ {5, 7, 11, 23, 29, 59}, из них для 𝑝 = 11
существуют два почти-поля.

Конечное почти-поле служит линейным пространством над некоторым полем. Поэтому
аддитивная группа конечного почти-поля изоморфна аддитивной группе поля Галуа той же
мощности. Хотя для некоторых почти-полей элементы этого поля не всегда коммутируют с
остальными элементами объемлющего почти-поля [4, 5]. Некоторые линейные уравнения над
почти-полем соответствуют нелинейным уравнениям над полем Галуа.

В 1891 году Герман Винер (Hermann Wiener, 1857–1939) сообщил о независимости теоре-
мы Дезарга от некоторых аксиом плоскости [6]. Точнее, такова поздняя интерпретация его
результата [7], поскольку Винер использует не аксиомы, но лишь набор допустимых опера-
ций. Следующий шаг сделал Давид Гильберт в 1899 году, когда построил пример бесконечной
недезарговой плоскости. Позже изящный пример недезарговой плоскости опубликовал аме-
риканский астроном Форест Рэй Моултон (Forest Ray Moulton, 1872–1952) [7].

Недезарговы проективные плоскости девятого порядка построили Освальд Веблен (Oswald
Veblen, 1880–1960) и Джозеф Веддербарн (Joseph Henry Maclagan Wedderburn, 1882–1948) в
1905 году [8]. Они использовали почти-поле Диксона из девяти элементов. Точки проективной
плоскости соответствуют классам эквивалентных троек (𝑥, 𝑦, 𝑧) элементов алгебры, среди ко-
торых хотя бы один отличен от нуля. Для ненулевого элемента 𝜅 две тройки координат (𝑥, 𝑦, 𝑧)
и (𝜅𝑥, 𝜅𝑦, 𝜅𝑧) определяют одну точку. Всего 91 точка. Линии определяются линейными урав-
нениями, но здесь важно место коэффициентов линейных уравнений. Авторы предлагают
следующие уравнения: 81 вида 𝑥 + 𝑦𝛼 + 𝑧𝛽 = 0, девять вида 𝑦 + 𝑧𝛽 = 0 и ещё 𝑧 = 0. Итого,
получится 91 линия по 10 точек в каждой. Так определена недезаргова плоскость порядка 9.

2. Результаты и обсуждение

Пусть переменные 𝑥𝑘 и 𝑦𝑘 принимают значения в поле 𝐺𝐹 (3) вычетов по модулю три.
Обозначим через 𝑧𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑦𝑘𝜆 переменные над левым почти-полем из девяти элементов с
порождающим элементом 𝜆 и умножением (𝑎+𝑏𝜆)(𝑐+𝑑𝜆) = 𝑎𝑐−(𝑎2+𝑏2)𝑏𝑑+

(︀
𝑏𝑐+ (𝑎2 + 𝑏2)𝑎𝑑

)︀
𝜆.

Поле 𝐺𝐹 (3) изоморфно центру этого почти-поля.
Для 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑓 и 𝑔 из 𝐺𝐹 (3), если оба элемента 𝑎+𝑏𝜆 и 𝑐+𝑑𝜆 почти-поля отличны от нуля,

то уравнение 𝑧1(𝑎 + 𝑏𝜆) = 𝑧2(𝑐 + 𝑑𝜆) + 𝑓 + 𝑔𝜆 определяет взаимно однозначное соответствие
между переменными 𝑧1 и 𝑧2. Над полем 𝐺𝐹 (3) это уравнение соответствует системе из двух
нелинейных уравнений от четырёх переменных 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2 и 𝑦2. Выделяя части без множителя
𝜆 и с 𝜆, получим систему двух уравнений:{︂

𝑥1𝑎− (𝑥21 + 𝑦21)𝑦1𝑏 = 𝑥2𝑐− (𝑥22 + 𝑦22)𝑦2𝑑+ 𝑓
𝑦1𝑎+ (𝑥21 + 𝑦21)𝑥1𝑏 = 𝑦2𝑐+ (𝑥22 + 𝑦22)𝑥2𝑑+ 𝑔

.

Учитывая тождество 𝑥3 = 𝑥, эту систему можно переписать так:{︂
𝑎𝑥1 − 𝑏𝑥21𝑦1 − 𝑏𝑦1 = 𝑐𝑥2 − 𝑑𝑥22𝑦2 − 𝑑𝑦2 + 𝑓
𝑏𝑥1 + 𝑏𝑥1𝑦

2
1 + 𝑎𝑦1 = 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑥2𝑦

2
2 + 𝑐𝑦2 + 𝑔

.
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Также можно рассматривать и другие уравнения от одной или двух переменных над почти-
полем. При этом уравнение от одной переменной может иметь несколько решений. Например,
уравнение 𝑧𝜆 = 𝜆𝑧 над почти-полем имеет пять решений {0, 1, 2, 𝜆, 2𝜆}, а не девять.

Уравнение 𝑧1𝜆 = 𝜆𝑧2 от двух переменных над почти-полем соответствует паре уравнений
от четырёх уравнений над полем, которые линейны по двум переменным.

Уравнение 𝜆𝑧1 = 𝜆𝑧2 от двух переменных над почти-полем соответствует паре линейных
уравнений над полем.

Если рассматривать систему из таких пар уравнений от чётного числа переменных 𝑥𝑘 и
𝑦𝑘, где уравнения из каждой пары зависят лишь от четырёх переменных, то разрешимость
такой системы легко проверяется за полиномиальное время. Если эта система не разбивается
на подсистемы от непересекающихся наборов переменных, то число решений не может быть
больше девяти. Более того, все решения можно найти за полиномиальное время. Для этого
выберем некоторую пару переменных, например, 𝑥1 и 𝑦1. Фиксируем некоторые значения этих
двух переменных над 𝐺𝐹 (3), всего девять вариантов. Это позволяет вычислить значения дру-
гой пары или нескольких пар переменных. Продолжая этот процесс, мы либо найдём решение,
либо придём к противоречию.

Если же система разбивается на подсистемы от непересекающихся наборов переменных,
то эти подсистемы легко найти жадным алгоритмом по аналогии с поиском компонент связ-
ности в неориентированном графе. Далее эти подсистемы рассматриваются независимо. В
этом случае общее число решений может быть экспоненциально большим. Но число решений
вычисляется за полиномиальное время.

Аналогично можно рассматривать другие конечные почти-поля, а также квазиполя, в ко-
торых умножение не обязательно ассоциативно [9, 10]. В частности, это позволяет решать
некоторые системы нелинейных уравнений над полем Галуа большого порядка.

Геометрический смысл этого подхода в том, что рассматривается конфигурация из недез-
арговых плоскостей. Некоторые линии из разных плоскостей отождествляются друг с другом,
обеспечивая согласование координат между некоторыми плоскостями. Однако эта конфигура-
ция плоскостей и линий не вложена ни в какое объемлющее проективное пространство. Важно,
что рассматриваемые уравнения зависят от самое большее двух переменных над почти-полем,
хотя они соответствуют нелинейным уравнениям от большего числа переменных над полем.
Иными словами, это уравнение определяет линию на недезарговой плоскости. К сожалению,
над почти-полем нет быстрого алгоритма для решения линейных уравнений общего вида, за-
висящих от большого числа переменных. При этом недезаргова плоскость не вкладывается в
пространство большей размерности. Поэтому уравнение от многих переменных уже не имеет
естественной геометрической интерпретации.

Работа выполнена в рамках государственного задания ИППИ РАН, утвержденного Мино-
брнауки России.
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Критерии асимметричности графа с малым количеством
вершин

В. В. Тензина (РФ, г. Москва)
Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова
e-mail: viktoria.tenzina@math.msu.ru

Ways to identify asymmetry in graphs with few vertices

V. V. Tenzina (Russia, Moscow)
Lomonosov Moscow State University
e-mail: viktoria.tenzina@math.msu.ru

Асимметричным графом называется граф, чья группа автоморфизмов состоит из одного
элемента - тождественного изоморфизма. Количество всех неизоморфных простых неориен-
тированных графов, то есть без кратных рёбер и петель, с 𝑛 вершинами, представлено в
последовательности A003400 из [1].

Перестановочная матрица — это такая квадратная матрица, у которой в каждом столбце
и в каждой строке стоит ровно одна единица, а остальные элементы нули (см. [2]). Напомним,
что два графа Γ1, Γ2 с соответствующими матрицами смежности 𝐴1 и 𝐴2 изоморфны тогда и
только тогда, когда найдётся перестановочная матрица 𝑃 такая, что 𝐴2 = 𝑃 𝑇𝐴1𝑃 (см. [3]).

Утверждение 1. Пусть Γ — простой неориентированный граф, 𝐴 — его матрица
смежности. Если найдётся такое натуральное число 𝑘, что все элементы на диагонали
матрицы 𝐴𝑘 различны, то граф Γ асимметричен.

Как известно (например, из [1]), существует ровно 8 асимметричных графов с 6-ю верши-
нами.


