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посвященная 100-летию факультета математики и компьютерных наук

Ивановского государственного университета

г. Иваново, 21–24 марта 2018 г.

О НЕКОТОРЫХ ВЕЩЕСТВЕННЫХ КУБИЧЕСКИХ
ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯХ

А.В.Селиверстов (Москва)1

1. Введение

Рассмотрим n-мерное вещественное проективное пространство с фиксированной си-
стемой однородных координат (x0 : · · · : xn). Гиперплоскость x0 = 0 будем называть бес-
конечно удалённой. Точки с координатами ±1 отождествим с вершинами фиксированно-
го n-мерного куба, называемого ±1-кубом. Этот куб вложен в аффинное пространство
x0 = 1. Множество вершин ±1-куба служит множеством всех вершин его грани, если неко-
торые из координат фиксированы, а остальные принимают любое из двух значений ±1.
В частности, гранями служат вершины и рёбра куба. Грани коразмерности один называ-
ются фасетами. Обозначим через h = α0 + α1x1 + · · · + αn−1xn−1 + xn линейную функ-
цию, все коэффициенты которой отличны от нуля. Аффинная гиперплоскость h = 0 инци-
дентна некоторой вершине ±1-куба тогда и только тогда, когда существует особая точка
у (n − 1)-мерной проективной гиперповерхности, которая определена кубической формой
g = α0x

3
0 + · · · + αn−1x

3
n−1 − (α0x0 + · · · + αn−1xn−1)3. Если же таких вершин нет и все ко-

эффициенты αi 6= 0, то эта гиперповерхность гладкая [11]. Число компонент связности ве-
щественной проективной гиперповерхности g = 0 зависит от взаимного расположения ги-
перплоскости h = 0 и вершин ±1-куба. Поскольку общая комплексная проективная кубиче-
ская поверхность определяется суммой кубов пяти линейных форм (Sylvester’s pentahedral
theorem), полученные результаты могут быть использованы для моделирования поверхно-
стей [6, 7, 9]. Но типичный ранг кубической формы быстро растёт при увеличении числа
переменных [12]. С другой стороны, получены новые результаты о комбинаторной задаче,
близкой к задаче о рюкзаке [2].

Вещественная проективная кубическая гиперповерхность состоит либо из одной, ли-
бо из двух компонент связности. У гладкой гиперповерхности одна компонента связности
неориентируемая. Если компонент связности две, то одна из них ориентируемая, а другая
неориентируемая и гомеоморфная гиперплоскости. Существует вероятностный алгоритм
проверки связности гладкого и ограниченного вещественного алгебраического множества,
время работы которого экспоненциально зависит от размерности [10].

Известно несколько методов определения числа компонент гладкой кубической кривой
на вещественной проективной плоскости. Линейной заменой координат кубическую форму
от трёх переменных, определяющую эту кривую, можно привести к виду f(y0, y1) − y0y

2
2.

Если дискриминант ∆ многочлена третьей степени f(1, y1) положительный, то кривая связ-
ная. Если отрицательный, то существует ориентируемая компонента [4]. Другой метод ос-
нован на приведении кубической формы к виду y3

0 + y3
1 + y3

2 − 3λy0y1y2. Если λ > 1, то кри-
вая содержит ориентируемую компоненту; если λ < 1, то кривая связная [5]. Третий ме-
тод основан на представлении кубической формы от трёх переменных в виде определите-
ля эрмитовой матрицы третьего порядка, элементами которой служат линейные формы [8].
Проективные инварианты для объединения овала и прямой, в частном случае совпадаю-
щие с приводимой кубической кривой, рассмотрены в работе [1].

Для символьных вычислений использован облачный сервис MathPartner [3]. Ви-
зуализация кривых и поверхностей выполнялась программой Surfer; уравнения кривых
определяют цилиндрические поверхности (https://imaginary.org/de/program/surfer).

c© СеливерстовА.В., 2018. Получено 20.12.2017. УДК 514.144.
1Институт проблем передачи информации им. А. А. Харкевича РАН. E-mail: slvstv@iitp.ru.
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2. Результаты

Теорема 1. Если аффинная гиперплоскость h = 0, которая не инцидентна никакой
вершине и не параллельна никакому ребру ±1-куба, отделяет одну вершину от остальных
вершин ±1-куба, то вещественная проективная гиперповерхность g = 0 состоит из двух
компонент связности. Если гиперплоскость h = 0 не пересекает ±1-куб, то вещественная
проективная гиперповерхность g = 0 гомеоморфна гиперплоскости.

Доказательство. Если две аффинные гиперплоскости одинаково расположены отно-
сительно вершин ±1-куба, то соответствующие вещественные проективные гиперповерхно-
сти имеют равное число компонент связности.

Рассмотрим ε-окрестность точки 1, все координаты которой равны 1, и многочлен
δ−n+x3

1 + · · ·+x3
n−1−(δ−n+x1 + · · ·+xn−1)3, где вещественный параметр δ удовлетворяет

неравенству |δ| < ε. В ε-окрестности точки 1 этот многочлен равен

δ + 3
n−1∑
i=1

(xi − 1)2 + 3

(
n−1∑
i=1

(xi − 1)

)2

+O(ε3).

При δ = 0 точка 1 служит единственной особой точкой гиперповерхности g = 0. В этом
случае точка 1 служит изолированной вещественной точкой гиперповерхности. При δ < 0
около точки 1 появляется гладкая ориентируемая компонента связности. При δ > 0 этой
компоненты нет. Таким образом, если аффинная гиперплоскость отделяет одну вершину
±1-куба от остальных, то соответствующая вещественная проективная гиперповерхность
состоит из двух компонент связности. Если же гиперплоскость не пересекает ±1-куб, то
соответствующая вещественная проективная гиперповерхность связная.

Рассмотрим гиперповерхность, состоящую из двух компонент связности (при δ < 0).
Фиксируем точку U внутри области, ограниченной ориентируемой компонентой, и некото-
рую гиперплоскость Y, не содержащую точку U . Прямая, проходящая через U , пересекает
неориентируемую компоненту в одной точке V . Отображение, которое сопоставляет такой
точке V точку пересечения прямой UV с Y, служит гомеоморфизмом. При увеличении па-
раметра δ неориентируемая компонента меняется непрерывно. Следовательно, она остаёт-
ся гомеоморфной гиперплоскости при δ > 0. �

Замечание 1. Проективное преобразование объемлющего пространства, переставля-
ющее вершины куба, не меняет число компонент связности гиперповерхности. Если гипер-
плоскость h = 0 отделяет все вершины некоторой грани, кроме одной из них, то веществен-
ная проективная гиперповерхность g = 0 содержит ориентируемую компоненту.

Пример 1. Если аффинная гиперплоскость h = 0 разделяет две противоположные
фасеты ±1-куба, то вещественная проективная гиперповерхность g = 0 связная. Соответ-
ствующее проективное преобразование поворачивает бесконечно удалённую гиперплоскость
так, чтобы в исходном аффинном пространстве она прошла посередине между этими фасе-
тами. Если же h = 0 не пересекает одну из фасет и отделяет от противоположной фасеты
ровно одну вершину, то вещественная проективная гиперповерхность g = 0 содержит ори-
ентируемую компоненту.

Теорема 2. Если аффинная плоскость h = 0 не инцидентна никакой вершине и
не параллельна никакому ребру трёхмерного ±1-куба, то она отделяет нечётное число
вершин тогда и только тогда, когда вещественная проективная кубическая кривая g = 0
состоит из двух компонент связности.

Пример 2. Рассмотрим форму α0x
3
0 +x3

1 +x3
2− (α0x0 +x1 +x2)3, которая определяет

проективную плоскую кривую и соответствует сечению трёхмерного ±1-куба плоскостью,
ортогональной диагонали. Сделаем линейную замену переменных y0 = (x1+x2)/2, y1 = α0x0

и y2 = (x1 − x2)/2. Тогда при α0 6= 0 и y0 = 1 аффинная кривая задана уравнением
6α2

0y
2
2 = (α2

0− 1)y3
1 + 6α2

0y
2
1 + 12α2

0y1 + 6α2
0. Дискриминант многочлена в правой части равен

∆ = −108α4
0(α4

0 − 10α2
0 + 9). Если выполнены неравенства 1 < |α0| < 3, то ∆ > 0 и кривая

состоит из двух компонент связности. Тогда аффинная плоскость α0 + x1 + x2 + x3 = 0
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отделяет одну вершину ±1-куба от остальных. При ∆ < 0 кривая связная. Если 0 < α0 < 1,
то аффинная плоскость отделяет четыре вершины ±1-куба от четырёх других. Если α0 > 3,
то аффинная плоскость не пересекает ±1-куб.

Замечание 2. Для n = 4 нечётность числа отделяемых вершин ±1-куба не эквива-
лентна существованию ориентируемой компоненты у проективной поверхности g = 0.

Пример 3. Пусть h = −α + 1
2x1 + 1

2x2 + 3x3 + x4. При 1 < α < 2 аффинная гипер-
плоскость h = 0 отделяет семь вершин ±1-куба, проективная гиперповерхность g = 0 со-
держит ориентируемую компоненту. Однако при α = 3 аффинная гиперплоскость h = 0 от-
деляет пять вершин ±1-куба, а проективная гиперповерхность g = 0 связная.

Пример 4. Рассмотрим форму x3
0 + · · ·+x3

2m+1− (x0 + · · ·+x2m+1)3, которая опреде-
ляет 2m-мерную проективную гиперповерхность X . При m = 1 это диагональная поверх-
ность Клёбша. На этой гиперповерхности лежат m-мерные линейные подпространства. Од-
но из них задано системой из m + 1 уравнения x0 = −x1,. . . , x2m = −x2m+1. Другие полу-
чаются перестановками индексов. Поскольку на X лежат два скрещивающихся m-мерных
линейных подпространства Y и Z, эта гиперповерхность X рациональная над полем ве-
щественных чисел. Сопоставляя двум точкам V ∈ Y и W ∈ Z третью точку пересечения
проходящей через них прямой VW с гиперповерхностью X , получим бирациональное отоб-
ражение Y × Z 99K X . Поскольку произведение линейных пространств Y × Z рациональ-
но, такова же и гиперповерхность X . Если X , Y и Z определены над полем вещественных
чисел, то X рационально над полем вещественных чисел. С другой стороны, если веще-
ственная гиперповерхность X состоит из двух компонент связности, то на ней не могут ле-
жать два вещественных скрещивающихся линейных подпространства размерности m каж-
дая. Оба эти подпространства должны лежать на неориентируемой компоненте. Тогда об-
щая прямая, пересекающая эти два подпространства, пересекает ориентируемую компонен-
ту в чётном числе точек. Но бирациональное отображение должно быть взаимно однознач-
ным в общей точке. Следовательно, ориентирумой компоненты нет. Этот случай соответ-
ствует разбиению множества вершин (2m+ 2)-мерного ±1-куба на два множества, каждое
из которых содержит чётное число вершин.
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