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ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА

О СТАТИСТИЧЕСКОМ ОЦЕНИВАНИИ ПАРАМЕТРОВ
АППРОКСИМАЦИОННЫХ СУММ

С.А. Барабанова

Санкт-Петербургский государственный университет,
факультет прикладной математики — процессов управления
Университетский пр-т 35, 198504 Санкт-Петербург, Россия

Barabanova.Sveta@gmail.com

При построении неизвестного распределения вероятности по результатам измерения (по
выборке) обычно используют некоторую априорную информация об искомом распределении.
Часто предполагается, что это распределение принадлежит некоторому параметрическому
семейству. В этом случае и возникает задача статистического оценивания параметров рас-
пределения. Иногда известно, что искомое распределение достаточно близко к известному
распределению, тогда и появляется возможность воспользоваться теоремой В.И. Зубова [1].

Теорема. Пусть F (x) и F0(x) непрерывные функции распределения. Тогда для любого
ε > 0 существует натуральное число N, набор действительных чисел a1, . . . , aN , набор
положительных чисел b1, . . . , bN , набор неотрицательных чисел α1, . . . , αN , в сумме рав-
ных единице, такие, что

max
x

∣∣∣∣F (x)−
N∑

k=1

αkF0(
x− ak

bk
)
∣∣∣∣ 6 ε. (1)

Отсюда, в частности, следует что любую непрерывную функцию распределения можно с
произвольной точностью аппроксимировать смесью нормальных функций распределения.
Сумма под знаком модуля в (1) называется аппроксимационной [2], таким образом возникает
задача статистического оценивания параметров этой суммы. Но статистическое оценивание
большого числа параметров может представлять определенную трудность для определения
неизвестных коэффициентов a1, . . . , aN , b1, . . . , bN , α1, . . . , αN .

Интуитивно ясно, что применение аппроксимационной суммы Зубова будет эффектив-
но, если порождающая функция распределения в определенном смысле близка к искомой
функции распределения. Развивая эту идею с помощью метода максимального правдоподо-
бия, удалось получить следующий результат [3]: если искомое и порождающее распределе-
ние вероятности абсолютно непрерывны (имеют плотности) и плотности этих распределений
близки, то при аппроксимации можно ограничиться рассмотрением двучленных сумм Зубо-
ва. В работе предложены два семейства распределений близких к нормальному стандартно-
му распределению, для которых задача получения эффективных оценок параметров может
быть алгоритмизована [4]. Приводится алгоритм получения таких оценок, основанный на
экстремальном свойстве исследуемых распределений по отношению к энтропии.
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С ПРИОРИТЕТНЫМИ ЗАЯВКАМИ
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В докладе рассматривается HM (Howard — Matalytski) — сеть произвольной структуры,
состоящая из определенного числа систем массового обслуживания (СМО). Заявка при пере-
ходе из одной СМО в другую приносит последней системе некоторый доход и соответственно
доход первой системы уменьшается на эту величину.

Для моделирования НМ-сетей с приоритетными заявками будем использовать процессно-
ориентированную модель. В основе ее лежит использование объектов двух типов: 1) процессы
(активного типа), 2) ресурсы (неактивного типа).

При имитационном моделировании процесса изменения доходов в системах замкнутой
НМ-сети с приоритетными заявками, вводятся в рассмотрение процессы и ресурсы. Ресур-
сом является СМО, а процессом — каждая заявка, обслуживаемая в сети. Число линий
обслуживания в СМО, закон распределения времен обслуживания заявок в каждой линии
и другие представляют собой набор свойств ресурса. Для каждого процесса задается при-
оритет, определяемый следующим образом: либо заявка имеет приоритет (заявки первого
типа) в обслуживании, либо не имеет (заявки второго типа). Процессы с приоритетом обслу-
живаются в первую очередь, а процессы без приоритета должны ждать. Преимущественное
внимание уделяется приоритетным заявкам, которые могут прервать обслуживание непри-
оритетных заявок.

Процессы могут «захватывать» ресурсы, когда те свободны, «удерживать» их в течение
некоторого времени, или становиться в очередь к ресурсам, что равносильно обслуживанию
заявок в СМО. Причем тут срабатывает принцип приоритетности заявок. Если процесс «за-
нят» неприоритетной заявкой и больше нет свободных процессов, то приоритетная заявка
«выталкивает» неприоритетную и обслуживается указанным процессом. Другими словами,
указанная неприоритетная заявка прерывает свое обслуживание и становится в очередь.
Когда очередь доходит до неприоритетной заявки, которая была «вытолкнута», она обслу-
живается с того момента, с которого прервали ее обслуживание, т. е. дообслуживается. После
захвата и удержания одного ресурса, процесс переходит к другому ресурсу, согласно матрице
вероятностей переходов. За переход от одного ресурса к другому, некоторый определенный
доход переходит от ресурса-источника к ресурсу-получателю. Эта величина определяется
генератором, сопоставленным ресурсу, участвующему в переходе.

В рассмотрение также вводятся объекты еще одного типа - генераторы доходов, которые
могут быть случайными величинами (СВ). Для каждой СМО необходимо сопоставить по три
генератора доходов — первый для получения значения выигрыша от перехода заявки перво-
го типа из этой системы в другую и наоборот, второй — для получения значения выигрыша
от перехода заявки второго типа из этой системы в другую и наоборот, третий — для полу-
чения выигрыша СМО за промежуток времени, в течение которого все заявки находились
на обслуживании.
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При имитационном моделировании был использован пакет SimPy (Simulation in Python) —
открытая программная библиотека для имитационного моделирования различных процессов
с дискретными событиями, написанная на языке программирования Python. Для представ-
ления компонентов имитации в пакете существуют два основных класса — Process для ак-
тивных процессов и Resource — для ресурсов. Кроме того, введен важный класс Monitor,
который собирает моделируемые данные для анализа и статистики.

О ВЕРОЯТНОСТНОМ ОПИСАНИИ СЛУЧАЙНЫХ
ЗАМКНУТЫХ СЕПАРАБЕЛЬНЫХ МНОЖЕСТВ В R

Ю.П. Вирченко1, О.Л. Шпилинская2

1 Белгородский государственный университет, Белгород, Россия
virch@bsu.edu.ru

2 Институт монокристаллов НАН Украины, Харьков, Украина
shpilolga@mail.ru

Случайное множество 〈Ω, B, P〉 с пространством погружения [0, z] ⊂ R (Ω = {X̃ ⊂
⊂ [0, z]t}) называется замкнутым, если его случайные реализации X̃ с вероятностью 1 за-
мкнуты.

Случайное замкнутое множество 〈Ω, B,P〉 называется сепарабельным, если для любого
счетного плотного в [0, z] множества R с вероятностью 1 для случайных реализаций X̃ ⊂
⊂ [0, z] имеет место X̃ ∩R = X̃. Доказано следующее утверждение.

Теорема. Для того чтобы случайное множество 〈Ω,B, P〉 было сепарабельным необ-
ходимо и достаточно чтобы его реализации с вероятностью 1 были представимы в виде

X̃ =
⋃

k∈Ñ

[α̃k, β̃k], (1)

где Ñ — случайное счетное множество меток и случайные отрезки [α̃k, β̃k] попарно не
пересекаются. Для каждой реализации X̃, для которой такое разложение имеет место,
множество отрезков {[α̃k, β̃k]; k ∈ Ñ} единственно.

Замкнутые сепарабельные множества в R допускают вероятностное описание (задание
вероятностной меры P на подходящей σ-алгебре B) на основе бесконечного набора симмет-
ричных функций [1] Gl(x1, . . . , xl) ≡ Pr{xj ∈ X̃; j = 1, . . . , l}, xj ∈ [0, z], j = 1, . . . , l, таких,
что Gl−1(x1, . . . , xl−1) > G(x1, . . . , xl−1, xl), l ∈ N, l 6= 1. Кроме того, любое замкнутое слу-
чайное множество в R (не обязательно сепарабельное) допускают вероятностное описание
на основе бесконечного набора функций [2]

Hl(x1, y1; . . . ;xl, yl) ≡ Pr {[xj , yj) ∩ X̃ = ∅; j = 1, . . . , l}, {xj , yj} ⊂ [0, z], j = 1, . . . , l,

x1 < y1 < x2 < y2 < . . . < xl < yl, l ∈ N,

которые удовлетворяют соотношениям согласованности

Hl(x1, y1; . . . ; xj , xj ; . . . ; xl, yl)=Hl−1(x1, y1; . . . ; 6xj , 6yj ; . . . ; xl, yl), j =1, . . . , l, l∈N, l 6=1,

Hl(x1, y1; . . . ; xj , yj ; yj , yj+1. . . ; xl, yl) = Hl−1(x1, y1; . . . ; xj , 6yj , 6xj+1, yj+1; . . . ; xl, yl),

j = 1, . . . , l, l ∈ N, l 6= 1, H1(0, z) = 1. Однако, оба способа определения вероятностной
меры оказываются чрезвычайно неэффективными в приложениях.
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Рассмотрен частный случай замкнутых сепарабельных множеств, которые названы ко-
нечно-порожденными. Эти множества в соответствующем им разложении (1) имеют с веро-
ятностью 1 только лишь конечный набор компонент, в котором число l̃ случайно. Доказан-
ная теорема позволяет задавать вероятностную меру P для таких случайных множеств на
основе вероятностей pl = Pr {l̃ = l} функций распределения случайных величин Fl(x1, y1; . . .
. . . ; xl, yl) ≡ Pr{α̃j < xj , β̃j < yj , j = 1, . . . , l | l̃ = l}, l ∈ N+. Функции Fl, l ∈ N обладают
специальным свойством: если для какой-то пары {xj , yj} имеет место xj > yj , j = 1, . . . , l,
то Fl(x1, y1; . . . ; xj , yj ; . . . ;xl, yl) = Fl(x1, y1; . . . ; yj , yj ; . . . ;xl, yl), а также если для какого-то
j = 1, . . . , l − 1 имеет место yj > xj+1, то при всех l ∈ N, 6= 1 выполняется

Fl(x1, y1; . . . ; xj , yj ; xj+1, yj+1; . . . ; xl, yl) = Fl(x1, y1; . . . ;xj , xj+1;xj+1, yj+1; . . . ;xl, yl).

Получены алгебраические формулы перехода, которые выражают вероятности Gm(x1, . . .
. . . , xm) и Hm(x1, y1; . . . ; xm, ym) в терминах набора набора {Fl, pl; l ∈ N}.

Литература
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2. Virchenko Yu.P., Shpilinskaya O. L. Marginal probability distributions of random sets in R with
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СТАТИСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ОЦЕНКИ СПЕКТРАЛЬНОЙ
ПЛОТНОСТИ СТАЦИОНАРНОГО СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА

С НЕРЕГУЛЯРНЫМИ НАБЛЮДЕНИЯМИ

Т.И. Воротницкая

Белгосуниверситет, факультет прикладной математики и информатики
Независимости 4, 220050 Минск, Беларусь
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Рассматриваются стационарные в широком смысле независимые случайные процессы
X(t) и d(t), t ∈ Z с математическими ожиданиями mX = 0 и md, ковариационными
функциями RX(τ), Rd(τ), τ ∈ Z, cпектральными плотностями fX(λ), fd(λ), λ ∈ Π =
= [−π, π], смешанными моментами n -го порядка mX

n (t1, . . . , tn−1), md
n(t1, . . . , tn−1) и сме-

шанными семиинвариантами n -го порядка cX
n (t1, . . . , tn−1), cd

n(t1, . . . , tn−1), tj∈Z, j =1, 3.
Пусть через равные промежутки времени получено T последовательных наблюдений

Y (0), Y (1), . . . , Y (T − 1) за процессом Y (t) = X(t)d(t), t ∈ Z [1]. По этим наблюдениям
построена оценка спектральной плотности процесса X(t) вида

f̂X(λ) =
1

2πT

KT∑

τ=−KT

k

(
τ

KT

)(
1

(Rd(τ) + (md(τ))2)

) T−τ−1∑

t=0

Y (t + τ)Y (t)e−iλτ ,

где k(x) = k(−x), k(0) = 1, |k(x)| 6 L для некоторого действительного L и всех |x| 6 1,
последовательность целых чисел {KT } такова, что KT →∞ и KT /T → 0 при T →∞ [2].

Оценка является асимптотически несмещенной и состоятельной в сренеквадратическом
смысле при выполнении следующих ограничений на ковариационные функции и семиинва-
рианты третьего и четвертого порядков процессов X(t) и d(t), t ∈ Z :

∞∑
τ=−∞

|RX(τ)| < ∞,
∞∑

τ=−∞
|Rd(τ)| < ∞,

∞∑
u=−∞

|cX
4 (u + τ1, u, u + τ2)| < ∞,

∞∑
u=−∞

|cX
3 (u + τ1, u)| < ∞,

∞∑
u=−∞

|cd
4(u + τ1, u, u + τ2)| < ∞,

∞∑
u=−∞

|cd
3(u + τ1, u)| < ∞

равномерно по всем τ1, τ2 ∈ Z.
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АНАЛИЗ ДВУХФАЗНЫХ СИСТЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ СО ВТОРОЙ
ФАЗОЙ, ОПИСЫВАЕМОЙ МАРКОВСКИМ ПРОЦЕССОМ С КОНЕЧНЫМ

ПРОСТРАНСТВОМ СОСТОЯНИЙ

А.Н. Дудин

Белгосуниверситет, факультет прикладной математики и информатики
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Двухфазные системы обслуживания описывают функционирование многих производ-
ственных, технических и административных систем и поэтому являются популярным объ-
ектом исследований (см., например, [1, 2]). В последние годы выявлена существенная зави-
симость важнейших характеристик производительности таких систем не только от интен-
сивности входного потока, но и от корреляции длин последовательных интервалов между
моментами поступления и дисперсии распределения этих длин (см., например, [3–15]). В
этих работах исследованы системы с групповым марковским входным потоком и различны-
ми механизмами обработки запросов на фазах системы. В данной работе предложена схема
унифицированного исследования таких систем при формальном описании функционирова-
ния второй фазы в терминах многомерной цепи Маркова с непрерывным временем и конеч-
ным пространством состояний. Использование этой схемы позволяет существенно упростить
анализ тандемных систем с различными механизмами обработки запросов на второй фазе.
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ДВУХФАЗНАЯ СИСТЕМА ОБСЛУЖИВАНИЯ С НЕТЕРПЕЛИВЫМИ
ЗАПРОСАМИ И БЕСКОНЕЧНЫМ ПРОМЕЖУТОЧНЫМ БУФЕРОМ

С.А. Дудин

Белгосуниверситет, факультет прикладной математики и информатики
Независимости 4, 220030 Минск, Беларусь

dudin85@mail.ru

Введение. Рассматривается двухфазная система обслуживания с марковским входным
потоком как модель работы центра информационной и технической поддержки. Центр ин-
формационной и технической поддержки предоставляет широкий спектр информационных
услуг, а также оказывает техническую поддержку в процессе использования аппаратного или
программного обеспечения различного назначения. Примером информационно-сервисного
центра является служба информационной и технической поддержки интернет провайдеров.
В случае возникновения проблем с настройкой интернет соединения абонент интернет услуг
может обратиться в службу информационной поддержки своего провайдера для их решения.
Обычно служба информационной поддержки имеет двухуровневую структуру. На первом
этапе клиент звонит в call-центр обслуживающей компании, дожидается ответа оператора,
который регистрирует обращение клиента и при возможности помогает клиенту самостоя-
тельно. В случае если оператор call-центра не может решить проблему пользователя само-
стоятельно, он просит клиента ожидать, пока с ним свяжется специалист (системный адми-
нистратор, инженер, техник). На втором этапе специалисты службы поддержки получают
заявки от операторов, перезванивают клиентам и помогают им решить возникшие проблемы.
Обзор литературы по call-центрам приведен в работе [1].

Для моделирования работы службы информационной и технической поддержки рассмат-
ривается двухфазная система массового обслуживания. Первая фаза представляет собой
N -линейную систему с буфером размера K − N. В систему поступает марковский вход-
ной поток запросов, заданный неприводимой цепью Маркова с непрерывным временем νt,
t > 0. Предполагается, что очередь первой фазы является «видимой». То есть, если в мо-
мент прихода запроса все приборы первой фазы заняты и число запросов в буфере равно l,
l = 0,K −N − 1, то этот запрос с вероятностью pl покидает систему, а с дополнительной
вероятностью становится в очередь. Если в момент поступления запроса буфер заполнен,
то запрос всегда покидает систему. Если запрос попадает в буфер, то он уходит из системы
из-за нетерпеливости через экспоненциально распределенное с параметром α, 0 < α < ∞,
время с момента попадания в буфер при условии, что он не попал на обслуживание. После
обслуживания на первой фазе запрос с вероятностью q, 0 6 q 6 1, покидает систему, а с
дополнительной вероятностью 1− q переходит на вторую фазу системы. Вторая фаза пред-
ставляет собой R-линейную систему с бесконечным буфером. Запросы, попавшие в буфер
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второй фазы, не покидают систему из-за нетерпеливости и всегда дожидаются начала обслу-
живания. Времена обслуживания запросов на обеих фазах имеют распределения фазового
типа.

Получено условие существования стационарного режима функционирования системы.
Приведен алгоритм вычисления стационарных вероятностей и основных характеристик про-
изводительности. Найдены преобразования Лапласа — Стилтьеса распределения времени
пребывания и ожидания запроса на первой и второй фазах. Приведены результаты числен-
ных экспериментов. Численно решена задача оптимизации функционирования системы.

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда
фундаментальных исследований и Министерства образования, грант №Ф12МВ-002.
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МНОГОЛИНЕЙНАЯ СИСТЕМА ОБСЛУЖИВАНИЯ С МАРКОВСКИМ
ВХОДНЫМ ПОТОКОМ И ПОВТОРНЫМИ ВЫЗОВАМИ

О.С. Дудина
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Введение. Рассматривается многолинейная система обслуживания с повторными вызо-
вами как модель функционирования центра обслуживания звонков. Центр обслуживания
звонков (колл-центр) представляет собой централизованный офис, который используется
для получения и передачи информации, поступающей в виде запросов по телефону. Цен-
тры обслуживания звонков играют важную роль в современном мире. Согласно последним
исследованиям 500 наиболее крупных мировых компаний имеют по крайней мере один колл-
центр для общения со своими клиентами. Рассматривая центр обслуживания звонков как
математическую модель, можно решить широкий круг задач по оптимизации его функцио-
нирования. По статистическим данным 60-80 % затрат колл-центра приходится на обучение
и содержание его персонала, поэтому наиболее важной задачей является нахождение опти-
мального числа операторов, необходимых для обслуживания клиентов с заданным уровнем
обслуживания.

Исследована система обслуживания, состоящая из N приборов (операторов) и буфера
размера R − N (линий для ожидания). В систему поступает марковский входной поток,
заданный управляющим процессом νt, t > 0, который является неприводимой регуляр-
ной цепью Маркова с непрерывным временем и конечным пространством состояний. Время
обслуживания запроса каждым прибором имеет распределение фазового типа.

Если в момент прихода запроса есть свободный прибор, то этот запрос немедленно на-
чинает обслуживаться. Если все приборы и все места в буфере заняты, запрос теряется с
вероятностью q1 или с дополнительной вероятностью идет на некоторое виртуальное место
(орбиту), откуда совершает повторные попытки попасть на обслуживания через случайные
интервалы времени. Если в момент поступления произвольного запроса, все приборы заняты
и l, l = 0, R−N − 1, запросов находится в буфере, то этот запрос отказывается присоеди-
няться к буферу с вероятностью pl или становится в буфер с дополнительной вероятностью.
В первом случае, запрос покидает систему навсегда с вероятностью q2 или с дополнительной
вероятностью идет на орбиту.
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Запросы могут проявлять нетерпеливость во время ожидания в буфере: запрос покидает
систему через экспоненциально распределенное время с параметром θ, 0 < θ < ∞, если он
не попал на обслуживание. В случае ухода из-за нетерпеливости, запрос покидает систему
навсегда с вероятностью q3 или идет на орбиту с дополнительной вероятностью.

Процесс функционирования системы был описан многомерной цепью Маркова с непре-
рывным временем. Получено условие существования стационарного режима. Для нахожде-
ния стационарного распределения был использован численно устойчивый алгоритм, приве-
денный в [1]. Получены формулы для вычисления основных стационарных характеристик
производительности системы. Проведен численный эксперимент, иллюстрирующий влияние
коэффициента корреляции во входном потоке и коэффициента вариации процесса обслужи-
вание на функционирование системы. Численно решена задача нахождения оптимального
числа операторов.

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда
фундаментальных исследований (грант № Ф11М-003).
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О МОДЕЛИРОВАНИИ СТАЦИОНАРНОГО ВРЕМЕННОГО РЯДА
С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ОДНОМЕРНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

В.Е. Евдокимович1, Н.М. Курносенко2
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В [1] рассматривается следующая модель для стационарного процесса ξt, t = 1, 2, . . . , с
произвольным одномерным распределением вероятностей P{ξt < x} = F (x).

Пусть . . . , ξ0
−1, ξ

0
0 , ξ

0
1 , . . . — независимы и одинаково распределены согласно F (x), а δt,

t = 1, 2, . . . , — независимый {ξ0
i } стационарный целочисленный процесс с вероятностями

состояний P{δt = i} = pi, i = 0, 1, 2, . . . ,
∑∞

i=0 pi = 1. В этом случае процесс ξt = ξ0
t−δt

,
t = 1, 2, . . . , имеет одномерное распределение F (x) и стационарную корреляционную функ-
цию ρh = cov (ξt, ξt−h), h = 0, 1, . . . . Если δt и δt′ независимы при любых t = t′, то
выражение для ρh напоминает корреляционную функцию в модели скользящего среднего
для временного ряда. Поэтому процесс ξt называют процессом рандомизированного сколь-
зящего среднего [1].

Предполагается обобщение указанной модели, которое основано на том, что процесс ξt

стационарен не только тогда, когда таковым является процесс δt . Для стационарности ξt

в узком смысле необходимо и достаточно чтобы при любых t1 < t2 < . . . < tn, n = 2, 3, . . . ,
совместная характеристическая функция

ϕt1,t2,. . . ,tn(u1, u2, . . . , un) = M exp[i(u1ξ
0
t1−k1

+ . . . + unξ0
tn−kn

)]

не зависима от ti. Выполнение этого условия обеспечивается свойствами только процесса
δt, поскольку математическое ожидание зависит лишь от всевозможных разностей между
ti − ki и tj − kj . Найдены выражения для стационарной корреляционной функции, когда

δt = X1 + X2 + . . . + Xt, t = 1, 2, . . . ,

где X1, X2, . . . независимы и одинаково распределены.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛОВ ОТ РЕШЕНИЙ
СТОХАСТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

А.Д. Егоров
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В докладе рассматривается задача вычисления математического ожидания нелинейных
функционалов, заданных на траекториях решения уравнения

Xt = 1 +

t∫

0

f(s)Xs dNs, t ∈ [0, 1], (1)

где N = Ns, s ∈ [0, 1] — стандартный процесс Пуассона, а также стохастических уравнений
более общего вида. Решение аналогичной задачи для уравнений по винеровскому процессу
рассмотрено в работе [1], в которой получены формулы точные для функциональных мно-
гочленов от решения некоторых специальных видов линейных уравнений Ито.

Теорема.Пусть функционал F (X(·)) задан на траекториях решения уравнения (1). То-
гда имеет место следующая приближенная формула, которая является точной для функ-
циональных многочленов третьей степени от решения уравнения:

E[F (X(·))] ≈ ∆F (p2(·))− F (0) +
2∑

k=1

Ak

{
ΛF

(
ckp2(·)

(
p1(1)p3(1)
(p2(1))2

)1/3)
−

1∫

0

1∫

0

ΛF

(
ckp2(·)

(
∂

∂u

(
p1(u)
p2(u)

)
∂

∂v

(
p3(v)
p2(v)

))1/3

1[0,·](u)1[·,1](v)
)

dudv−

1∫

0

ΛF

(
ckp2(·)

(
∂

∂u

(
p1(u)
p2(u)

)
p3(1)
p2(1)

)1/3

1[·,1](u)
)

du−

1∫

0

ΛF (ckp2(·)
(

∂

∂u

(
p3(u)
p2(u)

)
p1(0)
p2(0)

)1/3

1[·,1](u)
)

du

}
+

1∫

0

∆F

(
p2(·) ∂

∂u

(
p3(u)
p2(u)

)1/2

1[0,·](u)
))

du,

где pi(u) = exp{∫ u
0 (1 + f(s))3−if(s) ds}, i = 1, 2, p3(u) = exp{∫ u

0 (1 + f(s)) ds}, ΛF (f(·)) =
= (F (f(·)) − F (−f(·)))/2, ∆F (f(·)) = (F (f(·)) + F (−f(·)))/2, параметры Ak, ck, k = 1, 2,
определяются из соотношений A1c1 + A2c2 = 0, A1c

3
1 + A2c

3
2 = 1.

При доказательстве используется явный вид решения уравнения (1). Рассматриваются
составные формулы, сходящиеся к точным значениям математических ожиданий функцио-
налов, основанные на полученных формулах.

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда
фундаментальных исследований (проект Ф11К-020).



12 «XI Белорусская математическая конференция» Минск, 4–9 ноября 2012 г.

Литература

1. Egorov A., Sabelfeld K.Approximate formulas for expectations of functionals of solutions to stochastic
differential equations // Monte Carlo Methods and Applications. 2010. Vol. 16, no. 2. P. 95–127.

МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ ФУНКЦИОНАЛОВ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА
ОТ РЕШЕНИЙ СДУ С РАЗРЫВНОЙ СОСТАВЛЯЮЩЕЙ

А.В. Жерело
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В докладе рассмотрено уравнение вида

Xt = X0 +

t∫

0

f(Xs−, s) dWs +

t∫

0

∫

R

g(Xs−, s, u)ν̃ (ds× du),

где t ∈ [0, T ], Ws = W (s, ω) — винеровский процесс, ν̃s(B) = ν̃(s × B, ω), B ⊂ R —
центрированная стохастическая пуассоновская мера; мера π(B) является характеристикой
меры ν̃s(B), π(R) < ∞.

В данной работе предлагается метод приближенного вычисления значений функциона-
лов вида E[

∫ t
0 F (Xs) ds], зависящих от решения Xt указанного выше уравнения; F (x) —

гладкий функционал. Метод основан на аппроксимации слабого типа, точной для полиномов
третьей степени от винеровского процесса и центрированной пуассоновской меры, в сочета-
нии с дискретизацией временного интервала.

Исследована сходимость предложенного метода.
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Пусть в пространстве наблюдений RN (N > 1) регистрируются случайные вектора-
наблюдения x ∈ RN из L > 2 классов {Ω1, . . . ,ΩL}. Наблюдение x принадлежит к классу
Ωdo со случайным неизвестным (ненаблюдаемым) номером do ∈ S, S = {1, . . . , L} :

P{do = i} = πi > 0, i ∈ S;
∑

i∈S

πi = 1, (1)
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где π = {πi}i∈S — априорные вероятности классов {Ωi}i∈S [1, 2]. Наблюдения из класса
Ωi (при фиксированном номере do = i) описываются условной плотностью распределения
[1, 2]:

pi(x) > 0, x ∈ RN :
∫

RN

pi(x) dx = 1, i ∈ S. (2)

Задача статистической классификации заключается в построении решающего правила
(РП) [1, 2]: d = d(x) : RN → S, относящего наблюдение x к одному из классов {Ωi}i∈S

(d ∈ S) и являющегося статистической оценкой для неизвестного do.
Эффективность РП d = d(x) ∈ S, x ∈ RN , обычно характеризуется при помощи риска,

имеющего смысл ожидаемых потерь при классификации [1, 2]: r = r(d) = E{wdo,d(x)}, где
wij > 0 — величина («цена») потерь при отнесении наблюдений, принадлежащих классу Ωi,
в класс Ωj (i, j ∈ S). Как известно [1, 2], минимально возможное (оптимальное) значение
риска гарантирует байесовское решающее правило (БРП):

do(x) = d(x; π) = arg min
j∈S

fj(x; π), x ∈ RN ;

fj(x; π) =
∑

i∈S

πiwijpi(x), j ∈ S, (3)

и r(d) > r(do), ∀d(·), а величина ro = r(do) называется байесовским риском [1, 2].
Пусть теперь условные плотности {pi(·)}i∈S из (2), задающие распределения вероятно-

стей наблюдений в классах, остаются неизменны, тогда как априорные вероятности из (1)
меняют свои значения с πo = {πo

i }i∈S на π = {πi}i∈S (изменяются пропорции по числу
наблюдений между классами):

πi = πo
i + εi, i ∈ S; −πo

i < εi < 1− πo
i , i ∈ S;

∑

i∈S

εi = 0, (4)

где {εi}i∈S — величины, на которые изменились значения соответствующих априорных ве-
роятностей. Степень этих изменений будем характеризовать уровнем отклонений [3]:

ε+ = max
i∈S

|εi|. (5)

Чем меньше ε+, тем ближе {πi}i∈S к {πo
i }i∈S , и при ε+ = 0 : π = πo.

Установим связь между риском ro(πo), соответствующем БРП d(·; πo), и значением рис-
ка ro(π) БРП d(·; π) после изменения априорных вероятностей с {πo

i }i∈S на {πi}i∈S .
Введем в рассмотрение величины, имеющие смысл условных рисков для БРП d(·; π)

(ожидаемых потерь при классификации наблюдений из соответствующих классов):

R(i)(π) = E{wdo,d(x;π) | do = i} =
∑

j∈S

wij

∫

RN

∏
k∈S
k 6=j

U(fk(x; π)− fj(x; π))pi(x) dx, i ∈ S, (6)

где {fj(·;π)}j∈S определены в (3), а U(z) = {1, z > 0; 0, z < 0}, z ∈ R, — единичная
функция Хэвисайда. При этом справедливо очевидное соотношение: ro(π) =

∑
i∈S πiR

(i)(π).
Теорема. Пусть классы {Ωi}i∈S определяются моделью (1), (2). Тогда при малых

отклонениях (5) априорных вероятностей {πi}i∈S из (4) от значений {πo
i }i∈S : ε+ → 0,

для соответствующих байесовских рисков справедливо асимптотическое соотношение:

ro(π) = ro(πo) +
∑

i∈S

εiR
(i)(πo) + O(ε+

2). (7)
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Следствие. В условиях теоремы для уклонения байесовского риска ro(π)−ro(πo)=O(ε+)
имеет место неравенство:

|ro(π)− ro(πo)| 6 ε+(max
i∈S

R(i)(πo)−min
j∈S

R(j)(πo)) + O(ε+
2),

а при равных между собой значениях условных рисков {R(i)(πo)}i∈S из (6) : ro(πo) =
= R(i)(πo), i ∈ S, уклонение риска ro(π)− ro(πo) = O(ε+

2).
Результаты теоремы и следствия к ней позволяют на практике аналитически оценить

изменение риска БРП (3) при малых изменениях значений априорных вероятностей. Из (7)
также видно, что уменьшение априорных вероятностей, соответствующих бо́льшим значени-
ям условных рисков, и соответствующее увеличение априорных вероятностей для меньших
значений условных рисков приводит к уменьшению байесовского риска, и наоборот.

В качестве примера рассмотрен также часто встречающийся на практике случай двух
классов (L = 2, S = {1, 2}) и модели Фишера, когда плотности, описывающие классы,
многомерные нормальные (гауссовские) [1–3].
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Медицинское страхование является формой социальной защиты интересов населения в
охране здоровья. В настоящее время на западе широко распространено добровольное ме-
дицинское страхование (ДМС), и оно же активно развивается в России. В Республике Бе-
ларусь на данный момент нет единой и целостной схемы реализации ДМС, тем не менее,
некоторые страховые компании уже предоставляют гражданам возможность застраховать
свое здоровье.

В основе расчетов страховых премий ДМС лежит два основных принципа: принцип эк-
вивалентности и принцип солидарности (согласованность интересов). Основная классифи-
кация ДМС проводится по длительности, при этом выделяют краткосрочное страхование и
долгосрочное страхование.

В краткосрочном страховании выделяют два основных класса: с фиксированными вы-
платами и с компенсацией фактических расходов. Классификация долгосрочного страхова-
ния осуществляется в зависимости от видов взносов, видов выплат, количества участников
и длительности периода страхования. Ключевой особенностью долгосрочного страхования
является то, что оно подразумевает систематическое накопление резервов. Существует два
основных метода расчета резерва страхования: перспективный (прямой) и ретроспективный
(обратный) [1]. Оба этих метода дают одинаковый результат.

Основными расчетными компонентами страховой премии (брутто-премии) являются нет-
то-премия, рисковая составляющая и нагрузка (административные расходы, прибыль ком-
пании и др.). При определении нетто-премии учитываются размеры выплат и вероятность
наступления страхового случая.
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Было проведено исследование зависимости размеров страховых премий в долгосрочном
страховании от различных факторов, оказывающих влияние на здоровье человека. В ре-
зультате была выведена система коэффициентов, определяющая эти зависимости. Для от-
ражения влияния определенных факторов в расчетных формулах существует т.н. базовая
величина затрат, которая формируется как комбинация соответствующих коэффициентов.
На основе исследования методов ДМС были получены формулы для расчетных компонент и
разработано программное обеспечение для вычисления страховых премий, которое позволя-
ет корректно вычислять размеры необходимых потоков платежей для рассмотренных видов
ДМС и резервов для долгосрочного страхования.
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В работе приводятся рекуррентные соотношения для нахождения распределения и цен-
тральных моментов времени появления серии событий в полиномиальной схеме.

Будем рассматривать последовательность независимых испытаний, в которых могут про-
исходить только события A1, . . . , Al с вероятностями p1, . . . , pl соответственно.

Пусть нас интересует появление определенной последовательности из событий длины k,
составленной из событий A1, . . . , Al. Такую последовательность обозначим ε. Первые i эле-
ментов этой последовательности обозначим εi. Пусть Sn — n реализаций в рассмотренной
схеме испытаний.

Обозначим εi ≺ Sn, если последние i событий в последовательности Sn совпадают с εi.
Пусть ξ = min{n : ε ≺ Sn}, p(n) = P{ξ = n}, pi(n) = P{ξ = n | εi}.

Теорема 1. Распределение p(n) случайной величины ξ находится рекуррентным об-
разом из системы k линейных уравнений:

pi−1(n) = pjpi(n) +
∑

s6=j

pspl(s)(n + l(s)− i),

где p0 = p(n), pi(n) = 0, если n < k, pk(n) = 1, l(s) = max{r : εr ≺ εi−1As}.
Пусть Ei{l} = E{(ξ + l)m | εi}, Ei = E{ξm | εi}.
Теорема 2. Моменты E{ξm} случайной величины ξ находятся рекуррентным образом

из системы k линейных уравнений:

Ei−1 = pjpi(n) +
∑

s6=j

psEl(s)(i− l(s)),

E0(l) = E{(ξ + l)m}, Ek(l) = (k + l)m.

Доказательства теорем следуют из формулы полной вероятности и свойств математиче-
ского ожидания.
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Системы массового обслуживания являются общепризнанными математическими моде-
лями стохастических процессов, протекающих в различных телекоммуникационных сетях
и системах. Актуальным направлением является исследование систем с повторными вызо-
вами, которые хорошо моделируют процессы повторной передачи информации в реальных
объектах. В таких системах заявки, заставшие обслуживающее устройство занятым, не ухо-
дят из системы и не становятся в очередь, а идут на так называемую орбиту — виртуальный
буфер для таких заявок, откуда делают повторные попытки попасть на обслуживание через
случайные интервалы времени. В большинстве работ, посвященных системам с повторными
вызовами, рассматриваются модели с наиболее простым при аналитическом анализе стаци-
онарным пуассоновским потоком. В настоящее время существует ряд работ по системам с
повторными вызовами и групповым марковским потоком, который является хорошей мате-
матической моделью трафика в современных телекоммуникационных сетях. Вместе с тем,
даже эта достаточно общая модель марковского потока не может быть использована при опи-
сании реальных потоков с произвольным распределением интервалов между поступлениями
запросов. Примером могут служить потоки, у которых эти интервалы имеют детермини-
рованное, логнормальное, равномерное распределения, распределение Вейбулла. Системы с
повторными вызовами и такими немарковскими потоками практически не рассматривались
в литературе, что объясняется, видимо, математическими трудностями, возникающими при
их исследовании.

В данной работе рассматривается одна из таких систем. Это однолинейная система массо-
вого обслуживания с повторными вызовами и постоянной интенсивностью повторов. Интер-
валы между поступлениями первичных заявок являются независимыми случайными величи-
нами с произвольной функцией распределения A(t), преобразованием Лапласа — Стилтьеса
A∗(s) =

∫∞
0 e−st dA(t), Re s > 0, и конечным первым моментом

∫∞
0 t dA(t) < ∞. Времена об-

служивания как первичных, так и повторных заявок есть независимые случайные величины,
распределенные по экспоненциальному закону с параметром µ. Система не имеет буфера.
Если в момент поступления заявки обслуживающий прибор свободен, то заявка немедленно
начинает обслуживаться. Если прибор занят, то заявка идет на орбиту неограниченного объ-
ема. Старейшая по времени пребывания на орбите заявка делает повторные попытки занять
прибор через экспоненциально распределеное время с параметром γ.

Трудности, возникающие при математическом анализе процессов,описывающих функци-
онирование системы, удается преодолеть путем переопределения понятия время обслужива-
ния в системе с учетом явления повторных попыток. Переопределенное время имеет распре-
деление фазового типа. Дальнейшее исследование основано на вероятностных соображениях
и применении матрично-аналитических методов теории массового обслуживания.

В результате найдено условие существования стационарного режима в системе, получе-
ны формулы для вычисления стационарного распределения в моменты поступления заявок
и в произвольные моменты времени, найдено преобразование Лапласа — Стилтьеса вре-
мени пребывания в системе. Найдено математическое ожидание времени пребывания для
детерминированного, равномерного, гиперэкспоненциального, эрланговского распределений
интервалов во входном потоке.
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О НАХОЖДЕНИИ ОЖИДАЕМОГО ДОХОДА НМ-СЕТИ
С ОГРАНИЧЕННЫМИ ВРЕМЕНАМИ ПРЕБЫВАНИЯ ЗАЯВОК

В ОЧЕРЕДЯХ МЕТОДОМ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ

Е.В. Косарева, М.А. Маталыцкий, К.В. Розов

Гродненский государственный универсистет им. Я.Купалы
Ожешко 22, 230023 Гродно, Беларусь
{koluzaeva,m.matalytski}@gmail.com

Рассмотрим HM(Howard — Matalytski)-сеть произвольной топологии с однотипными за-
явками состоящую из систем массового обслуживания (СМО) S1, S2, . . . , Sn (S0 — внешняя
среда), в общем случае СМО могут содержать mi линий обслуживания, i = 1, n. Состояние
такой сети может быть описано вектором k(t) = (k1, k2, . . . , kn, t), где ki — число линий
заявок в системе Si в момент времени t, i = 1, n. В сеть поступает поток заявок с интен-
сивностью λ. Обозначим интенсивность обслуживания в системе Si (в случае, когда в этой
системе находятся ki заявок) как µ(ki); pij — вероятность перехода заявки в систему Sj

после ее обслуживания в системе Si,
∑n

j=0 pij = 1, i = 0, n. Если заявка не дождалась об-
служивания в системе Si, то она переходит в систему Sj с вероятностью qij ; θi — интенсив-
ность ухода заявки из очереди i-й СМО, i = 1, n, j = 0, n. Матрицы P = ‖pij‖(n+1)×(n+1),
Q = ‖qij‖n×(n+1) являются матрицами переходов неприводимых марковских цепей. Заявка
при переходе из одной системы в другую приносит последней некоторый доход, а доход пер-
вой СМО уменьшается на эту величину. Поэтому в НМ-сетях кроме случайного процесса
числа заявок в системах сети, необходимо исследовать процесс изменения доходов в них.

Обозначим через vi(k, t) полный ожидаемый доход, который получает система Si сети за
время t, если в начальный момент времени сеть находится в состоянии k. В общем случае,
когда функционирование сети описывается марковским процессом k(t), t > 0, а доходы от
переходов между состояниями сети не зависят от времени, систему РДУ для ожидаемого
дохода системы Si можно записать в виде

dvi(k, t)
dt

= Ai(k)− Λi(k)vi(k, t) +
n∑

c,s=1

Φics(k)vi(k + Ic − Is, t), (1)

где Λi(k), Φics(k) — некоторые ограниченные неотрицательные функции. Число уравнений
в этой системе равно числу состояний сети.

Ранее метод последовательных приближений, совмещенный с методом рядов использо-
вался для исследования ожидаемых доходов открытых НМ-сетей произвольной архитекту-
ры с разнотипными заявками многих классов [1]. В докладе рассматриваются аналогичные
результаты, полученные для НМ-сетей с ограниченным временем пребывания заявок в оче-
редях систем.

Пусть vim(k, t) — приближение дохода vi(k, t) на m-й итерации, полученное методом
последовательных приближений, совмещенным с методом рядов, m = 0, 1, 2, . . . Доказано,
что:

1) последовательные приближения vim(k, t), m = 1, 2, . . . , сходятся при t →∞ к стаци-
онарному решению системы уравнений (1), если оно существует;

2) последовательность {vim(k, t)}, m = 0, 1, 2, . . . , при любом ограниченном по t нуле-
вом приближении vi0(k, t) сходится при m → ∞ к единственному решению системы урав-
нений (1);

3) любое приближение vim(k, t), m > 1, можно представить в виде степенного ряда,
коэффициенты которого удовлетворяют рекуррентным соотношениям.
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АППРОКСИМАЦИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО СРЕДНЕКВАДРАТИЧНОГО
ОТКЛОНЕНИЯ ПРИ НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОМ ОЦЕНИВАНИИ
ПЛОТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ, УЧИТЫВАЮЩАЯ НАЛИЧИЕ

ЗАВИСИМОСТИ МЕЖДУ ВЫБОРОЧНЫМИ ДАННЫМИ
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Задача вычисления оптимального параметра размытости.Пусть X — стационар-
ный марковский случайный процесс с неизвестной маргинальной плотностью вероятностей
f(x), а X1, X2, . . . , Xn — наблюдения этого процесса соответственно в моменты времени t,
t + ∆, t + 2∆, . . . , t + (n− 1)∆ (∆ > 0). Для оценивания f(x) используется статистика

fh(x) =
1

nh

n∑

i=1

K

(
x−Xi

h

)
, (1)

где h > 0 — параметр размытости, K(z) — ядерная функция, имеющая свойства плотности
вероятностей [1]. Рассмотрим функцию [2]

MISE (h) =

∞∫

−∞
f2(x) dx− 2

∞∫

−∞

∞∫

−∞
f(x)f(x− hz)K(z) dx dz +

1
hn

∞∫

−∞
K2(z) dz+

+
2
n2

∞∫

−∞
dx

n−1∑

j=1

(n− j)

∞∫

−∞

∞∫

−∞
K(u)K(v)fj(x− hu, x− hv) du dv, (2)

являющуюся интегральным среднеквадратичным отклонением оценки (1) от истинной плот-
ности вероятностей (fj(t, s) — совместная плотность вероятностей отсчетов Xk и Xk+j ,
k = 1, n− j, j = 1, n− k). Оптимальным будет параметр h, минимизирующий (2).

Очевидно, что присутствие в (2) неизвестной совместной плотности вероятностей элемен-
тов выборки значительно усложняет задачу оценивания. Поэтому возникает необходимость
построения аппроксимации, имеющей по сравнению с (2) более простой вид и в то же время
учитывающей наличие зависимости между выборочными данными.

Аппроксимация для MISE (h). Установлено, что для построения простейшей ап-
проксимации для функции (2), не содержащей fj(t, s) и при этом учитывающей наличие
зависимости между выборочными данными, нужно взять в (2) n = 1. Для моделей динами-
ки процессов процентных ставок на финансовом рынке [3–5], описываемых стохастическими
дифференциальными уравнениями, параметр размытости, получающийся при минимизации
данной аппроксимации, является верхней границей среди всех h, получаемых при миними-
зации (2) для различных ρ — коэффициентов корреляции наблюдений Xk и Xk+1. Верхняя
граница является достижимой при ρ = 1.
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НА НЕПОЛНЫХ РЫНКАХ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ЦЕПЕЙ МАРКОВА
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Классическая безарбитражная теория оценивания на полном рынке основана на возмож-
ности постороения воспроизводящего (хеджирующего) портфеля для оцениваемого дерива-
тива. Модель безарбитражного рынка является полной тогда и только тогда, когда суще-
ствует единственная риск-нейтральнпя вероятностная мера [3]. В случае неполного рынка
существуют различные подходы (см., например, [1]). В работе [2] предпринята попытка ап-
проксимации неполного рынка полным с использованием модели фиктивного полного рынка,
на котором стоимость рисковой ценной бумаги может принимать только два значения. В [2]
случайные величины относительных приращений стоимостей ценных бумаг предполагались
независимыми. Однако, как показывают статистические тесты, гипотеза о независимости от-
носительнеых приращений подтверждается далеко не всегда. Например, это не выполняется
для ряда акций российских компаний.

В настоящей работе относительные приращения стоимостей ценных бумаг за различные
периоды предполагаются, в отличие от работы [2], случайными величинами, образуюшими
цепь Маркова. Такая модель носит название марковской биномиальной модели. Она расм-
матривалась в ряде работ (см. например, [4, 5]). Для данной модели соответствующая риск-
нейтральная мера зависит от безрисковой процентной ставки, значений случайных величин,
коэффициента корреляции между соседними относительными приращениями и от того, в
каком состоянии находится цепь Маркова. В докладе приводятся результаты использова-
ния такой модели в качестве аппроксимирующей для оценки опционов на акции некоторых
российских компаний. При этом для выбора параметров модели использовались квадратич-
ный критерий и эмпирические распределения. Результаты расчетов показывают, что за счет
учета корреляции между относительными приращениями удается уменьшить среднеквад-
ратическую ошибку оценки функции выплат по сравнению со случаем независимых прира-
щений. Полученные результаты могут быть полезными для участников биржевых торгов и
лиц, принимающих инвестиционные решения.
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Введение. В настоящее время большой интерес для исследователей представляют сети
массового обслуживания с временно неактивными заявками. Заявки в таких сетях делятся
на два класса. Первые могут получать обслуживание, вторые являются неактивными и не об-
служиваются, скапливаясь в очередях узлов. Неактивные заявки можно интерпретировать,
как заявки, имеющие некоторый дефект, делающий их непригодными для обслуживания.
В [1] исследована открытая сеть с неактивными заявками: установлен вид стационарного
распределения состояний в предположении, что длительности обслуживания заявок рас-
пределены по экспоненциальному закону. В настоящей работе устанавливается инвариант-
ность стационарного распределения вероятностей состояний по отношению к функциональ-
ной форме распределений длительностей обслуживания заявок при фиксированных первых
моментах.

Инвариантность стационарного распределения вероятностей состояний. Рас-
сматривается открытая сеть с множеством узлов J = {1, . . . , N}. Все заявки в сети подраз-
деляются на обыкновенные, которые могут получать обслуживание, и неактивные. В узлы
сети поступают независимые пуассоновские потоки заявок с интенсивностями λi, инфор-
мационных сигналов с интенсивностями νi и ϕi, i ∈ J. Поступивший в i-й узел с интен-
сивностью νi сигнал уменьшает количество обыкновенных заявок (в случае их наличия)
на единицу и увеличивает на единицу количество неактивных заявок; поступивший в i-й
узел с интенсивностью ϕi сигнал уменьшает на единицу количество неактивных заявок (в
случае их наличия), увеличивая на единицу число обыкновенных заявок i ∈ J. Состояние
сети в момент времени t характеризуется вектором z(t) = ((n1(t), n′1(t)), . . . , (nN (t), n′N (t))),
где ni(t) и n′i(t) — число обыкновенных и соответственно неактивных заявок в i-м уз-
ле в момент времени t, i ∈ J. z(t) обладает фазовым пространством Z = {((n1, n

′
1), . . .

. . . , (nN , n′N )) | ni, n
′
i > 0, i ∈ J}. Длительность обслуживания заявки в i-м узле — случай-

ная величина с произвольной функцией распределения Bi(ni +n′i, xni+n′i) и математическим
ожиданием 1/µi, i ∈ J. Дисциплина обслуживания — LSFS −PR. Заявка, обслуженная в
i-м узле, мгновенно с вероятностью pi,j переходит в j-й узел, а с вероятностью pi,0 покидает
сеть (i, j ∈ J,

∑
j∈J pi,j + pi,0 = 1).

Теорема. При выполнении условий εi < µi, εiνi < µiϕi, i ∈ J, процесс z(t) эргодичен, а
его стационарное распределение состояний {p(z), z ∈ Z} не зависит от функционального
вида распределений Bi(s, x), i ∈ J и имеет вид

p(z) = p1(n1, n
′
1)p2(n2, n

′
2). . . pN (nN , n′N ),

где

pi(ni, n
′
i) =

(
εiνi

ϕiµi

)n′i
(

εi

µi

)ni

,
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εi — единственное положительное решение системы уравнений трафика:

εi = λi +
N∑

j=1

εjpj,i, i ∈ J.
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Введение. В теории массового обслуживания актуальна проблема исследования надеж-
ности обслуживающих узлов. Однако не только обслуживающие узлы могут выходить из
строя. Свои качественные характеристики могут терять и поступающие в узел заявки. В
этом отношении интересным является класс сетей с временно неактивными заявками. За-
явки в таких сетях делятся на обыкновенные, которые могут обслуживаться и неактивные,
которые не обслуживаются, скапливаясь в очередях узлов. Неактивные заявки можно интер-
претировать, как заявки, имеющие дефект, делающий их непригодными для обслуживания.

Сети с обходами заявок узлов впервые были введеныЮ. В. Малинковским [1]. В таких се-
тях заявки, поступающие в узлы могут с некоторой вероятностью обходить узлы сети и вести
себя в дальнейшем как обслуженные. В настоящей работе исследовано стационарное функ-
ционирование замкнутой сети массового обслуживания с временно неактивными заявками
и обходами узлов. Установлен вид стационарного распределения вероятностей состояний.

Замкнутая сеть с временно неактивными заявками и обходами узлов. Рассмат-
ривается замкнутая сеть с множеством узлов J = {1, . . . , N}. В сети циркулируют M за-
явок. Заявки в сети подразделяются на обыкновенные, которые могут обслуживаться, и
неактивные. В узлы сети извне поступают независимые пуассоновские потоки информаци-
онных сигналов с интенсивностями νi, ϕi, i ∈ J. Поступивший в i-й узел с интенсивностью
νi сигнал уменьшает число обыкновенных заявок (в случае их наличия) на единицу и увели-
чивает на единицу число неактивных; поступивший в i-й узел с интенсивностью ϕi сигнал
уменьшает на единицу число неактивных заявок (в случае их наличия), увеличивая на еди-
ницу число обыкновенных заявок, i ∈ J. Обслуживание — экспоненциальное с параметром
µi, i ∈ J. Заявка, обслуженная в узле i с вероятностью pi,j переходит в узел j, (

∑
j∈J pi,j =

= 1). Поступающая в узел i ∈ J заявка, с вероятностью fi присоединяется к очереди, а
с вероятностью 1 − fi мгновенно обходит узел и ведет себя в дальнейшем как обслужен-
ная. Состояние сети характеризуется вектором z(t) = ((n1(t), n′1(t)), . . . , (nN (t), n′N (t))), где
ni(t) и n′i(t) — число обыкновенных и соответственно неактивных заявок в i-м узле в мо-
мент времени t. z(t) — марковский процесс c фазовым пространством Z = {((n1, n

′
1), . . .

. . . , (nN , n′N )) | ni, n
′
i > 0,

∑
i∈J(ni + n′i) = M}.
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Теорема. Процесс z(t) эргодичен, а его стационарное распределение вероятностей со-
стояний {p(z), z ∈ Z} имеет вид

p(z) =
1

G(M,N)
p1(n1, n

′
1) . . . pN (nN , n′N ), pi(ni, n

′
i) =

(
fiεi

µi

)ni
(

fiεiνi

µiϕi

)n′i
,

где εi — единственное с точностью до постоянного множителя положительное решение
системы уравнений трафика

εj =
N∑

i=1

εipi,j , j ∈ J.

Здесь G(M, N) — нормирующая константа, находящаяся из условия
∑

z∈Z p(z) = 1.
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ОБ ИССЛЕДОВАНИИ СЕТЕЙ ОБСЛУЖИВАНИЯ С ОГРАНИЧЕННЫМ
ВРЕМЕНЕМ ОЖИДАНИЯ ЗАЯВОК И НЕНАДЕЖНЫМ

ОБСЛУЖИВАНИЕМ В ПЕРЕХОДНОМ РЕЖИМЕ
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В докладе рассматриваются разработанные методы и методики нахождения вероятност-
но-стоимостных характеристик, оптимизации затрат в сетях массового обслуживания (МО)
с ограниченным временем ожидания заявок в очередях и ненаджеными СМО в переход-
ном режиме, применяемых в качестве стохастических моделей различных информационно-
телекоммуникационных систем и сетей.

Особое внимание уделено: а) методике нахождения с помощью аппарата многомерных
производящих функций вероятностных характеристик экспоненциальных сетей МО, когда
параметры входящего потока, обслуживания и пребывания заявок в очереди, восстановле-
ния линий обслуживания зависят от времени, а сети функционируют в условиях высокой
нагрузки [1, 2]; б) разработанному рекуррентному по моментам времени методу для замкну-
тых сетей с ограниченным временм ожидания заявок, позволяющему находить их средние
характеристики в случае, когда времена обслуживания заявок в линиях СМО расределены
по произвольным законам; в) использованию его при решении задач оптимизации таких се-
тей [3]; г) ассимптотическому анализу замкнутой марковской сети с ненадежными СМО, с
помощью которого можно находить распределение вероятностей состояний и вероятностно-
временнные характеристики сети при большом числе обслуживаемых в ней заявок [4].

Рассматривается также методики нахождения ожидаемых доходов в системах НМ-сетей
с ограниченным временем ожидания заявок и ненадежным обслуживанием в случаях, когда
доходы от переходов между их состояниями являются детерминированнными функциями,
зависящими от состояний сети и времени или случайными величинами с заданными момен-
тами первого и второго порядков [5]. Методика основана на получении и решении систем
разностно-дифференциальных уравнений для ожидаемых доходов СМО сетей и использова-
нии найденных выражений для средних значений случайных доходов.

Рассмотрено применение полученных результатов при разработке моделей и программ-
ного обеспечения для расчета характеристик автоматизированных систем документооборота
и при прогнозировании доходов пунктов коллективного пользования РУП «Белтелеком».
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ
С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ ВЕРОЯТНОСТНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

УРАВНЕНИЯМИ АВТОРЕГРЕССИИ

Ю.В. Меленец

Белгосуниверситет, факультет прикладной математики и информатики
Независимости 4, 220030 Минск, Беларусь
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Пусть {Xt, t = 1, 2, . . . } — нестационарный случайный процесс, математическое ожида-
ние и ковариации которого ограничены и являются периодическими функциями. Рассмотрим
две возможности описания и исследования такого процесса уравнениями авторегрессии. В
первом случае рассмотрим уравнение авторегрессии вида

Xt =
n∑

k=1

akXt−k + ξt, (1)

где a1, a2, . . . , an — постоянные коэффициенты, an 6= 0, n > 1, ξt, t = 1, 2, . . . , –– ста-
ционарная последовательность случайных величин с Mξt = 0 и корреляционной функцией
R(τ), удовлетворяющей условию

∑∞
τ=0 |R(τ)| < +∞. Уравнение

∑n
m=0 amxn−m = 0 назо-

вем характеристическим уравнением авторегрессии (1). Доказана следующая
Теорема. Пусть среди n различных корней характеристического уравнения имеется

s пар комплексно-сопряженных корней с модулями, равными единице, и аргументами φk,
1 6 k 6 s, 2s 6 n. Пусть модули оставшихся n − 2s корней меньше единицы. Для того,
чтобы уравнению (1) удовлетворял временной ряд с ограниченной при t → ∞ дисперси-
ей, необходимо и достаточно выполнение условий g(φk) = 0, 1 6 k 6 s, где g(z) есть
спектральная плотность последовательности ξt.

Во втором случае рассмотрим уравнение авторегрессии, параметры которой являются
периодическими функциями:

Xt =
n∑

k=1

ak(t)Xt−k + ξt, (2)

где ξt, t = 1, 2, . . . –– нестационарная последовательность независимых случайных величин
с Mξt = 0, Dξt = σ2

t , σ2
τ = σ2

τ+jT , ak(τ) = ak(τ + jT ), 1 6 k 6 n, 1 6 τ 6 T, j = 1, 2, . . . ,
T — натуральное число, имеющее смысл периода. Предполагается, что период T известен,



24 «XI Белорусская математическая конференция» Минск, 4–9 ноября 2012 г.

и рассмотрена задача оценивания nT коэффициентов ak(τ), 1 6 k 6 n, 1 6 τ 6 T, T
дисперсий σ2

τ , 1 6 τ 6 T, и исследования свойств полученных оценок.
Применялся метод максимального правдоподобия. Используя свойства периодичности

параметров {ak(τ), σ2
τ} уравнения (2), получено, что задача оценивания совокупности этих

параметров распадается на T однотипных задач. При фиксированном значении τ, 1 6 τ 6
6 T, оценки коэффициентов ak(τ), 1 6 k 6 n, найдены как решение задачи

mτ∑

j=1

(
xn+τ+(j−1)T −

n∑

k=1

ak(n + τ) · xn+τ+(j−1)T−k

)2

→ min
{ak(τ)}

,

а дисперсия σ2
τ+n по найденным оценкам âk(τ) определяется по следующей формуле:

σ2
τ+n =

1
mτ − 1

mτ∑

j=1

(
xn+τ+(j−1)T −

n∑

k=1

âk(n + τ) · xn+τ+(j−1)T−k

)2

.

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ ОБНАРУЖЕНИЯ РАЗЛАДОК
ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КОПУЛ

В.А. Морозов

Белгосуниверситет, факультет прикладной математики и информатики
Независимости 4, 220050 Минск, Беларусь

vamorozov70@gmail.com

Введение. Традиционно для описания зависимости между случайными величинами ис-
пользуется корреляция Спирмена. Известно, однако, что такой подход удовлетворителен
только при условии нормальности переменных или, если их распределение принадлежит
классу эллиптических. В тоже время известно, что распредеделения финансовых данных
существенно асимметричны. В последние годы наблюдается количественный рост статей по
методам, использующим копула [1–3].

Последовательные алгоритмы. Если многомерная функция распределения n раз
дифференцируема, то плотность распределения можно представить в виде

f(x) = c(F1(x1), . . . , Fd(xd))
d∏

i=1

fi(xi)),

где

c(u1, . . . , ud) =
∂C(u1, . . . , ud)

∂u1. . . ∂ud

— плотность d-мерной копулы C(u1, . . . , ud).
Пусть дана выборка независимых одинаково распределенных случайных векторов раз-

мерности d. Рассматривается простейший случай единственного изменения параметров плот-
ности распределения. Требуется оценить момент разладки. Исследовался последовательный
алгоритм обнаружения разладки на основе кумулятивных сумм

St =
t∑

k=1

sk,

где sk — некоторая статистика.
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В качестве статистики использовались:
— статистика, основанная на логарифме псевдоотношения правдоподобия, в которой ис-

тинные плотности заменяются копула плотностями;
— статистика, основанная на расстоянии между распределениями, определяемом анало-

гом дивергенции Кульбака.
Результаты численных экспериментов показали возможность использования копул для

оценивания моментов разладки временных рядов.
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АНАЛИЗ СЕТИ С ВЕРОЯТНОСТЯМИ ОБХОДОВ ЗАЯВОК,
СИСТЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ, ЗАВИСЯЩИМИ ОТ ВРЕМЕНИ
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В настоящее время значительное развитие получили информационные телекоммуника-
ционные системы и сети (ИТСС). Широко стоит вопрос о справедливом и полном удовле-
творении требований их пользователей. На практике часто возникают ситуации, когда поль-
зователь, направляющий запрос в узел ИТСС, оценивает, сколько времени ему придется
ожидать или сколько запросов пользователей находится перед ним в очереди, и, в зависи-
мости от этой оценки остается ожидать либо пересылает свой запрос в другой узел ИТСС.
Такая ситуация, к примеру, может возникнуть в сервисных пунктах или пунктах коллектив-
ного пользования (ПКП). Клиент, приходя в один из ПКП, оценивает, сколько времени ему
необходимо будет ожидать в очереди и принимает решение перейти к другому свободному
оператору для обслуживания своего запроса, или же к оператору с наименьшей очередью
клиентов. Клиент также может уйти из этого ПКП в другой.

В качестве вероятностных моделей таких объектов могут служить сети массового обслу-
живания (МО) с обходами систем обслуживания (СМО) заявками. Для снижения загружен-
ности СМО и более равномерного распределения нагрузки в сети могут быть использованы
различные приемы, один из которых — введение вероятностных обходов СМО заявками.
Такая модель, в частности, позволяет учитывать ограничения на число заявок или на пред-
полагаемые длительности ожидания заявок в СМО, а также ограничения на прием заявок,
приходящих из определенных других СМО.

Заявки с некоторой вероятностью присоединяются к очереди СМО, а с дополнительной
вероятностью мгновенно переходят в соответствии с матрицей вероятностных переходов в
другую СМО или покидают сеть. Вероятность присоединения к СМО зависит от состояния
этой СМО, и номера СМО, из которой заявка направляется в эту СМО. Поступающий в
сеть поток заявок — простейший. Результаты по исследованию таких сетей в стационарном
режиме приведены в работах [1–3]. В работе [4] рассматривался случай, когда вероятности
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обходов заявок системам сети не зависят от состояния сети и времени. Найдены вероятности
состояний сети такого типа в переходном режиме. Для нахождения вероятностей состояний
сети использовался метод многомерных производящих функций.

В докладе рассмотрено исследование открытой экспоненциальной сети МО с обходами
систем обслуживания заявками в переходном режиме в случае, когда вероятности переходов
и обходов заявок между системами сети зависят от времени с помощью аппарата многомер-
ных производящих функций. Найдены вероятности состояний сети такого типа в переходном
режиме.
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Введение. Целью работы является оценивание параметров копул на основе параметри-
ческого подхода. Проведено моделирование двумерного распределения и оценивание пара-
метров копул, используя пакет R.

В последнее время особое внимание уделяется моделям копул, позволяющим из многомер-
ного распределения получить маргинальные распределения и исследовать их зависимость.
Пусть fX(x), fY (y) — маргинальные плотности распределения вероятностей для выборок
независимых одинаково распределенных случайных последовательностей X = {x1, x2, . . .
. . . , xT }, Y = {y1, y2, . . . , yT } с совместной функцией распределения FXY (x, y), маргиналь-
ными функциями распределения FX(x), FY (y). Плотность копулы определяется по формуле

c(FX(x), FY (y)) =
∂2C(FX(x), FY (y))

∂FX(x)∂FY (y)
.

Совместную плотность распределения fXY (x, y) можно представить в виде

fXY (x, y) = c(Fx(x), Fy(y))fX(x)fY (y).

Основным методом оценки параметров копул является метод максимального правдопо-
добия. Логарифмическая функция правдоподобия имеет вид

l(θ) =
T∑

t=1

ln c(FX(xt), FY (yt)) +
T∑

t=1

ln(fX(xt)fY (yt)).
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Согласно методу максимального правдоподобия, в качестве оценки неизвестного пара-
метра θ принимается такое значение θ̂, которое максимизирует функцию l(θ), т. е. оценка
θ̂ является точкой максимума логарифмической функции правдоподобия: θ̂ = max

θ∈Θ
l(θ).

Оценка, построенная по методу максимального правдоподобия, является состоятельной,
асимптотически эффективной и асимптотически нормальной:

√
T (θ̂ − θ0) → N(0,=−1(θ0)),

где θ0 — точное значение параметра, =(θ0)x,y = E [∂xL(θ0)∂yL(θ0)] — информационная мат-
рица Фишера.

В статистическом пакете R для сгенерированых по нормальному закону распределения
двух последовательностей построенны копулы Клейтона, Гумбеля и Франка. По методу мак-
симального правдоподобия рассчитаны оценки параметров копул. Вычесленная среднеквад-
ратическая ошибка указывает, что на основании исследуемого метода построены достаточно
точные оценки параметров копул.
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Процесс обработки потоков заявок клиентов, поступающих в страховую компанию (СК),
включает следующие этапы: заключения договора страхования, «ожидания», оценки предъ-
явленного иска и оплаты. На каждом из этапов обслуживания задействовано определенное
число сотрудников СК, обрабатывающих заявки с определенной интенсивностью, которая
зависит от времени. Число заключенных договоров также меняется в течение времени и опи-
сывается случайным процессом [1]. Естественной является задача определения необходимого
на данном интервале времени числа сотрудников СК, максимизирующего доход компании
при ограничениях на среднюю длину очередей на этапах обслуживания.

При моделировании процессов обработки заявок предлагается использовать замкнутую
экспоненциальную сеть массового обслуживания, каждая из систем которой соответствует
определенному этапу обработки заявки клиента. Данная сеть исследуется в асимптотическом
случае большой загрузки, когда число клиентов страховой компании достаточно велико. Ис-
пользуя методику диффузионной аппроксимации можно получить дифференциальное урав-
нение второго порядка в частных производных для плотности распределения вероятностей
вектора состояния сети, и затем ряд средних характеристик сети [2]. Например, компоненты
вектор среднего относительного числа заявок в каждой из систем сети и дисперсий этих вели-
чин удовлетворяют системам обыкновенных дифференциальных уравнений, определяемым
структурой сети и ее параметрами функционирования. Определив средние характеристи-
ки сети можно формулировать и решать ряд оптимизационных задач, которые сводятся к
задачам линейного программирования.
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Актуальной является также задача прогнозирования дохода страховой компании. Оче-
видно, что доход СК связан с получением премий от клиентов при заключении договоров
страхования, а расход обусловлен выплатой по искам и затратами на обслуживание клиен-
тов. Состояние сети, используемой в качестве модели процесса обработки заявок клиентов,
описывается марковским случайным процессом. Поэтому вводится в рассмотрение понятие
дохода от изменения состояния сети и пребывания заявки в каждом из состояний. Применяя
теорию марковских процессов с доходами, можно получить дифференциальные уравнения
для прогнозирования среднего ожидаемого дохода СК.

Таким образом, сети массового обслуживания могут быть применены при анализе, про-
гнозировании и оптимизации процесса функционирования страховых компаний.
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При практическом использовании математических результатов инвесторами финансово-
го рынка большую роль играют так называемые кривые доходности и форвардные кривые.
Кривые доходности — это функции, значениями которых являются процентные ставки до-
ходности до погашения так называемых безкупонных облигаций, а аргументами — сроки до
погашения. Поскольку речь здесь идет об облигациях, выпускаемых национальными банка-
ми или государственными казначействами, их доходности являются отправными точками
для формирования доходностей других ценных бумаг финансового рынка. Это и определяет
важность этих функций. Форвардные кривые являются функциями, значениями которых
являются ожидаемые величины так называемых краткосрочных процентных ставок в буду-
щие моменты времени, например, в даты погашения безкупонных облигаций. Краткосрочные
процентные ставки (спот ставки) являются основным инструментом для принятия финансо-
вых решений в текущий момент времени. Совокупность кривых доходности и форвардных
кривых определяют так называемую временную структуру процентных ставок. Важность
этих функций для инвесторов является побудительным мотивом для разработки математи-
ческих моделей кривых доходностей. Среди различных моделей наиболее популярной явля-
ется так называемая аффинная временная структура доходностей, в рамках которой можно
получать результаты в аналитическом виде. Простота ее определяется также тем, что до-
ходность в рамках этой структуры линейно связана с краткосрочной процентной ставкой.
Для получения аффинной временной структуры доходностей предполагается, что динами-
ка краткосрочной процентной ставки r(t) задается стохастическими дифференциальными
уравнениями [1]

dX(t) = µ(X(t)) dX + σ(X(t)) dW (t),
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где X(t) — вектор переменных состояния финансового рынка, где первой компонентой яв-
ляется r(t), а следующими компонентами — показатели рынка, которые выбираются в за-
висимости от того, какая модель конструируется. В двухмерной модели мы будем выбирать
в качестве второй компоненты локальное по времени среднее краткосрочной процентной
ставки θ(t), а в трехмерной модели третьей компонентой будет мгновенная дисперсия крат-
косрочной процентной ставки ν(t). Функция дрейфа µ(X(t)) –– аффинная относительно
X(t), а коэффициент диффузии σ(X(t))T σ(X(t)) — также аффинная функция относитель-
но X(t). При этих условиях в текущий момент времени t доходность до погашения в момент
времени T, τ = T − t, для трехмерной модели выражается в виде y(t, r, θ, ν) = (rB1(τ) +
+θB2(τ)+νB3(τ)−A(τ))/τ, где функции временной структуры B1(τ), B2(τ), B3(τ), A(τ)
определяются из системы обыкновенных дифференциальных уравнений, которая, например
в модели Чена имеет вид:

A′(τ) = −α−B1(τ)(k1θ1 − k2θ2)− k2θ2B2(τ)− k3θ3B3(τ), A(0) = 0,

B′
1(τ) = 1− k1B1(τ), B1(0) = 0,

B′
2(τ) = 1 + k1B1(τ)− k2B2(τ)− σ2

22(τ)B2
2(τ)

2
, B2(0) = 0,

B′
3(τ) = 1− k3B3(τ)− B2

1(τ)
2

− σ2
33(τ)B2

3(τ)
2

, B3(0) = 0.

Для двухмерной модели нужно положить равной нулю функцию B3(τ)(t), а для наиболее
простой и чаще других встречающейся однофакторной модели нулю полагаются функции
B2(τ) и B1(τ). Форвардная кривая в этом случае выражается в виде f(τ, r, θ, ν) = [rB1(τ)+
+θB2(τ)+νB3(τ)−A(τ)]′, где штрих означает производную по τ. Предметом исследования
является сравнительный анализ кривой доходности и форвардной кривой на всем множестве
значений τ ∈ (0;∞). Для этого вместо интервалов реального времени τ удобно использо-
вать переменную B ≡ B1(τ) –– функцию временной структуры, связанную с краткосроч-
ной процентной ставкой r (фактически эта функция отображает положительную полуось
на конечный интервал (0;B1(∞)), являясь неотрицательной монотонно возрастающей). В
отличие от ожидания специалистов, что увеличение размерности модели приводит к более
совершенному моделированию истинной временной структуры, численные эксперименты по-
казали, что увеличение размерности модели на форму кривой доходности и форвардной
кривой влияет довольно слабо, однако приводит к существенному усложнению задачи.
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Рассмотрим койфлет-оценку спектральной плотности для стационарного случайного про-
цесса

f̂(λ) =
√

2π

2
J
2

2J∑

k=1

I
(h)
T

(
2πk

2J

)
ϕ̃J,k(λ), (1)
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где I
(h)
T (λ) — расширенная периодограмма с некоторым фиксированным окном просмотра

данных с ограниченой вариацией [1], ϕ̃J,k(λ) — 2π-периодическая масштабирующая функ-
ция, построенная путем периодизации масштабирующей функции Койфмана [2], λ ∈ Π =
= [−π, π], J = J(T ) — уровень разложения, зависящий от числа наблюдений T за стацио-
нарным случайным процессом.

Теорема 1. Если спектральная плотность f(λ) ограничена на Π и удовлетворяет
условию Дини [3] в точке λ, λ ∈ Π, тогда оценка f̂(λ), определяемая формулой (1), явля-
ется асимптотически несмещенной оценкой f(λ) :

lim
T→∞

Mf̂(λ) = f(λ).

Теорема 2. Если спектральная плотность f(λ) ограничена на Π и удовлетворяет
условию Дини [3] в точках λ1, λ2 ∈ Π, семиинвариантная спектральная плотность чет-
вертого порядка равномерно непрерывна и ограничена на Π3, то

lim
T→∞

cov (f̂(λ1), f̂(λ2)) = 0,

при 2J 6KT 1−ρ, где 0<ρ<1, 0<K <∞ — произвольные, но фиксированные константы.
Полученные в теоремах 1 и 2 результаты доказывают асимптотическую состоятельность

в среднеквадратическом смысле оценки (1) при более слабом условии, накладываемом на
характер спектральной плотности по сравнению c работами [4, 5].
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Системы массового обслуживания с отдыхами прибора (для ссылок см. [1]), моделиру-
ют, например, процесс обслуживания запросов пользователей систем с циклическим опро-
сом (поллинговые системы), а такие системы распространены так математические модели
систем обработки запросов от удаленных пользователей, например, станций сетей беспро-
водных сетей связи, пунктов концентрации запросов в распределенных базах данных, бан-
ковских системах и т. д. Изначально, при исследовании систем обслуживания с отдыхами
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предполагалось, что прибор берет отдых, когда опустошается входной буфер. Однако, для
анализа поллинговых систем актуальным оказалось изучение дисциплин, при которых вре-
мя непрерывной работы прибора принудительно ограничивается (шлюзовые дисциплины,
дисциплины с ограничением на время работы или число обслуженных подряд запросов). В
данной работе изучается система со специфическим гибридным механизмом обслуживания,
сочетающим достоинства исчерпывающего (exhaustive) механизма, предполагающего обслу-
живание запросов до тех пор, пока очередь не опустеет, и шлюзового (gated) механизма
обслуживания запросов, при котором в данном цикле обслуживаются только те запросы,
которые находились в очереди в момент окончания отдыха прибора.

Рассматривается однолинейная система с бесконечным буфером. На вход поступает ста-
ционарный пуассоновский поток заявок с параметром λ. Дисциплина обслуживания запро-
сов следующая. В каждом цикле обслуживания (начинающемся в момент окончания отдыха)
с вероятностью q выбирается шлюзовый механизм обслуживания запросов, а с вероятностью
(1 − q) выбирается исчерпывающий механизм. Время обслуживания запроса при исчерпы-
вающем (шлюзовом) механизме имеет функцию распределения Bg(t) (Be(t)). При исчер-
пывающем обслуживании, как только очередь оказывается пустой, прибор уходит на отдых,
длительность которого характеризуется функцией распределения He(t). При шлюзовом об-
служивании прибор, обслуживший все запросы, находившиеся в системе в момент начала
цикла обслуживания, уходит на отдых, длительность которого характеризуется функцией
распределения Hg(t). По окончании отдыха прибор возвращается в систему и, если очередь
не пуста, происходит очередной розыгрыш выбора дисциплины и начинается обслуживание
запросов. В случае, если очередь оказывается пустой, прибор уходит на отдых специального
типа, длительность которого характеризуется функцией распределения H̃(t).

Рассматриваемая система массового обслуживания исследуется в несколько этапов. Сна-
чала строится и анализируется цепь Маркова, вложенная по моментам окончания отдыхов
прибора — доказывается условие эргодичности и приводится алгоритм для вычисления ста-
ционарного распределения вероятностей состояний цепи. Затем, с использованием техники
renewal reward processes, описанной в [2], находится стационарное распределение вероятно-
стей состояний системы в моменты окончания обслуживания запросов. Далее, используется
теория процессов восстановления, см., например, [3], для нахождения стационарного распре-
деления вероятностей состояний системы в произвольный момент времени.
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В современных компьютерных сетях появилась возможность широкого использования
IP-телефонии, потокового видео, видео по требованию, web-сервисов, интернет радио и т. д.
Такое количество сервисов в одном физическом канале может приводить к перегрузке комму-
тирующих и маршрутизирующих устройств, а как следствие, возможному отказу в предо-
ставлении услуг. Кроме того, ввиду отказов оборудования, неверных их конфигураций, се-
тевые атаки (например, атаки DDoS) могут приводить к аномалиям сетевого трафика. Ано-
малия сетевого трафика — это событие или условие в сети, характеризуемое статистическим
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отклонением от стандартной структуры трафика, полученной на основе ранее заданных про-
филей и контрольных характеристик. Любое отличие в структуре трафика, превышающее
пороговое значение, свидетельствует о наличии аномалии. В связи с выше изложенным,
актуальной становится задача разработок моделей трафика, которые отражали бы его ха-
рактерные особенности, и способствовали в дальнейшем повышению качества обслуживания
компьютерных сетей, обеспечению эффективного контроля и управления информационными
потоками, безопасности компьютерных сетей от различных видов сетевых атак.

Исследование различных типов сетевого трафика показывает, что он обладает тремя
важными особенностями:

1) имеет тяжелые хвосты распределений вероятностей;
2) является самоподобным;
3) обладает свойством долговременной зависимости.
Из этого следует, что используемые методы моделирования и расчета сетевых систем,

основанные на использовании пуассоновской и гауссовской моделей, не дают полной и точной
картины происходящего в сети. Это обстоятельство привело к росту исследований и работ
по разработке новых подходов к моделированию сетевого трафика [1].

В последнее время появляется ряд работ, в которых в качестве модели сетевого трафика
предлагается α-устойчивая модель. Устойчивые законы распределения [2], характеризующи-
еся четырьмя параметрами, выступают в качестве обобщения гауссовского и пуассоновского
распределений. Параметр α характеризует свойства тяжелого хвоста, параметр β характе-
ризует асимметрию, параметры σ и µ — параметры масштаба и положения. Параметр α
принимает значения (0, 2], параметр β — в пределах от [−1, 1] (при β = −1 имеем край-
нюю левую асимметрию, при β = 1 — крайне правую асимметрию). Параметр σ должен
быть ненулевым положительным числом, параметр µ может иметь любые вещественные
значение. Если α = 2, то распределение является гауссовым. Кроме того, α-устойчивые
распределения позволяют отойти от необходимости агрегирования трафика. В докладе рас-
сматриваются устойчивые распределения, их свойства и применение к моделированию сете-
вого трафика.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЦЕН ФИНАНСОВЫХ АКТИВОВ
С ПОМОЩЬЮ УСТОЙЧИВЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
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Построение вероятностно-статистических моделей, достаточно полно и адекватно опи-
сывающих динамику цен основных финансовых инструментов, таких как банковский счет,
облигации, акции является одной из основных задач финансовой математики.

В последние годы были предложены особые виды устойчивых распределений [1], кото-
рые лучше соответствуют поведению цен финансовых активов по сравнению с нормальным
распределением.
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В докладе рассматриваются следующие три подкласса классических медленно растущих
устойчивых (classical temperel stable, CTS) распределений.

1. Медленно растущее устойчивое распределение CGMY (соответственно фамилиям уче-
ных предложивших это распределение Carr, Geman, Modan, Yor).

2. Модифицированное медленно растущее устойчивое распределение (modified tempered
stable, MTS).

3. KR (по фамилиям Kim, Rachev) медленно растущее устойчивое распределение (KR
tempered stable distribution).

Вычисляются моменты, семиинварианты, асимметрия, куртосис введенных распределе-
ний и исследуется поведение их плотностей распределения в зависимости от изменения па-
раметров. Приводятся другие вероятностные свойства рассматриваемых распределений, а
также алгоритмы их моделирования. По смоделированным данным строятся оценки пара-
метров изучаемых распределений и исследуются их свойства.

Соответственно рассматриваемым распределениям вводятся случайные процессы CGMY,
MTS, KRTS, которые являются процессами Леви. Вычисляются триплеты характеристик
для этих процессов и предлагаются алгоритмы их моделирования. Моделирование случай-
ных процессов CGMY рассматривалось в работе [2].

Обсуждается применение рассматриваемых процессов к исследованию реальных финан-
совых временных рядов.
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ПРЕДЕЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ОЦЕНКИ СЕМИВАРИОГРАММЫ
СТАЦИОНАРНОГО СЛУЧАЙНОГО ПОЛЯ

Т.В. Цеховая
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В настоящее время для исследования задач геологии, гидрологии, метеорологии, эколо-
гии и других областей знаний наряду с использованием классических методов теории случай-
ных процессов, статистического анализа временных рядов, возникла необходимость разра-
ботки и применения новых методов. Вариограммный анализ представляет собой сравнитель-
но новый раздел статистического анализа временных рядов, применяемый для исследования
таких задач. Вариограмма является одной из основных характеристик случайных процессов
и полей во временной области. За последние десятилетия значительно увеличился интерес
к исследованию статистических свойств оценок вариограммы. Это можно объяснить тем,
что оценки несут полезную и необходимую информацию о внутренней структуре процессов
и полей.

Асимптотические распределения оценок вариограммы стационарных в широком смысле
случайных процессов с дискретным и непрерывным временем находились, например, в [1, 2].

Статистические свойства оценки вариограммывнутренне стационарного гауссовского слу-
чайного процесса с непрерывным временем исследовались в статье [3]. Найдены выражения
для первых двух моментов и семиинвариантов высших порядков исследуемой статистики.



34 «XI Белорусская математическая конференция» Минск, 4–9 ноября 2012 г.

При условии, что ряд из семивариограмм абсолютно сходится, исследовано асимптотическое
поведение ковариации, дисперсии и семиинвариантов высших порядков оценки вариограм-
мы. Найдено предельное распределение изучаемой статистики.

В [4] построена оценка семивариограммы стационарного в узком смысле m-зависимого
случайного процесса с дискретным временем. Получены выражения для математического
ожидания и дисперсии исследуемой статистики. Найдено предельное распределение оценки
семивариограммы.

В данной работе построена оценка семивариограммы стационарного в узком смысле m-
зависимого двумерного случайного поля, обладающего конечным вторым моментом. Дока-
зано, что изучаемая статистика является несмещенной и состоятельной в среднеквадрати-
ческом смысле оценкой для семивариограммы. При дополнительных ограничениях на би-
вариограмму рассматриваемого случайного поля найдено асимптотическое распределение
построенной статистики. Показано, что оценка имеет предельное нормальное распределе-
ние.

Исследования выполнены в рамках Государственной программы научных исследований
на 2011–2015 гг. «Междисциплинарные научные исследования, новые зарождающиеся тех-
нологии как основа устойчивого инновационного развития» (Конвергенция).
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ОЦЕНИВАНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ОШИБОК ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО
КРИТЕРИЯ ОТНОШЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ПРИ НАЛИЧИИ

ИСКАЖЕНИЙ В L1- И C-МЕТРИКАХ

С.Ю. Чернов, А.Ю. Харин
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Пусть на измеримом пространстве (Ω,F) наблюдается последовательность независимых
одинаково распределенных случайных величин x1, x2, . . . , xk ∈ D ⊆ R. Пусть эти случайные
величины имеют плотность распределения вероятностей f(x, θ) с параметром θ ∈ {θ0, θ1},
истинное значение которого неизвестно. Относительно параметра θ имеются две простые
гипотезы H0 : θ = θ0, H1 : θ = θ1. Обозначим статистику логарифмического отношения
правдоподобия: Λn = Λn(x1, . . . , xn) =

∑n
k=1 λk, где λk = λ(xk) = ln(f(xk, θ1)/f(xk, θ0)) —

логарифм статистики отношения правдоподобия, вычисленной по наблюдению xk, k ∈ N.
Для проверки гипотез H0 и H1 по наблюдениям x1, x2, . . . выносится решение, основан-
ное на последовательном критерии отношения вероятностей [1]: N = min{n ∈ N : Λn 6∈
6∈ (C−, C+)}, d = 1[C+,+∞)(ΛN ), где N — момент остановки, после которого принимается
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решение d. C− и C+ — пороги критерия, определенные в соответствии с [1]: C− = ln(β0/(1−
− α0), C+ = ln((1− β0)/α0), α0, β0 — заданные значения вероятностей ошибок первого и
второго рода. Предположим, что функция λ(x), λ : D→ R, определенная выше, измерима
относительно борелевской σ-алгебры B(R). Обозначим λ−1(A) = {x ∈ D : λ(x) ∈ A} — про-
образ множества A ∈ B(R), λ−1(a) = λ−1({a}), a ∈ R. Пусть истинной гипотезой является
H0, поэтому в работе рассматривается вероятность ошибки первого рода α, f(x) = f(x, θ0).

С целью повышения устойчивости значений вероятностей ошибочных решений последо-
вательного критерия к искажениям для произвольной плотности s(x) построим «усечен-
ную» плотность распределения вероятностей одного наблюдения xk :

sg(x) = 1λ−1(g−,g+)s(x) + ε−u−(x) + ε+u+(x),

где g−, g+ (g− < g+) — заданные параметры усечения статистик λn; u−, u+ — плотности
распределения вероятностей,

suppu+ ⊆ λ−1(g−), suppu+ ⊆ λ−1(g+), ε− =
∫

λ−1(−∞,g−)

s(y) dy, ε+ =
∫

λ−1(g+,+∞)

s(y) dy.

Искажения в L1-метрике. Пусть в нарушение гипотетической модели наблюдения
xn имеют плотность распределения вероятностей s(x), которая может отличаться от f(x),
однако расстояние в L1-метрике между функциями s(x) и f(x) не превышает ε :

∫
D |s(x)−

− f(x)| dx 6 ε. Семейство указанных функций s(x) при фиксированном ε, обозначим
L1(f, ε). Для произвольной s(·) ∈ L1(f, ε) вероятность ошибки первого рода описанно-
го последовательного критерия обозначим α(s, ε). Показано, что если s(·) ∈ L1(f, ε), то
sg(·) ∈ L1(fg, ε). В работе найдено «наихудшее» распределение вероятностей f̄g(·), которое
максимизируют величину α(·, ε) на множестве L1(fg, ε).

Теорема 1. Если s ∈ L1(f, ε), то выполняется соотношение α(sg, ε) 6 α(f̄g, ε), где

f̄g(x) = 1λ−1(g−,g+)f(x) +
(

ε− − ε

2

)
u−(x) +

(
ε+ +

ε

2

)
u+(x).

Искажения в C-метрике. Аналогично предыдущему пункту описывается модель, ко-
гда плотность распределения вероятностей наблюдений s(x) отличается от теоретической
f(x) в C-метрике с весом 1/w(x) не более, чем на ε : supx∈D{|s(x) − f(x)|/w(x)} 6 ε.
Семейство указанных функций s(x) при фиксированном ε, обозначим Cw(f, ε). Показано,
что если s(·) ∈ Cw(f, ε), то sg(·) ∈ Cwg(fg, ε). В работе найдено «наихудшее» распределение
вероятностей f̄g

C(·), которое максимизируют величину α(·, ε) на множестве Cwg(fg, ε).
Теорема 2. Если sg ∈ Cwg(fg, ε), то выполняется соотношение α(sg, ε) 6 α(f̄g

C , ε), где

f̄g
C(x) = 1λ−1(g−,t)(x) · (f(x)− ε · w(x)) + 1λ−1(t,g+)(x) · (f(x) + ε · w(x)).

Исследования частично поддержаны ГПНИ «Конвергенция», проект 1.7.01.1.
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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ СТЬЮДЕНТИЗИРОВАННЫХ ОТКЛОНЕНИЙ
ДЛЯ НОРМАЛЬНОЙ ВЫБОРКИ С ВЫБРОСОМ

Л.К. Ширяева
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Пусть наблюдения X1, X2, . . . , Xn−1, Xout являются независимыми случайными величи-
нами, причем X1, . . . , Xn−1 имеют нормальное N(a, σ2) распределение, а выброс Xout имеет
N(a + λσ, νσ2) распределение, где λ > 0 и ν > 0. Обозначим через T̃n и Ti стьюдентизи-
рованные отклонения выброса и «обычных» наблюдений от среднего по выборке:

T̃n = (Xout −X)/S, Ti = (Xi −X)/S, i = 1, 2, . . . , n− 1,

где X = 1
n

∑n
i=1 Xi, S

2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −X)2.

В работе [1] был найден закон распределения случайной величины T̃n. В настоящей
работе получено представление плотности распределения вероятностей случайной величины
T̃n через специальную функцию Эрмита, а также закон распределения случайной величины
Ti, (i = 1, 2, . . . , n− 1). Основными результатами работы являются следующие теоремы.

Теорема 1. Плотность вероятностей случайной величины T̃n для n > 3 имеет вид:

fT̃n
(t) =





Bn
(n− 1)2

[(n− 1)2 − nt2]3/2
fVn(t)(0), |t| < (n− 1)/

√
n,

0, |t| > (n− 1)/
√

n,

где fVn(t)(v) — плотность распределения случайной величины Vn(t) = βn(t)
√

W − Z, слу-
чайные величины W и Z являются независимыми; W имеет χ2(n− 1)-распределение, Z
имеет N(µ, 1)-распределение,

µ = λ

√
n− 1

1 + ν(n− 1)
, βn(t) =

√
n

η

t√
(n− 1)2 − nt2

при |t| < n− 1√
n

,

Bn =
√

2n

η

Γ(n−1
2 )

Γ(n−2
2 )

, η =
1 + ν(n− 1)

n
, Γ(x) =

∞∫

0

ξx−1e−ξ dξ.

Теорема 2. Для ∀t ∈ (−(n− 1)/
√

n, (n− 1)/
√

n) плотность случайной величины Vn(t)
в точке v = 0 равна

fVn(t)(0) = An

[
(n− 1)2 − nt2

q(t)

](n−1)/2

H−n+1

(
− tµ√

2q(t)

)
,

где

An =
Γ(n− 1)
Γ(n−1

2 )

√
2
π

e−µ2/2

(
η

n

)(n−1)/2

, q(t) = η
(n− 1)2

n
+ (1− η)t2,

Hk(z) = Γ−1(−k)
∫∞
0 e−ξ2−2zξξ−k−1 dξ — функция Эрмита с целым значком k, k < 0.

Теорема 3. Для n > 4 плотность случайной величины Ti, i = 1, n− 1, имеет вид:

fTi(t) =





√
(n− 1)(n− 2)

n

π/2∫

−π/2

fT̃n

(
n− 1√

n
sinϕ

)
fT ∗n−1

(rn(t, ϕ)) dϕ, |t| < (n− 1)/
√

n,

0, |t| > (n− 1)/
√

n,
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где

fT ∗n−1
(x) =





1
n− 2

√
n− 1

π
· Γ(n−2

2 )
Γ(n−3

2 )
·
(

1− n− 1
(n− 2)2

x2

)(n−5)/2

, |x| < n− 2√
n− 1

,

0, |x| > n− 2√
n− 1

,

rn(t, ϕ) =





√
n− 2

n(n− 1)
·
√

nt + sin ϕ

cosϕ
, |ϕ| < π/2,

0, |ϕ| > π/2.
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МНОГОРЕЖИМНЫЕ СЕТИ С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЗАЯВКАМИ
И СИГНАЛАМИ

О.В. Якубович, Ю.Е. Дудовская
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Введение. В работе рассматривается открытая сеть с узлами, которые могут функци-
онировать в нескольких режимах, отвечающих различной степени их работоспособности. В
сети циркулируют положительные и отрицательные заявки нескольких типов и сигналы,
изменяющие режимы узлов, в которые сигналы поступают.

Описание модели. В сеть, состоящую из N узлов, поступают четыре независимых про-
стейших потока: положительных заявок интенсивности λ+, отрицательных заявок интен-
сивности λ−, сигналов повышения и понижения режима обслуживания с параметрами ω+

и ω− соответственно. Положительные и отрицательные заявки могут быть M типов. Поло-
жительная заявка, поступившая в узел, увеличивает длину очереди положительных заявок
соответствующего типа в узле на единицу и требует обслуживания. Отрицательная заявка,
поступившая в узел, увеличивает длину очереди отрицательных заявок соответствующего
типа в узле на единицу и не требует обслуживания. Каждая отрицательная заявка типа u,
находящаяся в i-м узле (u = 1,M, i = 1, N), остается в очереди случайное время, имею-
щее показательное распределение с параметром τ(i,u)(m(i,u)) = τ(i,u)/m(i,u) для m(i,u) > 1,
где m(i,u) — количество отрицательных заявок типа u в i-м узле, τ(i,u) — некоторая поло-
жительная постоянная. После окончания времени пребывания в узле отрицательная заявка
уменьшает длину соответствующей очереди положительных заявок типа u в i-м узле на
единицу, если в узле есть положительные заявки соответствующего типа и не производит
никаких воздействий на узел, если в узле нет положительных заявок соответствующего типа.
В каждом узле находится M экспоненциальных приборов, u-й прибор обслуживает поло-
жительные заявки типа u. Заявки обслуживаются в порядке поступления. Времена обслу-
живания различных заявок независимы, не зависят от процесса поступления и для положи-
тельных заявок типа u в i-м узле имеют показательное распределение с параметром µ(i,u)

(u = 1,M, i = 1, N). Предполагается, что i-й узел может находиться в одном из li режимов
работы (li = 0, ri, i = 1, N). Состояние сети в момент времени t характеризуется вектором
x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xN (t)), где xi(t) = (n(i,1)(t), . . . , n(i,M)(t),m(i,1)(t), . . . ,m(i,M)(t), li(t))
описывает состояние i-го узла в момент времени t. Здесь n(i,u)(t) — число положительных
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заявок типа u, m(i,u)(t) — число отрицательных заявок типа u, li(t) — режим, в котором
работает i-й узел в момент времени t. Процесс xi(t) имеет пространство состояний

Xi = {xi = (n(i,1), . . . , n(i,M),m(i,1), . . . ,m(i,M), li), n(i,u),m(i,u) > 0, u = 1,M, li = 0, ri}.
Назовем нулевой режим основным режимом работы. Время работы узла, находящегося в
состоянии xi = (n̄i, m̄i, li), в режиме li (li = 0, ri, i = 1, N) имеет показательное распре-
деление, при этом с интенсивностью νi = (n̄i, m̄i, li) i-й узел переходит в (li + 1)-й режим
(li = 0, ri − 1), а с интенсивностью ϕi = (n̄i, m̄i, li) — в (li − 1)-й режим (li = 1, ri). Пере-
ключение прибора с одного режима в другой сохраняет общее число заявок в узле.

Устанавливаются условия мультипликативности и аналитический вид стационарного рас-
пределения вероятностей состояний исследуемой сети.
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ROBUSTNESS IN SEQUENTIAL STATISTICAL TESTING OF HYPOTHESES:
THEORY AND APPLICATIONS

A.Yu. Kharin

Belarusian State University, Minsk, Belarus
KharinAY@bsu.by

The sequential approach [1] is used for statistical testing of hypotheses in different applications,
especially in medicine, quality control, finance and many others. This approach gives the possibility
to minimize the expected number of observations to provide the requested accuracy of the decision
making (given small values of error probabilities) [2].

Although the sequential statistical tests are used in many practical problems, the results often
do not meet the expectations, for example, the error probabilities are greater than the values
given by the theory. One of the reasons is that the real data do not follow the hypothetical model
exactly, the model is distorted, so the problem of robustness analysis [3] is important for correct
application of the theory.

In this paper we discuss the problem of the sequential tests characteristics calculation to
provide the robustness analysis under the hypothestical model distortions (outliers) introduced
by Tukey and Huber [3]. The cases of simple and composite hypotheses are analysed with the
methodology developed in [4–8]. The asymptotic expansions for error probabilities and expected
sample sizes are constructed. Using these expansions the robustness analysis of the traditional
sequential tests is performed.

To decrease the negative influence of model distortions to the performance characteristics, a
new parametric family of sequential tests is proposed. To analyse the performance of the tests from
the proposed family the asymptotic expansions are constructed for their characteristics. Using the
criterion of the minimization of the maximal possible risk, the new robust sequential tests are
derived. The results are illustrated by numerical examples via statistical modeling.

The results are applied for the solution of two following practical problems:
1) epidemiological analysis of pediatric cancer based on spatio-temporal clustering of incidence

and mortality for survival improvement within the long-term post-Chernobyl period;
2) sequential making of optimal statistical decisions in the processes of medical diagnostics for

cardiology.
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PARAMETRIZATIONES EQUIVALENCE OF GENERALIZED
HYPERBOLIC DISTRIBUTION

A.V. Kuzmina

Belarussian State University, Minsk, Belarus
KuzminaAV@bsu.by

Different parametrization types of generalized hyperbolic distribution are considered in the
report.

Definition 1 (Parametrization A). The generalized hyperbolic distribution is given by [1]

fGH
λ,α,β,δ,µ(x) = a(λ, α, β, δ, µ)(δ2 + (x− µ)2))(λ−1/2)/2Kλ−1/2(α(δ2 + (x− µ)2)1/2) exp(β(x− µ)),

where

a(λ, α, β, δ, µ) =
(α2 − β2)λ/2

(2π)1/2αλ−1/2δλKλ(δ(α2 − β2)1/2)
,

Kλ(z) = 1/2
∫
0 uλ−1 exp(−1/2z(u + u−1)) du is the modified Bessel function, z > 0.

Definition 2 (Parametrization B). The generalized hyperbolic distribution is given by

fGH
λ,ζ,ρ,δ,µ(x) = a(λ, ζ, ρ, δ, µ)(δ2 + (x− µ)2))(λ−1/2)/2×

×Kλ−1/2(ζ(δ2 + (x− µ)2)1/2/(δ(1− ρ2)1/2)) exp(ζρ(x− µ)/(δ(1− ρ2)1/2)),

where

a(λ, ζ, ρ, δ, µ) =
ζ1/2(1− ρ2)(λ−1/2)/2

(2π)λ+1/2Kλ(ζ)
, ζ = δ(α2 − β2)1/2, ρ = β/α.

Definition 3 (Parametrization C). The generalized hyperbolic distribution is given by

fGH
λ,ξ,χ,δ,µ(x) = a(λ, ξ, χ, δ, µ)(δ2 + (x− µ)2))(λ−1/2)/2×

×Kλ−1/2((1−ξ2)(δ2 + (x−µ)2)1/2/(δξ(ξ2−χ2)1/2)) exp(χ(1−ξ2)(x−µ)/(δξ2(ξ2−χ2)1/2)),
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where

a(λ, ξ, χ, δ, µ) =
(1− ξ2)1/2(ξ2 − χ2)(λ−1/2)/2

(2π)1/2(ξδ)λ+1/2Kλ((1− ξ2)/ξ2)
, ξ = (1 + ζ2)−1/2, χ = ξρ.

Definition 4 (Parametrization D). The generalized hyperbolic distribution is given by

fGH
λ,α∗,β∗,δ,µ(x) = a(λ, α∗, β∗, δ, µ)(δ2 + (x− µ)2))(λ−1/2)/2×

×Kλ−1/2(α
∗/δ(δ2 + (x− µ))1/2) exp(β∗(x− µ)/δ),

where

a(λ, α∗, β∗, µ) =
((α∗)2 − (β∗)2)λ/2

(2π)1/2(α∗)λ−1/2(δ)λ+1/2Kλ(((α∗)2 − (β∗)2)1/2)
, α∗ = αδ, β∗ = βδ.

Theorem. The parametrizations A–D of generalized hyperbolic distribution are equivalent.
Generalized hyperbolic distribution and it’s special cases simulation, parameters estomators

are also discussed [2].
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MALLIAVIN — STEIN METHOD FOR MULTIDIMENSIONAL U-STATISTICS
OF POISSON POINT PROCESSES

Nguyen Tuan Minh

Belarusian State University, Minsk, Belarus
minhnguyen@yandex.ru

Our main result is to give an upper bound for a probabilistic distance between a Gaussian
random vector a square-integrable random variable with finite Wiener — Itô chaos expansions by
applying Malliavin — Stein inequality on the Poisson space. Consequentially, we apply this result
to study the normal approximation for multidimensional U -statistics of Poisson point processes.
Let Πn,n stands for the set of partitions of

Zn,m = {z(1)
1 . . . z

(1)
n−1, z

(2)
1 . . . z

(2)
n−1, z

(3)
1 . . . z

(3)
m−1, z

(4)
1 . . . z

(4)
m−1}

such that for each π ∈ Π, z
(i)
l , z

(i)
h ∈ Zn,m, l 6= h, are always in different subsets of π and every

subset of π has at least two elements. Denote Πn,m ⊂ Πn,m as the set of all partitions in Πn,m

of such that for any π ∈ Πn,m and any decomposition of {1, 2, 3, 4} into two disjoint sets M1,

M2 there are i ∈ M1, j ∈ M2 and two variables z
(i)
l , z

(j)
h which are in the same subset of π.

The following estimation is obtained
Theorem. Let us give a Gaussian random vector X ∼ Nd(0, C) and a random vector F =

= (F1, . . . , Fd) ⊂ L2(PN ) with non-singular covariance matrix Σ such that each i-th component
Fi = Fi(φi) is an absolutely convergent U-statistic of order ki with respect to the Poisson point
process N, i = 1, d. Then

∆(
√

CΣ−1(F −E(F )), X) 6
√

2π

8
d2k7/2‖

√
CΣ−1‖3‖C−1‖3/2‖C‖(trace (Σ))1/2×
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×
( d∑

i=1

k∑

n=1

Mn,n(i, i)
)1/2

+ k2‖CΣ−1‖F ‖C−1‖‖C‖1/2

( d∑

i,j=1

k∑

n,m=1

Mn,m(i, j)
)1/2

,

where k = max{ki, 1 6 i 6, d} and Mn,m(i, j) stands for the integral

1n6ki, m6kj

(
ki

n

)2(kj

m

)2 ∑

π∈Πn,m

∫

E|π|

∫

E2(ki−m)

∫

E2(kj−n)

Rπ

(∣∣∣∣
2∏

l=1

φi(z
(l)
1 , . . . , z

(l)
n−1, x

(l)
1 , . . . , x

(l)
ki−n)

4∏

l=3

φj(z
(l)
1 , . . . , z

(l)
m−1, x

(l)
1 , . . . , x

(l)
kj−m)

∣∣∣∣
)

(y1, . . . , y|π|)

µ|π|+2(ki+kj−n−m)(dx
(1)
1 , . . . , dx

(2)
ki−n, dx

(3)
1 . . . dx

(4)
kj−m, dy1, . . . dy|π|).

In the above formula, the operator Rπ replaces all elements of Zn,m that belong to the same
subset of π by a new variable yj , j = 1, . . . , |π|.
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В системе обработки радиолокационной информации для выделения полезного сигна-
ла необходимо провести фильтрацию сигнала радиолокатора от баллистического объек-
та. Один из современных подходов фильтрации сигналов основан на применении вейвлет-
преобразования. Применение вейвлет-преобразования для фильтрации сигнала состоит в
том, что вейвлет-коэффициенты меньшие некоторого значения (порога) приравниваются к
нулю, а большие коэффициенты либо остаются неизменными («жесткая» фильтрация), либо
уменьшаются на величину порога («мягкая» фильтрация).

При применении классических вейвлетов на границах интервалов, для которых про-
водится фильтрации траекторных параметров баллистических объектов, возникают боль-
шие вейвлет-коэффициенты, характерные для случаев, когда сигналы имеют разрывы или
разрывные производные. Чтобы избежать появления вейвлет-коэффициентов с большими
амплитудами на границах, необходимо применять интервальные вейвлеты, которые имеют
столько же нулевых моментов, что и исходный вейвлет [1].

Вейвлет-фильтрация сигнала включает следующие этапы:
1) взятие прямого вейвлет-преобразования от зашумленных значений сигнала;
2) обработка (фильтрация) вейвлет-коэффициентов;
3) взятие обратного вейвлет-преобразования от коэффициентов.
При разработке алгоритма фильтрации предполагалось, что наблюдаемые координаты

баллистического объекта X(t), Y (t), Z(t) являются независимыми. В алгоритме фильтра-
ции сигнала использовалось скользящее окно (интервал) длиной равной степени 2 для ре-
ализации быстрого алгоритма вейвлет-преобразования, которое сдвигалось по сигналу при
поступлении от радиолокатора текущих координат объекта. В текущем скользящем окне
проиводилась фильтрация сигнала. В качестве вейвлетов при преобразовании сигнала ис-
пользовались вейвлеты Добеши различных порядков.

Эффективность алгоритма фильтрации зависит от следующих параметров [2]:
1) типа фильтрации («мягкой» или «жесткой»);
2) порога фильтрации (универсального, FDR-порога);
3) порядка вейвлета Добеши.
Исследование алгоритма фильтрации проведено методом статистического моделирования

для различных уровней шума. Вейвлет-фильтрация проводилась для каждой координаты
X(t), Y (t), Z(t) по отдельности. В качестве оптимального параметра выбирался такой, при
котором достигался минимум среднеквадратической ошибки отфильтрованной координаты
сигнала по сравнению с эталонной.

Результаты статистического моделирования показали, что лучшую фильтрацию сигнала
для всех координат баллистического объекта и исследуемых уровней шума обеспечивает
применение «жесткой» пороговой фильтрации c универсальным порогом, вычисленным для
каждого уровня разложения сигнала по базису вейвлета Добеши 8-го порядка.
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КОЭФФИЦИЕНТОВ ПРИ НАЛИЧИИ КЛАССИФИКАЦИИ НАБЛЮДЕНИЙ

Е.С. Агеева, Ю.С. Харин
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В математической статистике широко используется регрессионная модель. Ею описыва-
ются многие процессы в технике, экономике, медицине и других областях. Хорошо иссле-
дованы случаи, когда зависимые переменные наблюдаются с выбросами или с пропусками,
а также ситуация, когда в выборке присутствуют цензурированные наблюдения; при этом
построены робастные статистические выводы. В данной работе рассматривается ситуация,
когда для нелинейной множественной регрессионной модели вместо истинных значений за-
висимой переменной наблюдаются номера классов (интервалов), в которые попадают эти
значения. Предлагаемая в статье новая модель множественной регрессии с классифициро-
ванными наблюдениями является обобщением известной модели с «округленными данными»
(rounded data) [1–3].

Пусть на вероятностном пространстве (Ω, F,P) определена модель нелинейной множе-
ственной регрессии:

Yt = F (Xt; θ0) + ξt, t = 1, . . . , n, . . . ,

где Xt ∈ RN — известный вектор регрессоров, ξt ∈ R1 — случайная величина ошибок с нор-
мальным распределением вероятностей N(0, (σ0)2), α0 = (θ0, (σ0)2)′ ∈ Rm+1 — неизвестный
вектор параметров.

Пусть задана непересекающаяся последовательность K интервалов

Ak = (ak−1, ak], k ∈ K = {1, . . . , K}, −∞ = a0 < a1 < · · · < aK = ∞.

Это множество интервалов задает классификацию зависимой переменной Yt : Yt относится
к классу νt, если Yt ∈ Aνt , νt ∈ K.

Вместо точных значений зависимой переменной Y1, . . . , Yn наблюдаются лишь соответ-
ствующие номера классов ν1, . . . , νn ∈ K. Задача заключается в том, чтобы по классифи-
цированным наблюдениям ν1, . . . , νn и значениям регрессоров X1, . . . , Xn построить стати-
стические оценки для неизвестного вектора параметров α0.

Для оценивания вектора параметров α0 используем метод максимального правдопо-
добия. Для построенных оценок получаем условия для состоятельности по вероятности и
сильной состоятельности, а также условия для асимптотической нормальности и несмещен-
ности [4, 5].
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Пусть g — образующий циклической группы G простого порядка q. Будем считать,
что описание G имеет полиномиальную от log q длину, а групповая операция в G задается
полиномиальным от log q алгоритмом.

Задачи дискретного логарифмирования (DL) и Диффи — Хэллмана (CDH, см. [1])
состоят в следующем:

DL CDH
(g, ga) 7→ x (g, ga, gb) 7→ gab

Здесь a, b — элементы простого поля Fq = {0, 1, . . . , q − 1}.
В теории сложности говорят, что имеется полиномиальная сводимость задачи P1 к за-

даче P2 и пишут P1 6P P2, если имеется вероятностный алгоритм, который решает P1

со значимой (ее можно ограничить снизу функцией 1/p(n), где p — некоторый многочлен,
n — размер задачи) вероятностью за полиномиальное время и за полиномиальное число
обращений к алгоритму решения P2.

Понятно, что CDH 6P DL : логарифмируя ga, определяем a, а затем (gb)a = gab.
На сегодняшний день обратное сведе́ние DL 6P CDH не доказано. Доказательство (или
опровержение) этого сведения является одной из важных нерешенных проблем современной
криптографии.

На сегодняшний день наибольшее продвижение в решении данной проблемы было досиг-
нуто в статьях ден Боера [2], Маурера и Вольфа [3]. В последней работе была введена задача
«Вспомогательная группа» (AuxGroup) и доказано, что

DL 6P AuxGroup ∧CDH

(в правой части — составная задача).
В докладе вводится еще одна задача «Вспомогательное сжатие» (AuxCompr) и дока-

зываются следующие результаты.
Теорема 1. DL 6P AuxCompr ∧CDH.

Теорема 2. AuxCompr 6P AuxGroup.

Полученные результаты означают, что для доказательства сведения DL 6P CDH до-
статочно решить вспомогательную задачу AuxCompr, которая не сложнее ранее предло-
женной задачи AuxGroup.
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Системы линейных булевых уравнений с искаженными правыми частями являются клас-
сическим объектом исследования в теории кодирования и криптологии [1]. Известно, что
решение таких систем общего вида равносильно декодированию произвольных линейных
кодов. Последняя задача является NP -полной и для нее не известно (и, по-видимому, не
существует) полиномиальных алгоритмов.

Первый субэкспоненциальный алгоритм решения систем линейных булевых уравнений с
искаженными правыми частями и случайными равновероятными матрицами коэффициентов
предложен И.Н.Коваленко [2]. В последние годы появились новые субэкспоненциальные ал-
горитмы, наиболее эффективные из которых базируются на решении так называемой задачи
об аддитивном представлении (r-sum problem) [3–7].

В докладе представлена общая схема построения указанных алгоритмов, приведены неа-
симптотические оценки их надежности (отсутствующие в цитируемых работах). Предлага-
ется также метод, позволяющий существенно уменьшить их вычислительную сложность,
аналогичный по сути «гибридному» методу решения систем нелинейных алгебраических
уравнений на основе вычисления базисов Гребнера [8]. Этот метод заключается в совмест-
ном применении алгоритмов решения задачи об аддитивном представлении и опробования
отдельных неизвестных системы, что при определенных условиях позволяет уменьшить как
трудоемкость ее решения, так и объем необходимого материала.
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Доклад посвящен оцениванию параметров модели дискретной авторегрессии Джекоб-
са — Льюиса DAR(s) [1, 2]. Модель Джекобса –Льюиса для дискретного временного ряда
xt, t > 1 определяется стохастическим разностным уравнением порядка s > 2 со случай-
ным запаздыванием:

xt = µtxt−ηt + (1− µt)ζt, t > s,

где {x1, . . . , xs}, {ζt, ηt, µt : t > s} — независимые в совокупности дискретные случайные
величины на {Ω, F, P} со следующими распределениями вероятностей:

P {ζt = i} = πi, i ∈ A,
∑

i∈A

πi = 1;

P {ηt = j} = λj , j ∈ {1, . . . , s},
s∑

j=1

λj = 1, λs 6= 0;

P {µt = 1} = 1− P {µt = 0} = ρ; P {xk = i} = πi, i ∈ A, k ∈ {1, . . . , s}.
Теорема 1. Дискретный временной ряд, определяемый моделью Джекобса — Льюиса

DAR(s), является однородной цепью Маркова порядка s с начальным распределением веро-
ятностей πi1,...,is+1 = πi1 · . . . · πis и (s + 1)-мерной матрицей вероятностей одношаговых
переходов P (π, λ, ρ) = (pi1,...,is+1) :

pi1,...,is+1 = (1− ρ)πis+1 + ρ
s∑

j=1

λjδis−j+1,is+1 , i1, . . . , is+1 ∈ A,

где δjk — символ Кронекера.
Данное представление для (s+1)-мерной матрицы вероятностей одношаговых переходов

для модели DAR(s) характеризуется числом параметров DJL = |A|+ s− 1 .
Теорема 2. Если имеет место модель Джекобса — Льюиса и ρ 6= 1, то при увеличении

длины наблюдаемого временного ряда n → ∞ состоятельными оценками для параметров
модели являются статистики π̃, ρ̃, λ̃ :

π̃i =
n∑

t=1

δxt,i/n, i ∈ A;

ρ̃ =

∑
I: i1=. . . =is+1

(1− π̃is+1)(p̂I − π̃is+1)−
∑

I: is+1 6∈{i1,. . . ,is} π̃is+1(p̂I − π̃is+1)∑
I:i1=. . . =is+1

(1− π̃is+1)2 +
∑

I:is+1 6∈{i1,. . . ,is} π̃2
is+1

;

λ̃k =
1

N − 1

(
− 1 +

1
ρ̃ N s−1

∑

I: is−k+1=is+1

(p̂I − (1− ρ̃)π̃is+1)
)

, k ∈ {1, . . . , s},
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где N = |A|, I = {i1, . . . , is+1}, P̂ (Xn) = (p̂i1,...,is+1) — эмпирическая матрица вероятно-
стей одношаговых переходов, вычисленная по наблюдаемому вероятностному ряду Xn.

Данные оценки используются в качестве начального приближения при итерационном
вычислении оценок максимального правдоподобия.
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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ZDD ДИАГРАММ
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Построении булевых базисов Гребнера дает решение целого ряда задач, таких как HFE
(Hidden Field Equations) в криптографии, выполнимость булевых формул (SAT, Boolean
satisfiability problem, ) и моделирования квантовых вычислений. Алгоритмы построения ба-
зисов Гребнера имеют экспоненциальную сложность как по времени выполнения, так и по
требуемой памяти. Для более компактного хранения булевых многочленов было предложено
использовать ZDD (Zero-suppressed Decision Diagram) диаграммы [1].

Двоичные диаграммы решений (BDD, Binary Decision Diagram) [2] являются удобным
инструментом представления и оперирования булевыми функциями и широко используются
в различных областях. BDD диаграммы можно использовать для представления булевых
полиномов. В случае когда порядок переменных для всех путей остается постоянным,то
такая диаграмма называться упорядоченной (OBDD, Ordered BDD).

OBDD будет двоичной диаграммой с отбрасыванием незначащих нулей (Zero-suppressed
Decision Diagram, ZDD) если она не содержит одинаковых поддиаграмм и из нее исключены
те вершины, 1-ребра которых заканчиваются в терминальной вершине, соответствующей 0.
Наиболее характерные различия представленных диаграмм, на примере булевого полинома
p = abc + ab + bc + b + c + 1 и порядком переменных a Â b Â c, показаны на рис. 1–3.
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Рис. 1. Диаграмма BDD Рис. 2. Диаграмма OBDD Рис. 3. Диаграмма ZDD

В докладе будут даны оценки по требуемой памяти для максимального авторедуцирован-
ного множества при списочном представлении многочленов и оценка используемой памяти
для хранения этого же множества в виде ZDD диаграмм.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проекты 01-10-01-00200 и 12-07-00294).
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Решение алгебраических уравнений над полями Галуа, особенно характеристики два, име-
ет свою неизгладимую специфику. Многочисленные приложения данной задачи в инфоком-
муникациях реализуются методом Фаддеева — Берлекемпа [1], предложенного в середине ХХ
века названными авторами. Суть метода состоит в факторизации многочлена, задающего ре-
шаемое уравнение путем вычисления серии наибольших общих делителей этого многочлена
со специально подбираемыми полиномами. Тем самым решение алгебраического уравнения
тесно связано с нахождением его делителей вида x−a. Анализ алгоритма Фаддеева — Бер-
лекемпа, в контексте нахождения только делителей первой степени, позволяет осуществить
значительные упрощения в его реализации и тем самым уменьшить временные затраты на
его выполнение.

В основе рассматриваемой модификации алгоритма Фаддеева — Берлекемпа лежит сле-
дующий факт. Если в поле GF (q) зафиксировать некоторое подмножество элементов M ⊂
⊂ GF (q), |M | def

= k, то вычисление наибольшего общего делителя gcd (f(x), h(x)), где
h(x) def=

∏
a∈M (x− a) будет требовать меньше вычислительных ресурсов, чем выполнение k

делений многочлена f(x) степени n > n0 на многочлены x− a, a ∈ M. При этом значение
n0 зависит от конкретного поля. Поэтому, для нахождения делителей первой степени много-
члена f(x) ∈ GF (2m)[x] можно поступать следующим образом. Пусть GF (q) = {a0, . . . , aq},
q = 2m. Вычисляются последовательно

hi1,1(x) = (x− ai1) (x− ai1+1) , i1 = 2t, 1 6 i1 6 2m,

и далее

hij ,j(x) = hij−1,j−1(x)hij−1+1,j−1(x), ij−1 = 2t, 1 6 ij 6 2m+1−j , 1 < j 6 m.

Затем, данные произведения располагаются в бинарном дереве высоты m с корнем xq −
− x =

∏
a∈GF(q)(x − a) [2]. Построенное дерево зависит только от рассматриваемого поля и

может применятся для нахождения корней f(x) следующим образом. На первом шаге ал-
горитма, вычисляется d1,m−1(x) = gcd (h1,m−1(x), f(x)) . Если deg hi,m−1 = n, то алгоритм
продолжает работу с левым поддеревом с корнем h1,m−1(x) для многочлена d1,m−1(x). Если
deg hi,m−1 = 0, то алгоритм продолжает работу с правым поддеревом с корнем h2,m−1(x)
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для многочлена f(x). Если же 0 < deg d1,m−1 < n, то выполняются оба шага. Таким обра-
зом, находясь в узле hi,s, необходимо вычислить d2i−1,s−1(x) = gcd (h2i−1,s−1(x), g(x)) , где
либо g(x) = di,s(x), либо g(x) = f(x). Если 0 < deg d2i−1,s−1 < deg g, то необходимо также
вычислить d4i−1,s−2(x) = gcd (h4i−1,s−2(x), g(x)) . Так как в среднем случае корни многочле-
на находятся на некотором удалении друг от друга, то случай deg di,s = 1 (что означает,
что найден корень многочлена) будет встречаться раньше, чем алгоритм дойдет до листовых
узлов дерева.
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ОБ ОЦЕНИВАНИИ ПАРАМЕТРОВ
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Классических случай, когда все значения авторегрессионного временного ряда известны
полностью, подробно изучен [1, 2]. Однако на практике наблюдаемые данные часто подверже-
ны искажениям. В настоящей работе рассматривается такое искажение, как цензурирование
справа [3].

Пусть xt ∈ R — исходный нецензурированный временной ряд AR (p) , задаваемый сто-
хастическим разностным уравнением [1]:

xt =
p∑

i=1

θixt−i + ut, t ∈ Z,

где θ1, . . . , θp — коэффициенты авторегрессии; {ut} — независимые в совокупности оди-
наково распределенные случайные величины, имеющие нормальный закон распределения
вероятностей:

L{ut} = N(0, σ2).

Полагается, что временной ряд xt подвержен цензурированию справа с уровнем цензури-
рования c ∈ R, т. е. в моменты времени, когда xt > c, регистрируются лишь наступления
случайных событий A∗t = {xt > c} .

Построим аналогично [3] вспомогательный временной ряд:

yt =
{

xt, xt < c,
c, xt > c.

(1)

Для вспомогательного временного ряда (1) в работе найдены математическое ожидание
m = E {yt} и начальные смешанные моменты второго порядка mτ = E {ytyt+τ} , τ = 1, . . .
. . . , p. Приравняв m к выборочному среднему T−1

∑T
t=1 yt и mτ — к выборочным смешан-

ным моментам (T − τ)−1
∑T−τ

t=1 ytyt+τ τ = 1, . . . , p, построим оценки модельных параметров
по методу моментов. Доказана состоятельность построенных оценок.
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АНАЛИЗ ПОДХОДОВ К ПРИНЯТИЮ РЕШЕНИЙ В ИМИТАЦИОННЫХ
СИСТЕМАХ МОДЕЛИРОВАНИЯ БОЕВЫХ ДЕЙСТВИЙ

В.М. Булойчик1, В.И. Малюгин2, Е.С. Макарова1

1 НИЦ Моделирования военных действий УО «Военная академия РБ», Славинского 4,
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Искусству ведения военных действий с давних пор уделялось большое внимание. На про-
тяжении многих веков от знаний, опыта и действий военноначальников зависела жизнь не
только миллионов людей, но и целых цивилизаций. Опыт военноначальников передавался
из поколения в поколение, а совершенствовался в ходе реальных боевых действий, ценою
человеческих жизней.

В настоящее время в целях обучения будущих командиров, а также анализа и прогнози-
рования исхода боевых действий различного масштаба широко применяется моделирование.
Такой подход позволяет с меньшими затратами и потерями достичь поставленной цели, обос-
новать и принять эффективное решение.

При моделировании боевых действий наибольшее распространение получило имитацион-
ное моделирование, в виду сложности таких действий как таковых. Имитационные модели
позволяют изучить интересующую ситуацию с необходимой степенью детализации, исполь-
зуя разные принципы формирования модельного времени. А многократное проигрывание
конкретной боевой задачи позволяет восполнить недостающие данные.

В общем случае имитационная система моделирования боевых действий состоит из мно-
жества типовых взаимодействующих объектов. Основной частью каждого такого объекта
является подмодель управления этим объектом, которая должна обеспечить не только при-
нятие решений о поведении объекта в зависимости от определенных параметров, но и «объ-
яснить», почему в данной ситуации было выбрано именно такое решение, показать, что оно
является наиболее подходящим из всех возможных.

В каждый момент модельного времени имитационная система моделирования боевых
действий описывается некоторым множеством состояний S = (S1, S2, . . . , SN ), где Si — со-
стояние i-го объекта системы, i ∈ (1, N), N — количество объектов. Основной задачей
принятия решений является определение для каждого входящего в состав системы объекта
нового состояния S′i, в которое он должен перейти не ухудшая эффективность функцио-
нирования всей системы. Таким образом, приходим к многокритериальной многошаговой
задаче принятия решений.

Выделяют детерминированные многошаговые задачи принятия решений, многошаговые
задачи принятия решений в условиях неопределенности (в условиях риска, полной неопреде-
ленности, в условиях конфликта), многошаговые задачи принятия решений на основе мар-
ковской модели [1].

До настоящего времени большинство систем имитационного моделирования использо-
вало марковскую модель принятия решений. Однако, как показывает опыт, такой подход
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может приводить к неожиданным результатам в процессе моделирования. Учитывать все
предыдущие состояния объекта важно и в целях последующего анализа принятых решений.

При принятии решений в многокритериальных задачах используются различные способы
свертывания многокритериального показателя эффективности [2].
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Понятие вкрапление означает замену некоторых символов передаваемой по открытому
каналу связи последовательности другими символами. Такая замена позволяет скрыть кон-
фиденциальное сообщение. Главной задачей является обеспечение надежности такого про-
цесса вкрапления. В литературе недостаточно внимания уделено теоретическим вопросам
стеганогафической защиты информации, в частности, актуальна проблема построения и ана-
лиза математических моделей вкраплений [1–3].

Введем обозначения: V = {0, 1} — двоичный алфавит, VT — пространство двоичных T -
векторов, L{ξ} — закон распределения вероятностей случайной величины ξ, B(θ) — закон
распределения вероятностей Бернулли.

Будем предполагать, что контейнер для вкрапления сообщения есть двоичная последо-
вательность x = (x1, x2, . . . , xT ) ∈ VT , xt ∈ V, t = 1, . . . , T, являющаяся однородной дво-
ичной цепью Маркова 1-го порядка с матрицей вероятностей одношаговых переходов P =
= (pv0,v1), v0, v1 ∈ V :

P =
1
2

(
1 + ε 1− ε
1− ε 1 + ε

)
, pv0,v1 = P{xt+1 = v1|xt = v0} =

1
2
(1 + (−1)v0+v1ε), |ε| < 1. (1)

Здесь ε — параметр модели: случай ε = 0 соответствует схеме независимых испытаний и ис-
следован в [2]; случай ε > 0 учитывает зависимость типа притяжения, ε < 0 — зависимость
типа отталкивания. Отметим, что цепь Маркова (1) удовлетворяет условиям эргодичности
[4] и имеет равномерное стационарное распределение вероятностей π = (1/2, 1/2).

Обычно до вкрапления в контейнер сообщение подвергается криптографическому преоб-
разованию, поэтому далее полагаем, что сообщение ξ = (ξ1, . . . , ξM ) ∈ VM , M 6 T, явля-
ется последовательностью M независимых случайных величин Бернулли: L{ξt} = B(θ1),
P{ξt = j} = θj , j ∈ V, θ1 = 1 − θ0, t = 1, . . . , M. На практике, как правило, ξt имеет
симметричное распределение вероятностей: θ1 = θ0 = 1/2.

Механизм вкрапления имеет вид: Yt = γtξτt + (1 − γt)xt, где Y = (Y1, . . . , YT ) ∈ VT —
случайная стегопоследовательность, содержащая сообщение; γ = (γ1, . . . , γT ) ∈ VT , — cте-
гоключ, задающий точки вкрапления.

Стегоключ γ имеет блочную структуру. Вначале разобьем последовательность x на
блоки длины q > 1 (T = Kq) : x(1) = xq

1, x(2) = x2q
q+1, . . . , x(K) = xKq

(K−1)q+1. Введем вспомо-
гательные независимые случайные величины ζk ∈ V, L{ζk} = B(δq), k = 1, . . . ,K, которые
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отвечают за выбор блоков {x(k)} для вкрапления сообщения: если ζk = 1, то в один из
наудачу выбранных битов блока x(k) вкрапляется один бит сообщения, иначе вкрапление
не производится. Сразу же отметим, что для такой модели стегоключа максимальная про-
пускная способность стегосистемы уменьшается до K = T/q бит и мощность множества
всевозможных стегоключей сжимается до (1 + q)T/q < 2T .

Отметим, что если θ1 = θ0 = 1/2, то одномерное распределение вероятностей стегопо-
следовательности Y не несет никакой информации о параметрах модели ε, δq

Для q-блочной модели вкраплений в двоичную цепь Маркова представлен полиноми-
альный алгоритм для вычисления значения функции правдоподобия, на основе которого
построены оценки максимального правдоподобия параметров модели ε, δq. В случае q =
= 1 построены статистические оценки параметров, основанные на частотных статистиках,
и установлена их состоятельность.
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Введение. Пусть {xt : t ∈ Z} — центрированный гауссовский стационарный временной
ряд с неизвестным спектром S(λ) =

∑
j∈ZE{x0xj} cos(jλ) > 0, λ ∈ Π = [−π, π], X =

= (xt)
Tf

t=1 — прогнозируемый фрагмент длины Tf ∈ N и X̃ = (x̃t)T
t=1 — обучающий фраг-

мент длины T ∈ N. Временные ряды {xt} и {x̃t} независимы и одинаково распределены.
Рассматривается задача: по фрагментам X, X̃ построить прогноз для x0 и исследовать
его асимптотические свойства. Вследствие гауссовости {xt}, оптимальный в смысле риска
E{(x̂0 − x0)2} прогноз [1] x̂∗0 = E{x0|X} линеен по X : x̂∗0 =

∑Tf

t=1 a∗Tf ,t(S)xt. Поскольку
спектр S(·) неизвестен, будем аппроксимировать оптимальный прогноз на основе оценки Ŝ,
построенной по X̃ :

x̂0 =
Tf∑

t=1

a∗Tf ,t(Ŝ)xt, Ŝ(λ) = exp
( p∑

j=−p

cj cos(jλ)
)

, 0 < p < T/2, λ ∈ Π, (1)

cτ = T−1
T∑

t=1

ln
∣∣∣∣y

(
2πt

T

)∣∣∣∣
2

cos
(

2πtτ

T

)
, τ ∈ Z, y(λ) = T−1/2

T∑

t=1

x̃te
itλ, λ ∈ Π. (2)

Основной результат. Введем некоторые обозначения: 1{m | n} = 1, если m ∈ Z\{0}
делит n ∈ Z, иначе 1{m | n} = 0, κn = 1{2 | n}, εn = 1− κn, n ∈ Z, P = {1, . . . , p},

Θn(λ) =
∑

j∈Pn,z=j1±...±jn

1{T | z}
n∏

r=1

cos(jrλ), Υn(λ) =
∑

j∈Pn

(
1 + κT (−1)j1+···+jn

) n∏

r=1

cos(jrλ),
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где λ ∈ Π. Для K : Πn → R,

[K]j∈Zn = (2π)−n

∫

Πn

K(z)
n∏

r=1

cos(jrzr)dz, K̃(λ) =
∑

j∈Pn

[K]j
n∏

r=1

cos(jrλ),

V : Π → R, χ(V ) = lim
τ→+∞ |[V ]τ |1/τ ,

H(λ) = 2
∑

j>0

[S]j sin(jλ), f(λ) = H ′(λ)/S(λ), g(λ) = H(λ)/S(λ) sinλ, h = f2 + g2/2,

Ψ(ν, µ) = (H(ν) + H(µ))/2 sin
ν + µ

2
, Φ(ν, µ) = 2Ψ2(ν, µ)/S(ν)S(µ), ν, µ ∈ Π,

Q(λ) = 2
∑

j>p

[ln S]j cos(jλ), Q0 ≡ 1, Q1 = π2Θ2/3 + 2(f̃ + Υ1 ln 2),

Q2 = Q2
1/2 + (π2Υ2 + 8AΘ3)/3 + 2Φ̃ + h̃, A =

∑

n>0

n−3.

Для q > 1 введем пространство CrqS функций θ : N → R+, таких что θ(T ) < T/2 и при
T → +∞ равномерно по λ ∈ Π, 0 6 p < θ(T ), E{exp(q|∑p

j=1(cj − Ecj) cos(jλ)|)} = O(1),
где cj определены (2).

Теорема. Если [ln S]0 > −∞, χ(lnS) < 1, θ ∈ Cr4S и Tf = +∞, то для прогноза (1)
E{(x̂0 − x0)2} = e[ln S]0(

∑2
j=0[Qje

Q]0 + O(p6/T 3)) равномерно по p < θ(T ) при T → +∞.

Следствие. Если [lnS]0 > −∞, χ(lnS) < χ+ < 1, θ ∈ Cr4S и Tf = +∞, то для
прогноза (1) равномерно по p < min{θ(T ), T/3} при T → +∞ :

E{(x̂0 − x0)2} = e[ln S]0(1 + K1p/T + (K2p
2 + K3p + K4)/T 2 + O(p6/T 3 + χ+

p)),

K1 = π2/6, K2 = π4/72 + A, K3 = (1 + κT )
(
(2 + ln 2)π2/12 + ln2 2

)
+ π4/144−A,

K4 = −εp(κT (π2/12 + 2 ln 2) + π2/12) ln 2 + [h]0 − ([Φ]0,0 + [f ]20)/2+

+(π2/24 + ln 2)(f(0)− [f ]0) + (π2/24 + κT ln 2)(f(π)− [f ]0).
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МОДИФИКАЦИЯ МЕТОДА КРИПТОАНАЛИЗА,
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Криптоанализ основанный на соотношении время-память состоит из двух стадий: подгото-
вительной и активной. Во время подготовоительной стадии криптоаналитик проводит пред-
вычисления и создает большие объемы данных, которые используются во время активной
стадии, когда необходимо за сравнительно короткое время определить ключ криптосистемы.
Введем следующие обозначения: N — размер пространства поиска; T — вычислительная
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сложность атаки; M — необходимый объем памяти; P — вычислительная сложность под-
готовительной стадии; D — количество данных доступных во время атаки.

В 1980 Хэлман [1] предложил подход для криптоанализа любого блочного шифра, размер
ключего пространства которого равен N. Необходимое время T и необходимый объем па-
мяти M связаны следующим соотношением TM2 = N2 для 1 6 T 6 N. В работах [2,3] для
поточных шифров была предложена атака в основе, которой лежит соотношение TM = N,
для 1 6 T 6 D, где D количество бит выходной последовательности доступных крмпто-
аналитику. В работе [4] для поточных шифров было получено соотношение TM2D2 = N2

D2 6 T 6 N, а также введено понятие sampling resistance R = 2−k, которое означает воз-
можность построения состояний поточных шифров, начиная из которых поточный шифр
вырабатыает k первых нулей. В данном работе предлагается расширить это понятие.

Рассмотрим генератор с самоуправлением, основанный на линейных регистра сдвига для
которого выполнены следующие свойства:

1) уравнение для выходного бита генератора зависит от внутреннего состояния линейным
образом;

2) для описания движения генератора возможно составить линейные уравнения относи-
тельно внутреннего состояния;

3) число различных вариантов управления движением генератора равно K.
Перебор векторов управления позволяет описать такой генератор Kd2d+1 системами ли-

нейных уравнений, где d = (log N − 1)/(log K +1). Предлагается на диске хранить не состо-
яния, а последовательность управления и выходную последовательность. Данная модифи-
кация, например, для генератора А5/1 позволяет улучшить оценку R с 2−16 полученной в
работе [4] до R = 2−21.
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В кольце многочленов от нескольких переменных над полем Галуа Fq[x1, x2, . . . , xn] =
= Fq[x] есть все необходимое для модулярного разделения секрета [1]. В качестве секрета
выбирается полином s(x) ∈ Fq[x], а в качестве модуля участника — нульмерный идеал. В
этом случае корректно определен вычет s(x)(modI), при условии, что задано мономиаль-
ное упорядочение, а для восстановления секрета имеется CRT-алгоритм [3]. Разумеется, все
эти вычисления основаны на теории базисов Гребнера. При этом мы ограничиваемся лишь
случаем обратного lex-упорядочения мономов.

Для построения совершенной схемы, реализующей произвольную структуру доступа не-
обходимы специально сконструированные для этой цели идеалы I1, I2, . . . , Ik, обладающие
свойством, названным нами равноостаточностью.
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Нульмерные идеалы I1, I2, . . . , Il называются равноостаточными, если RT (Ii1Ii2 . . . Iik)=
= RT (Ij1Ij2 . . . Ijk

), где 1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 l, 1 6 j1 < j2 < . . . < jk 6 l, k = 1, 2, . . . , n,
где RT (I) — множество приведенных мономов.

Все рассматриваемые нами идеалы триангулируемы и автоматически нульмерны, а зна-
чит, приведенный базис Гребнера каждого такого идеала {t1, t2, . . . , tn} имеет вид:

ti = 1 · xdi
i + adi−1x

di−1
i + . . . + a1xi + a0, adi−1 , . . . , a1, a0 ∈ Fq[x1, x2, . . . , xi−1],

Положим D(I) = (d1, d2, . . . , dn).
Для равноостаточности существенным является еще и свойство эквипроективности аф-

финного многообразия, определение которого можно найти в работе [2].
Два нульмерных идеала I1 и I2 называются сильно разделенными, если их нули удо-

влетворяют условию: (α1, α2, . . . , αn) ∈ V (I1), (β1, β2, . . . , βn) ∈ V (I2) ⇒ αi 6= βj , 1 6 i,
j 6 n.

Теорема 1. Пусть триангулируемые идеалы I1, I2, . . . , Ik попарно сильно разделены,
выполнено условие D(I1) = D(I2) = . . . = D(Ik), а многообразия V (I1), V (I2), . . . , V (Ik) —
эквипроективны. Тогда идеалы I1, I2, . . . , Ik равноостаточны.

Нам удалось показать, что к числу равноостаточных идеалов относятся и идеалы сим-
метрических отношений, введенные Обри и Валибузом [2].

Теорема 2. Идеалы I1, I2, . . . , Ik симметрических отношений, соответствующие по-
парно взаимно простым сепарабельным многочленам g1, g2, . . . , gk, deg gi = n, i = 1, 2, . . .
. . . , k являются равноостаточными.

Теорема 3. Используя равноостаточные идеалы симметрических отношений можно
построить совершенную модулярную схему разделения секрета для произвольной струк-
туры доступа и идеальную схему для пороговой структуры доступа в кольце полиномов
от нескольких переменных над полем Галуа.

Случай многочленов от одной переменной рассмотрен в работах [4, 5].
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Пусть Xi = (xin, . . . , xi1)>, i = 1,m — последовательность независимых случайных
булевых векторов, координаты которых являются независимыми случайными величинами с
распределениями вероятностей

P{xij = 1} = pj , P{xij = 0} = 1− pj , 0 < pj < 1, j = 1, n.
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При сложении по модулю 2n вектор Xi будем отождествлять с числом xi =
∑n

j=1 xij2j−1.
Пусть z = (x1 + . . . + xm) mod 2n. Используя двоичное представление числа z, определим
булев вектор Z = (zn, . . . , z1)>. Координаты вектора Z удовлетворяют следующим соотно-
шениям:

z1 = I1 mod 2, zj = (Ij + σj−1) mod 2, j = 2, n, (1)

где Ij =
∑m

i=1 xij , j = 1, n, σ1 = [I1/2], σj = [(Ij + σj−1)/2], j = 2, n.
Обозначим (yn, . . . , y1)> координаты вектора Y = X1 ⊕ . . . + ⊕Xm. Требуется найти

вероятности δj(m) = P{zj = yj}, j = 1, n.
Учитывая, что координаты вектора Y удовлетворяют соотношениям yj = Ij mod 2, j =

= 1, n, из (1) получим, что δ1(m) = 1, а

δj(m) = P{σj−1 mod 2 = 0}, j = 2, n. (2)

Для вычисления (2) необходимо найти распределения вероятностей случайных величин σj−1,
j = 2, n, qj−1,k = P{σj−1 = k}, k = 0,m− 1.

В [1] показано, что последовательность переносов σ1, . . . , σn образует неоднородную цепь
Маркова с матрицами вероятностей одношаговых переходов P (j) = (p(j)

ts = P{σj = s|σj−1 =
= t}, 0 6 s, t 6 m− 1), j = 2, n, и вектором начальных вероятностей π = (πi = P{σ1 = i},
i = 0,m− 1)> :

p
(j)
ts = P{Ij = 2s− t}+ P{Ij = 2s− t + 1}, πi = P{I1 = 2i}+ P{I1 = 2i + 1},

где P{Ij = u} =
(
m
u

)
pu

j (1− pj)m−u.
На основе результатов [1] получены следующие соотношения для вероятностей (2).
Теорема. Для j = 2, n :

δj(m) =
{

qj−1,0 + qj−1,2 + . . . + qj−1,m−1, если m — нечетно,
qj−1,0 + qj−1,2 + . . . + qj−1,m−2, если m — четно,

где (qj−1,0, . . . , qj−1,m−1)> =





π, если j = 2,
j−1∏
k=2

P (k)π, если j > 2.
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Задача оценки кредитоспособности (платежеспособности) предприятий-заемщиков явля-
ется одной из важнейших в рамках системы управления банковскими рисками. Решение
данной задачи основано на использовании экспертных методик, а также статистических ал-
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горитмов классификации потенциальных заемщиков по степени кредитного риска с при-
своением им соответствующего кредитного рейтинга [1, 2]. С точки зрения статистической
теории принятия решений данная задача формулируется следующим образом.

Пусть потенциальный заемщик банка характеризуется случайным вектором показателей
(признаков) x = (xi) ∈ X ⊆ <N . Заемщик может принадлежать одному из L > 2 клас-
сов кредитоспособности {Ωl} (l ∈ S(L) = {1, . . . , L}). В общем случае предполагается, что
истинный номер класса d0 = d0(x) ∈ S(L), к которому принадлежит заемщик, является дис-
кретной случайной величиной с распределением вероятностей: P{d0 = l} = πl > 0, π0 + . . .
. . . +πL = 1, а случайный вектор признаков x ∈ X для заемщиков из класса Ωl описывается
некоторой условной плотностью распределения pl(x). Вероятностные характеристики клас-
сов {πl, pl(x)} не известны, но имеется обучающая выборка наблюдений X = {x1, . . . , xn}
объема n. Целью оценки кредитоспособности (кредитного риска) заемщика является разра-
ботка решающего правила d(x) отнесения заемщика, характеризуемого вектором признаков
x = (xi) ∈ X ⊆ <N , к одному из L > 2 классов кредитоспособности {Ωl}.

В рамках данного исследования предполагается, что вектор классификации обучающей
выборки d = (di) ∈ Sn(L), а также число классов кредитоспособности L не извест-
ны. Обучающая выборка предприятий-заемщиков имеет пространственные факторы неод-
нородности, такие как отраслевая принадлежность, размер предприятия, а также включает
подвыборки, соответствующие различным временным интервалам наблюдения (различным
годам, кварталам). При отсутствии классифицированной обучающей выборки для постро-
ения решающего правила d(x) используются только значения показателей состояния за-
емщиков X = {x1, . . . , xn}, полученные на основании документов финансовой отчетности
предприятий. Это существенно ограничивает класс возможных статистических алгоритмов
классификации.

В докладе исследуются возможность применения для решения указанной задачи комби-
нации нескольких последовательно реализуемых статистических методов, включая: 1) фор-
мирование так называемого интегрального показателя (индикатора) с помощью метода глав-
ных компонент и выбор информативных признаков в виде главных компонент и соответству-
ющих им исходных финансовых показателей; 2) кластерный анализ используемой выборки
в сформированных признаковых пространствах; 3) дискриминантный анализ новых наблю-
дений с помощью алгоритмов, оцененных по классифицированной на предыдущем этапе
выборке. Приводятся результаты апробации предлагаемого подхода на основе выборки про-
мышленных предприятий.
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Обработка информации в компьютерных системах базируется на использовании элек-
тромагнитных процессов в сосредоточенных элементах техники. Электрические заряды и
токи на электродах возбуждают высокочастотные побочные электромагнитные излучения
(ПЭМИ), которые распространяются в окружающем пространстве. Электромагнитные поля
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являются носителями информационных сигналов и используются как канал перехвата ин-
формации. Для ослабления ПЭМИ применяются защитные электромагнитные экраны. Как
правило, экраны имеют отверстия, щели, швы, через которые просачиваются электромаг-
нитные поля, используемые для съема информации. Для моделирования сосредоточенных
источников поля используются электрические и магнитные диполи [1, с. 19]. В представлен-
ной работе аналитически вычислено поле диполей, проникшее через круговое отверстие в
идеально проводящем плоском экране.

В пространстве R3 разместим идеально проводящий экран толщины ∆ с круговым от-
верстием D радиуса R. Введем обозначения расчетных областей: D1(0 6 ρ < ∞, z < 0),
D2(0 6 ρ < ∞, z > ∆) — нижнее и верхнее полупространства; D(0 6 ρ < R, 0 6 z 6 ∆) —
цилиндрическая область отверстия. Обозначим поверхности: Γ1(z = 0, R < ρ < ∞),
Γ2(z = ∆, R < ρ < ∞), Γ(ρ = R, 0 < z < ∆) — боковая поверхность цилиндра D. Обо-
значим электромагнитные поля: ~E0, ~H0 — электромагнитное поле электрического диполя
[2] в области D1, являющееся носителем информации на частоте ω; ~E′

1,
~H ′

1 — отраженное
поле в D1; ~E1 = ~E0 + ~E′

1,
~H1 = ~H0 + ~H ′

1 — суммарное поле в D1; ~E, ~H — sполе в D; ~E2,
~H2 — поле, проникшее в полупространство D2.

Краевая задача. Уравнения поля:

rot ~Ej = iωµ0
~Hj , rot ~Hj = −iωε0

~Ej в Dj ; (1)

rot ~E = iωµ ~H, rot ~H = −iωε ~E в D, (2)

граничные условия идеальной проводимости:

E1τ |Γ1 = 0, E2τ |Γ2 = 0, Eτ |Γ = 0, (3)

условия излучения на бесконечности.
Решение задачи (1)–(3) в областях Dj получено аналитически в интегральном виде. В

области D поле представлено в виде суммы парциальных волн цилиндрического волновода.
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ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫХ ДАННЫХ ЗАБОЛЕВАЕМОСТИ

М.К. Журак, Ю.С. Харин

НИИ прикладных проблем математики и информатики
Независимости 4, 220050 Минск, Беларусь

kharin@bsu.by

Введем следующие обозначения: s ∈ S = {1, 2, . . . , n} — индексная переменная, кодирую-
щая координаты населенного пункта, n — число населенных пунктов; t ∈ T = {1, 2, . . . , T} —
дискретное время, T — длительность временного промежутка наблюдений; x(ω, s, t) — слу-
чайное число больных в момент t в точке s в расчете на фиксированный размер группы
риска, округленное до целого (уровень заболеваемости); x(ω, s, t) ∈ N0 = N

⋃{0}, ω ∈
∈ Ω — случайное поле, определенное на вероятностном пространстве (Ω, F, P ); Fs,<t =
= σ{x(σ, u, τ) : u 6= s, τ < t} ⊂ F — σ-алгебра, порожденная указанными в {·} событиями;
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zs,t > 0 — наблюдаемый уровень фактора (например, уровень загрязнения), влияющий на
уровень заболеваемости в точке s в момент t; {ϕk(t) : 1 6 k 6 Ks} — заданный набор
базисных функций, определяющих тренд (ϕ1(t) ≡ 1); {ξs,t} — независимые гауссовские
случайные величины, L{ξ} = N1(0, σ2

s).
Аналогично [1] построим Пуассоновскую условно авторегрессионную модель простран-

ственно-временного случайного поля x(ω, s, t) = xs,t :

L{x(ω, s, t)|Fs,<t} = Π(λs,t), λs,t = Λs,te
ξs,t ,

где

Λs,t = exp
{ ps∑

i=1

αsixs,t−i +
qs∑

j=1

βsjzs,t−j−1 +
Ks∑

k=1

γskϕk(t)
}

.

Параметры модели: σ2
s , {αsi} : i = 1, . . . , ps, {βsj} : j = 1, . . . , qs, {γsk} : k = 1, . . .

. . . ,Ks. Составной вектор параметров для s-го населенного пункта обозначим θs, s = 1, . . .

. . . , n. Задача состоит в статистическом оценивании указанных выше параметров модели по
наблюдениям {xs,t} на множестве S × T и исследовании свойств построенных оценок.

Теорема 1. Логарифмическая функция правдоподобия для s-го населенного пункта име-
ет вид:

ls(θs) =
T∑

t=1

(xs,t lnΛs,t − lnxs,t!− ln(f(xs,t,Λs,t, σ
2
s))),

где f(a, b, σ2) = E{eaσξ−eσξ}, L{ξ} = N(0, 1).
Определим числовую последовательность {Ak

i } с помощью рекуррентных соотношений:

Ak
i = (a + i)Ak−1

i −Ak−1
i−1 , i = 1, 2, . . . , k − 1, (1)

Ak
0 = aAk−1

0 = ak, (2)

Ak
k = −Ak−1

k−1 = (−1)k, A0
0 = 1, k = 0, 1, . . . . (3)

Теорема 2. . Если L{ξ} = N(0, σ2), то для любых a, b ∈ R справедливо равенство

E{eaξ−beξ} = e−b

(
1 +

∞∑

l=1

2l∑

i=0

σ2lbi A2l
i

(2l)!!

)
,

где {A2l
i } вычисляются по формулам (1)–(3).

Оценка максимального правдоподобия θ̂s определяется при решении экстремальной за-
дачи ls(θs) → max

θs

. Для численного решения этой задачи используется итерационный алго-
ритм.

C целью получения начального приближения θ̃s итерационного алгоритма предлагается
использовать аппроксимационную регрессионную модель случайного поля:

ln xs,t =
ps∑

i=1

αsixs,t−i +
qs∑

j=1

βsjzs,t−j−1 +
Ks∑

k=1

γskϕk(t) + ξs,t

и для вычисления θ̃s использовать метод наименьших квадратов.
Данное исследование частично поддержано ISTC проектом № B-1910.
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Пусть регистрируется поток контейнеров (пустых и модифицированных изображений в
формате JPEG) и число регистрируемых контейнеров N является достаточно большим.
Классическое применение статистических критериев с уровнем значимости α имеет следу-
ющее ограничение: среднее число ошибок первого рода будет равно Nα, и при больших N
это значение будет неприемлемо большим. Уменьшение уровня значимости α также являет-
ся неприемлемым, так как с уменьшением α будет уменьшаться и вероятность обнуружения
стегоконтейнеров со скрытой информацией.

Гипотеза H0 состоит в том, что регистрируемый контейнер является пустым изображе-
нием, а гипотеза H1 — в том, что регистрируемый контейнер является изображением со
встроенной информацией.

Пусть для обнаружения контейнеров со встроенной информацией предложено два стати-
стических критерия C(1) и C(2). Адаптируем предложенную в [1] процедуру множествен-
ной проверки гипотез для статистического контроля потока контейнеров, который даже при
большом числе регистрируемых стегоконтейнеров обеспечивал бы приемлемое число ошибок
первого рода.

Предложим процедуру проверки гипотезы H0, состоящую из двух этапов:
1) проверка H0 с помощью критерия C(1) на уровне значимости α1;
2) уточнение принятого решения с целью отсева ложных тревог критерия C(1) с помощью

проверки критерием C(2) на уровне значимости α2.
Вероятность ошибки первого рода предлагаемой двухэтапной процедуры имеет порядок

α1α2 [1]. С одной стороны, это позволяет выбирать сравнительно большие уровни значи-
мости α1, α2 для отдельных критериев и тем самым обеспечивать высокую вероятность
обнаружения. С другой стороны, порядок ошибки первого рода α1α2 обеспечивает прием-
лемо малое число ложных тревог.

На первом этапе будем применять решающее правило Неймана — Пирсона для модели
дискриминантного анализа на основе статистик от коэффициентов дискретного косинусного
преобразования [2], а на втором этапе — решающее правило на основе марковских призна-
ков [2]. Для исследования эффективности двухэтапной процедуры были построены два набо-
ра контейнеров: 4000 пустых изображений в формате JPEG и 4000 изображений со встроен-
ной с помощью алгоритма F5 [3] информацией. Исследование эффективности показало, что
двухэтапная процедура приводит к значительному уменьшению числа ложных тревог. При
фиксированной вероятности ошибки первого рода равной 1% число ложных тревог состави-
ло 0.13% при точности обнаружения встроенной информации 97.87%, а при фиксированной
вероятности ошибки первого рода 0.5% число ложных тревог составило 0.10% при точности
обнаружения встроенной информации 96.34%.
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В докладе обсуждается проблема построения и структура точных D- и A-оптимальных
планов экспериментов [1] для линии регрессии с неравноточными наблюдениями:

yi = Θ0 + Θ1xi + ε(xi), i = 1, 2, . . . , n,

где yi — наблюдаемые значения; Θ0,Θ1 — неизвестные параметры; xi — контролируемые
переменные из интервала [−1, 1]; ε(xi) — не коррелированные ошибки наблюдений с нуле-
вым средним и дисперсией

D(ε(xi)) = a2(xi)2 + a1xi + a0 > 0, xi ∈ [−1, 1].

Константы a2, a1, a0 должны быть такими, при которых дисперсия ошибки наблюдения
будет положительна на интервале [−1, 1].

Доказана следующая
Теорема. Структура точных D-оптимальных планов экспериментов для рассматри-

ваемой модели наблюдений не зависит от констант a2, a1, a0 и такова. Наблюдения надо
проводить только в точках −1 или 1, причем в точке −1 надо проводить s наблюдений
для четного n = 2s, и s либо s + 1 наблюдений для нечетного n = 2s + 1.

Структура точных A-оптимальных планов экспериментов существенно зависит от зна-
чения констант a2, a1, a0. Точки спектра таких планов должны располагаться на концах
интервала [−1, 1]. Для a2 = 0 в [2] установлено, что количество наблюдений в точках спек-
тра зависит от отношения k констант a1, a0, k = a1/a0.
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Для построения оценок стойкости блочного алгоритма шифрования к разностному крип-
тоанализу и различным его модификациям [1–3], как правило, необходимо оценить сверху
среднюю вероятность раундового дифференциала. Раундовые функции большинства совре-
менных блочных алгоритмов шифрования содержат композицию ключевого сумматора, бло-
ка подстановки и оператора перестановки, линейного над полем F2 или его некоторым рас-
ширением. Поэтому задача оценивания стойкости блочных шифров или сводится к задаче
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построения верхних оценок средних вероятностей таких композиций, или содержит ее как
подзадачу. На данный момент вопрос о построении верхних оценок средних вероятностей
целочисленных дифференциалов остается открытым в случае нетривиального блока подста-
новки и произвольного оператора перестановки. В данной работе решается задача построе-
ния верхних оценок средних вероятностей целочисленных дифференциалов для композиции
сумматора, блока подстановки и оператора перестановки, который является оператором цик-
лического сдвига. Получено обобщение для случаев, когда величина сдвига взаимно проста с
длиной входа s-блока [3], и когда величина сдвига пропорциональна длине входа s-блока [4].
Определены параметры, от которых зависят данные оценки и условия, которые обеспечива-
ют как можно меньшее значение оценок, получены статистические распределения указанных
параметров. Получены нижние оценки количества t-битовых узлов замены и блоков подста-
новки для отображения, которые удовлетворяют полученным условиям.
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Реальное воплощение помехоустойчивых кодов для борьбы с помехами и шумами в кана-
лах связи происходит в условиях преодоления противоречивых требований: необходимость
увеличения скорости передачи информации реализуется увеличением длин применяемых ко-
дов, отсюда вытекает необходимость декодирования все более сложных ошибок все большей
кратности, что наталкивается на необходимость преодоления возникающей при этом «про-
блемы селектора», связанной с перебором экспоненциально растущего объема возможных
ошибочных комбинаций. Весь этот клубок противоречий выливается в сложные и громозд-
кие алгоритмы декодирования.

Теория находит выход в создании новых и новых наукоемких кодов, типа алгебро-геомет-
рических кодов и их всевозможных обобщений. Практика ушла в применение турбо-кодов,
с их огромными длинами и простыми, но вероятностными алгоритмами декодирования. Ис-
торически первые коды Хемминга, совершенные, но исправляющие лишь одну ошибку на
передаваемый блок, давно забыты и украшают лишь страницы учебников по проблемам
передачи информации.

Однако же более пристальный взгляд на коды Хемминга позволил выяснить что не при-
митивные коды Хемминга, хотя и ведут себя довольно спорадически, тем не менее достаточно
часто имеют минимальное расстояние d > 3, существенно большее, чем их прародители —
примитивные коды Хемминга, и, следовательно, способные исправлять многократные ошиб-
ки. Более того, имеет место следующее утверждение.
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Теорема. Пусть поле Галуа GF (2m) определяет примитивный код Хемминга, при-
чем его длина n = 2m − 1 = l · s раскладывается в произведение взаимно простых со-
множителей l > 1, s > 1, таких, что матрицы Hs

z =
(
1, αl, α2l, . . . , α(s−1)l

)
и H l

z =
=

(
1, αs, α2s, . . . , α(l−1)s

)
определяют не примитивные коды Хемминга Cs

z и C l
z длиной

s и l соответственно. Тогда прямоугольная l × s-матрица

H =




1 αs α2s . . . α(l−1)s

αl αs+l αl+2s . . . αl+(l−1)s

α2l α2l+s α2l+2s . . . α2l+(l−1)s

. . . . . . . . . . . . . . .
α(s−1)l α(s−1)l+s α(s−1)l+2s . . . α(s−1)l+(l−1)s




задает код, являющийся тензорным произведением кодов C l
z и Cs

z .
Как известно, длина, размерность и минимальное расстояние кода-произведения равны

произведениям соответствующих параметров кодов-сомножителей. Это позволяет строить
коды-произведения с высокими корректирующими возможностями. Если s или l раскла-
дываются в произведения взаимно простых сомножителей, допускающих существование не
примитивных кодов Хемминга меньших длин, то тем самым можно построить многомерные
коды-произведения с еще более высокими корректирующими возможностями. Так, к приме-
ру, пятимерный код-произведение длиной n = 228−1 = 268435455 = 15 ·29 ·43 ·113 ·127 имеет
минимальное расстояние d = 12528 и способен исправлять все ошибки весом t 6 6163.

РОБАСТНОЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ
НА ОСНОВЕ АЛГОРИТМОВ ФИЛЬТРАЦИИ КАЛМАНА

В.И. Лобач

Белгосуниверситет, факультет прикладной математики и информатики
Независимости 4, 220050 Минск, Беларусь

lobach@bsu.by

Моделирование и прогнозирование экономических показателей в основном базируется на
применении временных рядов. Еще двадцать лет тому назад моделирование макроэкономи-
ческих и финансовых временных рядов сосредоточивалось на условных первых моментах,
а любые временные зависимости в моментах более высокого порядка рассматривались как
помеха. Усиление роли риска и соображений неопределенности в современной экономической
теории требовало, однако, развития новых эконометрических методов для временных рядов,
которые учитывали бы при моделировании изменение дисперсии и ковариации во време-
ни. Важный вклад в изучение временных рядов такого типа внес класс моделей с условной
авторегрессионной гетероскедастичностью (ARCH-модели), введенный Энглом.

В работе [1] был предложен способ моделирования нестационарных временных рядов,
которые характеризовались периодами «стойкого» и «возмущенного» состояния рынка.

Пусть σ2
t = V {ut|ut−1, . . . , Ut−p} = E{u2

t |ut−1, . . . , ut−p} – условная дисперсия ошибок ut,
E{ut|ut−1, . . . , Ut−p} = 0. Эффект кластеризации описывается следующей моделью зависи-
мости условной дисперсии ошибок ut от предыстории

σ2
t = α0 + α1u

2
t−1 + · · ·+ αpu

2
t−p.

Определенный таким образом случайный процесс ut получил название авторегрессион-
ной условно гетероскедастичной модели порядка p (ARCH (p)) . В работе [2] была предло-
жена более общая спецификация модели для уравнения условной дисперсии ошибок

σ2
t = α0 + α1u

2
t−1 + · · ·+ αpu

2
t−p + γ1σ

2
t−1 + · · ·+ γqσ

2
t−q.



64 «XI Белорусская математическая конференция» Минск, 4–9 ноября 2012 г.

Такая модель называется обобщенной авторегрессионной условно гетероскедастичной мо-
делью порядка p, q (GARCH (p, q)) .

В данной работе рассматривается иной подход к анализу нестационарных временных
рядов, основанный на представлении нестационарных временных рядов в форме моделей
в пространстве состояний и использовании алгоритмов калмановской фильтрации [3]. При
определенных предположениях возможно представление ARCH и GARCH-моделей времен-
ного ряда в форме модели в пространстве состояний и использование алгоритмов калма-
новской фильтрации. Оптимальный фильтр Калмана является рекуррентным алгоритмом,
требующим для своей реализации полной информации о параметрах и статистических харак-
теристиках случайных процессов, входящих в описание модели. На практике такая информа-
ция известна не полностью, поэтому возникает проблема построения робастных алгоритмов
фильтрации, устойчивых по отношению к отклонениям модельных предложений.

Предложен алгоритм оценивания значений σ2
t . Оценки этих значений позволяют выде-

лить кластеры наблюдений с большими и малыми отклонениями от средних значений.
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ОБ ОДНОЙ «МАЛОПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ» МАРКОВСКОЙ МОДЕЛИ

М.В. Мальцев
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Введение. Для анализа надежности систем криптографической защиты информации
применяются вероятностно-статистические методы. В частности, марковские модели широ-
ко используются для обнаружения закономерностей в выходных последовательностях крип-
тографических генераторов [1, 2], для моделирования элементов систем защиты информа-
ции [3]. Поскольку число параметров для полносвязной цепи Маркова порядка s [4] уве-
личивается экспоненциально с ростом s, актуальна задача построения и исследования так
называемых «малопараметрических» моделей, лишенных этого недостатка. В статье рас-
сматривается цепь Маркова условного порядка [5], относящаяся к данному классу моделей.

Математическая модель. Примем обозначения: N — множество натуральных чисел,
2 6 N < ∞; A = {0, 1, . . . , N − 1} — пространство состояний мощности N ; Jn

m = (jm, . . .
. . . , jn) ∈ An−m+1, n > m, — мультииндекс; {xt ∈ A : t ∈ N} — конечная однородная цепь
Маркова порядка s (2 6 s < ∞), заданная на вероятностном пространстве (Ω, F,P); P =
= (pJs+1

1
) — (s+1)-мерная матрица вероятностей одношаговых переходов, pJs+1

1
= P{xt+s =

= js+1|xt+s−1 = js, . . . , xt = j1}, t ∈ N; L ∈ {1, 2, . . . , s − 1}, K = NL − 1 — натуральные
числа; Q(1), . . . , Q(M) — семейство M (1 6 M 6 K + 1) различных стохастических матриц
порядка N : Q(m) = (q(m)

i,j ), 0 6 q
(m)
i,j 6 1,

∑
j∈A q

(m)
i,j ≡ 1, i, j ∈ A, 1 6 m 6 M ; 〈Jn

m〉 =
=

∑n
k=m Nk−mjk ∈ {0, 1, . . . , Nn−m+1}, 1 6 m 6 n, — числовое представление мультииндек-

са Jn
m; I{C} — индикатор события C.
Цепь Маркова s-го порядка {xt ∈ A : t ∈ N} с пространством состояний A называ-

ется цепью Маркова условного порядка [5], если вероятности переходов имеют следующее
малопараметрическое представление:

pJs+1
1

=
K∑

k=0

I{〈Js
s−L+1〉 = k}q(mk)

jbk
,js+1

, (1)
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где 1 6 mk 6 M, 1 6 bk 6 s− L, 0 6 k 6 K, min
06k6K

bk = 1, при этом в последовательности

m0, . . . , mK встречаются все элементы множества 1, 2, . . . , M. Последовательность элемен-
тов Js

s−L+1, которая определяет условие в формуле (1), называется базовым фрагментом
памяти (БФП) случайной последовательности. Таким образом, состояние процесса xt в мо-
мент времени t зависит не от всех s предыдущих состояний Js

1 , а от L + 1 состояний
(jbk

, Js
s−L+1); при этом БФП Js

s−L+1 определяет не только состояние jbk
, но и условный

порядок цепи Маркова sk = s − bk + 1 ∈ {L + 1, L + 2, . . . , s}, и матрицу вероятностей
переходов Q(mk).

Для цепи Маркова условного порядка построены статистические оценки параметров, до-
казана их состоятельность. Исследованы асимптотические свойства оценок, найдены усло-
вия, при которых стационарное распределение вероятностей цепи Маркова условного поряд-
ка является равномерным. Построен статистический критерий проверки гипотез о значени-
ях матриц вероятностей переходов, который может быть использован для для тестирования
криптографических генераторов.
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МЕТОДЫ ДИСКРИМИНАНТНОГО АНАЛИЗА МОДЕЛЕЙ VARX
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Пусть для сложной системы возможны L (L > 2) классов состояний {Ωα}(α ∈ S(L) =
= {0, . . . , L − 1}). Номер класса состояния в момент времени t описывается случайной ве-
личиной dt ∈ S(L). Модель системы имеет неоднородную по параметрам структуру зависи-
мости между эндогенными x = (x1, . . . , xN )′ ∈ X ⊆ <N и заданными экзогенными перемен-
ными z = (z1, . . . , zM )′ ∈ Z ⊆ <M , и в условиях параметрической неоднородности допускает
представления в виде векторной авторегрессионной модели с экзогенными переменными
порядка p (обозначается VARX (p)) [1]:

xt =
p∑

l=1

Ad(t),lxt−l + Bd(t)zt + ηd(t),t, t = 1, . . . , T, ηα,t ∼ NI(0N , Σα), (1)

где x1−p, . . . , x0 ∈ <N — заданные начальные значения, zt ∈ Z ⊆ <M — стационарный век-
торный временной ряд, матрицы {Aα,l} (l = 1, . . . , p) удовлетворяют условию стационарно-
сти для всех α ∈ S(L). Вектор состояний dt ∈ S(L), а также матрицы {Ad(t), Bd(t), Σd(t)}
не известны. Имеются обучающие реализации временных рядов (X̃α, Z̃α), где X̃α ∈ XT̃α ,

Z̃α ∈ ZT̃α , α ∈ S(L).
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Рассматриваются задачи групповой и поточечной классификации наблюдений, описы-
ваемых моделью VARХ вида (1). В задаче групповой классификации предполагается, что
система в течение всего периода наблюдения T (T > p), может находиться в одном из
L (L > 2) классов состояний {Ωα}, причем P{d = α} = πα > 0 (π0 + . . . + πL−1 = 1).
Задача заключается в оценивании d ∈ S(L) по наблюдениям (X̄, Z̄), X̄ ′ = (x′1, . . . , x

′
T ) ∈

∈ XT , Z̄ = (z′1, . . . , z
′
T ) ∈ ZT . В задаче поточечной классификации состояние системы

может меняться в течение периода наблюдения при этом P{dt = α} = πα > 0(α ∈ S(L)).
Задача заключается в оценивании dt ∈ S(L) по наблюдениям (xt, zt) при заданных зна-
чениях xt−p, . . . , xt−1. Для рассматриваемых задач предлагаются и исследуются решающие
правила дискриминантного анализа моделей VARX, а также основанные на них алгоритмы
обнаружения одиночных и множественных структурных изменений.

Теорема. Если {_

Aα,l}, {
_

B α}, { _
π α} (l = 1, . . . , p) — ММП-оценки параметров модели

(1) по обучающим реализациям временных рядов (X̃α, Z̃α), где X̃α ∈ XT̃α , Z̃α ∈ ZT̃α (α ∈
∈ S(L)), то подстановочное БРП групповой классификации состояний сложной системы
по наблюдениям (x̄, z̄) имеет вид:

_

d (x̄; z̄) = arg min
α∈S(L)

{
tr (

_

Σ
−1

α Sα) + ln |_

Σ α| − 2 ln _
π α

T

}
, x̄ ∈ XT , z̄ ∈ ZT ,

Sα =
1
T

T∑

t=1

_
η α,t

_
η
′
α,t,

_
η α,t = xt −

p∑

l=1

_

Aα,lxt−l −
_

B αzt, t = 1, . . . , T,

где для класса состояний α ∈ S(L) : _
η α,t ∈ <N− случайный вектор отклонений в момент

времени t (t = 1, . . . , T ) значений эндогенных переменных от модельных значений; Sα —
нормированная матричная сумма квадратов отклонений в рассматриваемом случае.
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РОБАСТНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ МНОГОМЕРНОЙ МОДЕЛИ
КОВАРИАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ
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При построении оценок ковариационных матриц с помощью многомерной модели услов-
ной гетероскедастичности c динамическими корреляциями (DCC-модели) стандартный под-
ход к оцениванию параметров модели состоит в использовании двухшаговой процедуры на
основе метода квази-максимального правдоподобия.

Пусть для наблюдаемого N -мерного временного ряда rt ∈ <N предполагается, что за-
кон распределения данного вектора является условно-гауссовым. Тогда предложенная в [1]
процедура оценки вектора параметров DCC-модели θ = {φ, ϕ} ∈ <M , заключается в по-
следовательном нахождении по реализации случайного вектора {rt} (t = 1, . . . , T ) оценок
векторов параметров φQML из уравнения φQML = arg min

φ
Ql1(φ | {rt}) и ϕQML из ϕQML =

arg min
ϕ

Ql2(ϕ | φQML, {rt}), на первом и втором шаге соотвественно. При этом Ql1(φ | {rt}),
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Ql2(ϕ | φQML, {rt}) — условные логарифмические функции квази-правдоподобия (более по-
дробно см. [1]) .

Для увеличения точности оценивания DCC-модели в случаях наличия аномальных на-
блюдений в наблюдаемых временных рядах приводится модификация алгоритма робастного
оценивания предложенного в [3].

Теорема 2. Пусть l(θ|{rt}) — логарифмическая функция правдоподобия, λ(·) — строго
возрастающая скалярная функция вида [2]

λ(t) =
{

t− t2/(2c), t 6 c,
c/2, t > c,

где c — положительное число.
Тогда алгоритм робастного оценивания вектора параметров DCC-модели θ = {φ, ϕ} ∈

∈ <M можно представить в виде процедуры состоящих из последовательных шагов:
1) построение оценки вектора параметров θQML = {φQML, ϕQML} ∈ <M ;
2) нахождение оценки φ̂ из уравнения

φ̂ = arg min
φ

T∑

t=1

λ[−(Ql1(φ|{rt}) + Ql2(ϕQML|φQML, {rt})− l(θQML|{rt}))];

3) нахождение оценки ϕ̂ из уравнения

ϕ̂ = arg min
ϕ

T∑

t=1

λ[−(Ql1(φ̂|{rt}) + Ql2(ϕ|φ̂, {rt})− l(θQML|{rt}))].

В докладе представлены результаты сравнительного анализа точности алгоритма робаст-
ного оценивания параметров DCC-модели на модельных данных.
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Модель сигнала радиолокатора от баллистического объекта можно записать следующим
образом: s(t) = f(t) + σe(t), где f(t) — полезный сигнал, e(t) — шум, σ — уровень шума,
s(t) — исследуемый сигнал.

Для выделения полезного сигнала в системах обработки радиолокационной информа-
ции проводится вейвлет-фильтрация. Как известно, траектория движения баллистических
объектов состоит из активного (f1(t)) , пассивного (f2(t)) и завершающего (f3(t)) участков,
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поэтому необходимо исследовать проблему соответствия каждому участку определенного
фильтра. В связи с этим возникает задача обнаружения моментов переходов τ1, τ2 между
участками, т.е. моментов разладки траектории баллистичекого объекта:

f(t) =





f1(t), t 6 τ1,
f2(t), τ1 < t 6 τ2,
f3(t), t > τ2.

Обнаружение моментов разладки аналогично вейвлет-фильтрации опирается на тот факт,
что основная энергия сигнала сосредоточена в небольшом числе коэффициентов, которые
имеют большое по модулю значение. При вейвлет-фильтрации вейвлет-коэффициенты, мень-
шие некоторого значения (порога), приравниваются к нулю, а большие коэффициенты либо
остаются неизменными при жесткой фильтрации, либо уменьшаются на некоторое фиксиро-
ванное значение при мягкой. В отличие от вейвлет-фильтрации для обнаружения разладок
строятся статистики от вейвлет-коэффициентов, превышающих порог (пороги для вейвлет-
фильтрации и обнаружения разладок в общем случае различные), и проверяется гипотеза о
наличии разладки.

Определение моментов разладки движения баллистического объекта проводилось по вре-
менным рядам, представляющим собой координаты траектории баллистического объекта и
их первые разности.

Для обнаружения моментов разладки применялся ряд критериев обнаружения неодно-
родностей временных рядов, основанных на: максимуме сумм вейвлет-коэффициентов по
уровням разрешения,максимуме вейвлет-периодограммы [1], множественной проверке гипо-
тез о значимости вейвлет-коэффициентов [2], универсальном пороговом значении [3].

Для построения статистик критериев нужно определить уровень шума σ. Для его из-
мерения используется самый высокочастотный уровень разложения, так как на этом уровне
энергия полезного сигнала, сосредоточенная в вейвлет-коэффициентах, минимальна.

Методом статистического моделирования для различных уровней шума проведено ис-
следование эффективности обнаружения моментов разладки с использованием указанных
критериев.
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В проблеме прогнозирования погоды исторически доминировал и продолжает доминиро-
вать детерминированный подход [1]. Он базируется на классической механике и термодина-
мике. Для получения будущего состояния атмосферы выполняется интегрирование системы
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дифференциальных уравнений, описывающих состояние атмосферы, при известном началь-
ном состоянии атмосферы. Поскольку интегрирование выполняется численными методами,
то этот подход получил название численного прогноза погоды. Численный прогноз пого-
ды является достаточно успешным, в связи с чем современные службы погоды полностью
доверяются его моделям.

Тем не менее, в течение последних лет профессиональные специалисты в области про-
гнозирования погоды приходят к заключению, что, возможно, детерминированный подход
достиг своих пределов предсказуемости, и мы видим тенденцию к более широкому исполь-
зованию статистических методов [1].

Одно из направлений использования статистических методов связано с обслуживанием
моделей численного прогноза погоды. Сюда относятся статистическая постобработка выхода
модели, усвоение метеорологических данных, ансамблевое прогнозирование [1, 2].

Имеются примеры «независимого» применения статистических методов в прогнозирова-
нии погоды [3, 4]. Однако они трудно воспроизводимы для сравнения в силу того, что отли-
чаются постановками задач, прогнозируемыми переменными, методами решения, рассмат-
риваемыми регионами, недостаточно детальным описанием используемых алгоритмов и их
параметров и т.д. Имеющиеся чисто теоретические разработки в статистической литературе
не доводятся до практического применения и сравнения (до алгоритмов прогнозирования и
оценки их параметров, выполнения расчетов применительно к метеорологии, сравнительно-
го анализа результатов расчетов). В данном докладе рассматривается такое «независимое»
применение, а именно, приводятся и анализируются эмпирические данные о точности алго-
ритма линейного статистического прогнозирования температуры атмосферного воздуха [5]
на метеостанции 26850 (г. Минск) в сравнении с климатическим прогнозом и прогнозом Гис-
метео. Полученные результаты указывают на положительные возможности практического
применения предложенного алгоритма, например, на автоматических метеокомплексах, в
силу его неприхотливости к требуемым ресурсам.
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Пусть двумерная решетка T = T1 × T2 с N узлами (T1 = {1, 2, . . . , N1}, T2 = {1, 2, . . .
. . . , N2}, N = N1 ·N2, N1, N2 > 1) является областью определения двумерного случайного
поля xt = x(t, ω) ∈ R, которое задано на вероятностном пространстве (Ω, F,P) и описыва-
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ется гауссовской условно-регрессионной моделью (CAR) [1]:

L{xt|XUt} = N1

(
µt + ρ

∑

τ∈Ut

βt,τ (xτ − µτ ), σ2
t

)
,

где ω ∈ Ω, t = (t1, t2) ∈ Z2, µt ∈ RN , ρ ∈ [−1, 1], βt,τ = βτ,t, βt,t = 0, σ2
t > 1, а Ut = {τ ∈

T : пиксель τ 6= t является соседом пикселя t} ⊂ T. CAR-модель может быть представлена
в терминах совместного N -мерного распределения составного случайного вектора X ∈ RN :

L{X} = NN (µ,B−1ΣD),

где X = (xt1 , . . . , xtN2
, xtN2+1 , . . . , xtN )T ∈ RN , µ = (µt1 , . . . , µtN2

, µtN2+1 , . . . , µtN )T ∈ RN ,

ΣD = diag {σt1 , . . . , σtN } ∈ RN , B = (bt,τ ) — (N ×N)-матрица с элементами:

bt,τ =





1 при t = τ,

−ρβt,τ при τ ∈ Ut,

0 иначе,

где t1 = (1, 1), . . . , tN2 = (1, N2), tN2+1 = (2, 1), . . . , tN = (N1, N2).
Пусть наблюдается цензурированное случайное поле yt (t ∈ T), где yt = min{xt, ct}, а

функция ct задана на решетке T и опеределяет границу цензурирования случайного поля
xt.

Теорема. Условная функция распределения случайной величины ytn имеет вид:

Fytn |XUt
(y) =





Φ
(

y − atn

σtn

)
, если y < ctn ,

1, если y > ctn ,

а условные математическое ожидание и дисперсия случайной величины ytn определяются
равенствами:

E {ytn |XUt} = atnΦ
(

ctn − atn

σtn

)
− σtn√

2π
exp

{
−(ctn − atn)2

2σ2
tn

}
+ ctn

(
1− Φ

(
ctn − atn

σtn

))
,

D {ytn |XUt} = σ2
tn

[
1 +

(
ctn − atn

σtn

)2
]

Φ
(

ctn − atn

σtn

)
+

σtn(ctn − atn)√
2π

exp
{
−(ctn − atn)2

2σ2
tn

}
−

−σ2
tn

[
(ctn − atn)

σtn

Φ
(

ctn − atn

σtn

)
+

1√
2π

exp
{
−(ctn − atn)2

2σ2
tn

}]2

,

где Φ(·) — функция распределения стандартного нормального закона.
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Современная криптография не может обойтись без случайных и псевдослучайных после-
довательностей [1]. Одной из важнейших задач является задача распознавания случайных
и псевдослучайных последовательностей. Для решения этой задачи необходимо построение
пространства признаков, которые несут информацию о математической модели последова-
тельности.

Доклад посвящен задаче построения информативных признаков, описания их вероят-
ностных свойств для различных типов последовательностей и применения этих признаков
для распознавания типов последовательностей.

Рассмотрены информативные признаки на основе дискретного преобразования Фурье и
на основе рангов матриц. Более подробно признаки на основе дискретного преобразования
Фурье исследованы в [2]. Исследуем признаки на основе рангов матриц.

Наблюдается дискретный временной ряд x1, x2, . . . ∈ A = {0, 1}. Выбираем длитель-
ность наблюдения T = l2 · n, где l и n — заданные натуральные числа.

Разбиваем наблюдаемый ряд x1, x2, . . . , xT на n фрагментов X1, X2, . . . , Xn ∈ Al2 . Далее
по i -му фрагменту Xi строим матрицу

Y
(l)
i =




x(i−1)l2+1 x(i−1)l2+2 . . . x(i−1)l2+l

x(i−1)l2+l+1 x(i−1)l2+l+2 . . . x(i−1)l2+2l

· · · · · · · · · · · ·
x(i−1)l2+l(l−1)+1 x(i−1)l2+l(l−1)+2 . . . xil2


.

По Y
(l)
i строим статистику tl = t(Y (l)

i ) = rank(Y (l)
i ) ∈ {0, 1, . . . , l}. В качестве признака

берем величину

v(l) =
1
nl

n∑

i=1

t(Y (l)
i ).

Сама статистика tl, т. е. значение ранга, также будет использована нами в исследовании
прореживающего генератора [1, 3].

При верной гипотезе H0 = {xt есть равномерно распределенная случайная последова-
тельность} статистика tl имеет распределение вероятностей [1]:

qlj = PH0{tl = j} = 2j(2l−j)−l2
j−1∏

i=0

(1− 2i−l)2

1− 2i−j
, j ∈ {0, 1, . . . , l}.

Поэтому при каждом фиксированном l можно вычислить математическое ожидание при-
знака v(l).

Применение признаков на основе дискретного преобразования Фурье описано в [2]. При-
знаки v(l) применены к различным типам генераторов последовательностей. Отклонения
признаков от теоретического значения при верной гипотезе H0 для случайной последова-
тельности позволяют распознавать модели генераторов. Значения рангов матриц {tl} при-
менены также для оценивания степеней порождающих многочленов порождающего и управ-
ляющего регистров сдвига в прореживающем генераторе. Опираясь на теоретические резуль-
таты, изложенные в [3], разработан алгоритм оценивания этих степеней.
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MARKOV DEPENDENCE OF HIGH ORDER: SMALL-PARAMETRIC
MODELS, PROPERTIES, STATISTICAL ANALYSIS

Yu.S. Kharin

Research Institute for Appl. Probl. of Math. and Inform., Belarusian State University, Minsk, Belarus
kharin@bsu.by

An universal model for real-world processes (in genetics, computer networks, meteorology and
other fields) with discrete time t, finite state space A = {0, 1, . . . , N −1}, and a sufficiently large
memory depth s is the order s homogeneous Markov chain (MC (s)) xt on a probability space
(Ω, F, P ) determined by the Markov property (t > s) :

P{xt = it | xt−1 = it−1, . . . , x1 = i1} = P{xt = it | xt−1 = it−1, . . . , xt−s = it−s} = pit−s,. . . ,it ,

where P = (pj1,. . . ,js+1), j1, . . . , js+1 ∈ A, is an (s+1)-dimensional matrix of one-step transition
probabilities.

Unfortunately, the number of independent parameters for the MC (s) model increases expo-
nentially w.r.t. the memory depth:

DMC(s) = N s+1(N − 1),

and to identify this model we need to observe realizations of huge size of the order O
(
N s+1

)
.

To avoid this “curse of dimensionality” we propose to use parsimonious (or “small-parametric”
[1]) models for high-order Markov chains that are determined by small number of parameters
d ¿ DMC(s).

To small-parametric models belong the Jacobs – Lewis model [2] with dJL = N + s − 1
parameters, the MTD model proposed by A. Raftery [3] with dMTD = N2 + s − 1 parameters,
and also the variable length Markov chain model proposed by P. Buhlmann [4].

Here we consider a new model MC (s, r) — Markov chain of order s with r (1 6 r 6 s)
partial connections proposed by Kharin [5] and determined by the following parameters: s, r,

pj1,. . . ,js+1 = pJs+1
1

= qjm1 ,. . . ,jmr ,js+1 ,

where Js+1
1 = (j1, . . . , js+1) ∈ As+1 is the multiindex, r is the number of connections (1 6 r 6 s);

M r
1 = (m1, . . . , mr) is a vector with r ordered integer components that is called the template of

connections (1 = m1 < m2 < . . . < mr 6 s); Q = (qJr+1
1

) is a stochastic (r + 1) -dimensional
matrix. If r = s, then the model MC (s, s) is equivalent to the MC (s).

In this talk we present following results:
1) ergodicity criterions for considered models;
2) ML estimator for the Jacobs – Lewis model and its properties;
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3) s-dimensional stationary probability distributions for MTD models and new statistical
estimators of parameters based on these distributions;

4) statistical estimators for parameters Q, M r
1 , r, s of the MC (s, r) model and statistical

tests on values of these parameters.
Performance of constructed estimators and tests is analyzed by asymptotic expansions and

computer experiments on simulated and real data.
Acknowledgements. The work is partially supported by ISTC, project No.B-1910.
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Introduction. Particle systems models are used for describing various phenomena in phy-
sics [1], population growth [2], spread of infection [3] and so on. Many difficulties of particle
systems occur when the number of particles increases, since, in this case, it becomes extremely
complicated to consider each separate particle. Consequently, one is interested in finding some
limiting properties of the system, which can be used to describe the latter when the number of
particles is large.

In our report we present the limiting distributions of the “central limit”-type sums of particles
evolving as stochastic gradient flows.

The model and results. We will consider a system of independent d-dimensional stochastic
gradient flows Xi satisfying the following equations:

dXi
t = −∇u(Xi

t) dt + dBi
t, 0 6 t 6 T, i ∈ N, (1)

defined on some filtered probability space (Ω, F, (Ft),P), where d > 1, Bi are independent d-
dimensional Brownian motions and u : Rd → R is a function satisfying the following properties:

1) u ∈ C1(Rd);
2) u is such that the unique solutions of equations (1) exist;
3) u is even;
4)

∫
Rd‖x‖2e−2u(x)dx < ∞.

Further, we will deal with the case when the diffusions Xi are in their equilibriums, i.e. Xi
t

is distributed according to its invariant measure µ(dx) = e−2u(x)dx/Z, x ∈ Rd, where Z =
=

∫
Rd e−2u(x)dx.
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Theorem 1. The distributions of the normalized sums

Y
(n)
t =

1√
n

n∑

i=1

Xi
t , n ∈ N,

converge to the distribution of the Ornstein — Uhlenbeck process with parameters (−1
2B

−1, Id),
as n goes to infinity, where B = Var (X1

0 ).
Theorem 2. The distributions of the measure-valued processes

ν
(n)
t =

1√
n

n∑

i=1

Xi
tδi/n, n ∈ N,

as n →∞, converge to the distribution of the generalized Ornstein — Uhlenbeck process [4] with
parameters

(−1
2B

−1, Id
)
, where B = Var (X1

0 ) and δ is the Dirac mass.
Further research. Similar results are expected in the case of the interacting processes:

dXi
t = −∇u(Xi

t) dt +
n∑

j=1

g(Xj
t −Xi

t) dt + dBi
t, 0 6 t 6 T, i 6 n,

for a function g : Rd → Rd satisfying some growth properties.
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ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ КИБЕРНЕТИКА

ОБ ОРГРАФАХ, ИМЕЮЩИХ МВ-1Р С МАЛЫМ КОЛИЧЕСТВОМ
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Граф G∗ = (V ∗, α∗) называется минимальным вершинным k-расширением (МВ- k Р)
n-вершинного графа G = (V, α), если выполняются следующие условия:

1) граф G∗ является вершинным k-расширением графа G, то есть граф G допускает
вложение в каждый подграф графа G∗, получающийся удалением любых его k вершин;

2) граф G∗ содержит n + k вершин, то есть |V ∗| = |V |+ k;
3) α∗ имеет минимальную мощность при выполнении условий 1) и 2).
Понятие минимального вершинного k-расширения введено на основе понятия оптималь-

ной k-отказоустойчивой реализации, которое было предложено Хейзом в работе [1]. В работе
[2] исследовалась задача описания неориентированных графов с заданным числом дополни-
тельных ребер минимальных вершинных 1-расширений. В данной работе рассматривается
аналогичная задача для орграфов. В статье рассматриваются только орграфы без петель.

В настоящей работе получены следующие результаты.
Теорема 1. Орграфы, полученные объединением n двухвершинных цепей с m изоли-

рованными вершинами, где m > 0, и только они имеют минимальные вершинные 1-
расширения с одной дополнительной дугой. Причем эти орграфы имеют единственное с
точностью до изоморфизма минимальное вершинное 1-расширение.

Теорема 2. Среди связных орграфов гамильтоновы цепи Pn и только они имеют 2
дополнительные дуги в минимальном вершинном 1-расширении. Причем эти цепи имеют
единственное с точностью до изоморфизма минимальное вершинное 1-расширение при n >
> 2. При n = 2 цепь имеет два неизоморфных минимальных вершинных 1-расширения:
циклическую и транзитивную тройки.

Теорема 3. Среди несвязные орграфов без изолированных вершин только орграфы вида
Pn ∪ Cn+1 ∪ . . . ∪ Cn+1 при n > 2, где графы Cn+1 являются контурами, а граф Pn —
гамильтоновой цепью, имеют единственное с точностью до изоморфизма минимальное
вершинное 1-расширение, отличающееся на две дополнительные дуги. При n = 2 возможен
еще один случай: вместо контура C3 можно взять транзитивную тройку T3. Граф P2 ∪
∪ T3 ∪ . . . ∪ T3 также имеет единственное с точностью до изоморфизма минимальное
вершинное 1-расширение, отличающееся на две дополнительные дуги.
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Рассматривается следующая задача. Дан полный двудольный граф G = G(U, V, E), где
U и V — множества вершин, а E — множество ребер графа. Для каждого ребра (u, v) ∈
∈ E, u ∈ U, v ∈ V, задан его рациональный вес w(u, v) > 0. Множество U разбито на
m подмножеств U1, U2, . . . , Um, называемых компонентами. Для произвольного максималь-
ного паросочетания Π определим вес компонента Ui как сумму весов ребер с вершиной,
принадлежащей этому компоненту: w(Ui, Π) =

∑
{(u,v)∈Π|u∈Ui}w(u, v). Максимальным ве-

сом w(Π) паросочетания Π будем называть максимальный из весов компонентов: w(Π) =
= max

16i6m
w(Ui, Π). Задача заключается в том, чтобы найти максимальное паросочетание с ми-

нимальным максимальным весом. Обозначим эту задачу через Min-Max Weighted Matching.
Специальный случай рассматриваемой задачи, когда m = 1, представляет собой извест-
ную задачу о максимальном паросочетании минимального веса, решение которой сводится
к решению задачи о назначениях. Задача с m > 1 в литературе ранее не рассматривалась.

Мотивация задачи происходит из оптимизации операций погрузки-разгрузки контейне-
ров на железнодорожном терминале. Такой терминал состоит из нескольких параллельных
путей, на которые прибывают железнодорожные составы с контейнерами. Кроме того, на
железнодорожном терминале имеется автомобильная дорога, на которой паркуются грузо-
вики. Вся площадь терминала разбита на непересекающиеся зоны по количеству подъемных
кранов. Каждый кран работает только с теми составами, которые находятся в его зоне. Со-
ставы загоняются на терминал партиями. Каждый из выгружаемых с составов контейнеров
должен попасть на «свой» грузовик. Каждый грузовик может быть размещен на любом из
парковочных мест. Для каждого контейнера известно время, необходимое для его переме-
щения на каждое из парковочных мест. После выполнения всех операций по перемещению
контейнеров, партия составов покидает терминал (все составы партии покидают терминал
одновременно). Требуется минимизировать время обработки партии составов, что эквива-
лентно минимизации времени работы наиболее загруженного крана (крана, который завер-
шает работу последним).

Эта задача может быть сформулирована в терминах задачи Min-Max Weighted Matching
следующим образом. Множество U — это множество контейнеров, которые должны быть пе-
ремещены, V — это множество парковочных мест для грузовиков. Подмножество Ui — это
подмножество контейнеров, находящихся в зоне i-го подъемного крана. Время перемещения
контейнера на парковочное место задается как вес соответствующего ребра двудольного гра-
фа. В итоге, задача состоит в том, чтобы назначить каждый из контейнеров на конкретное
парковочное место таким образом, чтобы минимизировать максимальную из сумм времен
транспортировки контейнеров, находящихся в одной зоне.

Доказывается, что отыскание приближенного решения задачи Min-MaxWeightedMatching
с отношением значения целевой функции к минимальному значению менее 2 является NP -
трудной в сильном смысле задачей. Отсюда следует, в частности, что рассматриваемая зада-
ча NP -трудна в сильном смысле. Предлагается приближенный алгоритм, который находит
решения с относительной погрешностью, не превосходящей одного процента в среднем. Ал-
горитм включает решение серии специальным образом построенных задач о максимальном
паросочетании минимального веса, а также локальный поиск.



Дискретная математика и математическая кибернетика 77

ГЕТЕРОХРОМАТИЧЕСКОЕ ЧИСЛО ГИПЕРГРАФА,
АССОЦИИРОВАННОГО С ГЕОМЕТРИЧЕСКИМ ГРАФОМ

В.И. Бенедиктович

Институт математики НАН Беларуси
Сурганова 11, 220072 Минск, Беларусь

vbened@im.bas-net.by

Гиперграфом H = (V, E) называется упорядоченная пара, где V является множеством
вершин, а E является семейством непустых подмножеств V, называемых гиперребрами.

Для натурального числа k и гиперграфа H, у которого множество вершин V мощности
не менее k, k-раскраской H называется произвольный эпиморфизм c : V → {1, 2, . . . , k}.

Для заданной раскраски c гиперграфа H его гиперребро e называется гетерохрома-
тическим, если все его различные вершины имеют различные цвета. Гетерохроматическим
числом hc(H) непустого гиперграфа H называется наименьшее натуральное число k, та-
кое, что H содержит гетерохроматическое ребро для произвольной своей k-раскраски c.
Это понятие было введено в 1992 г. в [1] и тесно связано с числом анти-Рамсея и верхним
хроматическим числом смешанного гиперграфа [2].

Двойной трансверсалью гиперграфа H без петель называется подмножество T вершин
H, такое, что каждое гиперребро H содержит, по крайней мере, две вершины из множества
T. Число вершин и мощность наименьшей двойной трансверсали гиперграфа H обозначим
через ν(H) и τ(H) соответственно.

Геометрическим графом называется граф G = (V, E), вершинами которого являются
точки на плоскости в общем положении, а ребрами — отрезки, соединяющие пары этих вер-
шин. Два ребра геометрического графа пересекаются, если они имеют общую внутреннюю
(для обоих) точку пересечения. Плоским геометрическим подграфом графа G = (V, E) на-
зывается подграф G без самопересечений своих ребер. Множество точек V на плоскости
находится в выпуклом положении, если все они лежат на границе своей выпуклой оболочки.

Пусть на плоскости заданы 2n точек в выпуклом положении и G = K2n полный геомет-
рический граф на них. С данным полным геометрическим графом может быть ассоциирован
(2n− 1)-униформный гиперграф H(G) = (V (H), E(H)), вершинами которого являются все
ребра геометрического графа G : V (H) = E(G), а гиперребрами — все плоские остовные
деревья графа G. В этом случае ([3]) гетерохроматическое число равно hc(H) = ν(H) −
− τ(H) + 2.

Мы с данным полным геометрическим графом G = K2n ассоциируем n-униформный
гиперграф H(G) = (V (H), E(H)), вершинами которого также являются все ребра геомет-
рического графа G, а гиперребрами являются всевозможные плоские совершенные паросо-
четания графа G. Наш основной результат следующий:

Теорема. Для n > 3 справедливы следующие оценки: ν(H)−2n+3 6 hc(H) 6 ν(H)−n.
Для n = 2 hc(H) = 5.

Работа выполнена при финансовой поддержке Института математики НАН Беларуси в
рамках ГПФИ «Математические модели» и БРФФИ № Ф12РА–006.

Литература

1. Arocha J., Bracho J., Neumann-Lara V. On the minimum size of tight hypergraphs // J. Graph
Theory. 1992. V. 16, no. 4. P. 319–326.

2. Voloshin V. On the upper chromatic number of a hypergraph // Australas J. Combin. 1995. V. 11.
P. 25–45.

3. Montellano-Ballesteros J. J., Rivera-Campo E. On the heterochromatic number of hypergraphs asso-
ciated to geometric graphs and to matroids // Graphs and Combinatorics. 2012. http://128.84.158.119/abs/
1011.4888.



78 «XI Белорусская математическая конференция» Минск, 4–9 ноября 2012 г.

ГРАФЫ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ ФАСЕТЫ МНОГОГРАННИКА ЛИНЕЙНЫХ
ПОРЯДКОВ

Г.Г. Болоташвили1,2, В.М. Демиденко3, Н.Н. Писарук1

1 Белгосуниверситет, экономический факультет
К.Маркса 31, 220050 Минск, Беларусь

pisaruk@yandex.ru
2 Объединений институт проблем информатики НАН Беларуси

Сурганова 6, 220072 Минск, Беларусь
bolotashvili@yahoo.com

3 Институт математики НАН Беларуси
Сурганова 11, 220072 Минск, Беларусь

demidenko@im.bas-net.by

Для описания многогранников NP -трудных задач в виде систем линейных неравенств
необходимо построения отдельных классов фасет (граней максимальной размерности). Про-
блема описание многогранника задачи линейных порядков с помощью систем линейных нера-
венств, как и для любого многогранника NP -трудной задачи, до настоящего времени не
решена. Для описания фасет многогранника задачи линейных порядков последнее время
используются графы. В частности для конкретного графа G(V, E) соответствующая гра-
фическая неравенства выписывается следующим образом [1, 2]:

n∑

v∈V

µ(v)xv,f(v) −
∑

v,w∈E

(xv,f(w) + xw,f(v)) 6 α(G,µ),

где V, W ⊂ Nn, f : V → W есть биекция.
Рассмотрим граф Gk = (Vk, Ek), определенный на множестве вершин V = 1, . . . , 3k − 1

и на множестве ребер Ek = E1
k ∪ E2

k ∪ E3
k ∪ E4

k , где k > 7, k — нечетное, t — четное,
4 6 t 6 k − 1,

E1
k = {(v, w) : w − v 6 k − 1, 1 6 v < w 6 k + 1},

E2
k = {(v, w) : w − v 6 k − 2, k + 2 6 v < w 6 3k − 1}−

−{(v, w) : w − v 6 k − 2, 2k − 1− (k − 3)/2− (t− 4)/2 6 v 6 2k − 1− (k − 3)/2,

2k + 1 6 w 6 2k − 1− (k − 3)/2 + k − 2} − {(v, w) : w − v 6 k − 2,

2k + 2 + (k − 3)/2 6 w 6 2k + 2 + (k − 3)/2 + (t− 4)/2; 2k + 2 + (k − 3)/2− (k − 2) 6 v 6 2k},
E3

k = {(v, w) : 3 6 v < (k + 1)/2− (t− 4)/2; (k + 1)/2 + (t− 4)/2 + 1 < v 6 k + 1,

k + 2 6 w 6 v + k − 1} − {(v, w) : v = (k + 1)/2 + (t− 4)/2 + 1,

(k + 1)/2 + (t− 4)/2 + 1 + k − 1− (t− 4)/2 6 w 6 (k + 1)/2 + (t− 4)/2 + 1 + k − 1}
E4

k = {(v, w) : 1 6 v < (k + 1)/2− (t− 4)/2; (k + 1)/2 + (t− 4)/2 + 1 < v 6 k − 1,

2k + v 6 w 6 3k − 1} − {(v, w) : v = (k + 1)/2− (t− 4)/2− 1; 2k + v 6 w 6 3k − 1}.
Пусть µk : V → Z определяется следующим образом: µk(v) = t, eсли v = 1, . . . , k + 1 и

µk(v) = 1, eсли v = k + 2, . . . , 3k − 1.

Теорема. Граф (Gk, µk) определяет фасету многогранника задачи линейных порядков,
где α(Gk, µk) = t(t + 1)/2 + 1.

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда
фундаментальных исследований (проект №Ф11-194).
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Эффективное управление современным предприятием обеспечивается несколькими уров-
нями управления. Один из них — система оперативного управления производством, опира-
ющаяся на методы моделирования и анализа данных. В основе системы лежит согласова-
ние данных, хранящихся в базе данных системы, и данных, соответствующих реальному
состоянию производственных параметров. Система оперативного управления осуществля-
ет построение и корректировку календарных план-графиков выполнения работ в связи с
изменением производственной ситуации. Подобный подход позволяет обеспечить высокий
уровень адаптации к постоянно меняющимся условиям производственного процесса. В за-
даче оперативного управления выделяется несколько этапов. На первом этапе формируется
производственная программа функционирования технологического объекта на планируемый
период. На последующих этапах список партий деталей сформированной производственной
программы разбивается на группы в зависимости от используемого оборудования. На по-
следнем этапе осуществляется формирование расписания работы оборудования. При этом с
учетом имеющихся фондов рабочего времени на данный интервал планирования, комплектов
используемых приспособлений и инструментов обеспечиваются минимальное время простоя
оборудования и минимальное число переустановок комплектов инструментов и приспособ-
лений.

В настоящей работе рассматриваются модели и методы решения задачи оптимального
распределения требований, возникающей в системе оперативного управления производством.

В одностадийную обслуживающую систему, состоящую из M параллельных приборов,
в момент времени T > 0 поступает множество N = {1, 2, . . . , n} требований. Каждый при-
бор может обслуживать любое из требований данного множества, но не более одного одно-
временно. Не допускается и одновременное обслуживание любого требования несколькими
приборами. Прерывания в обслуживании запрещены. Длительности tiL > 0 обслуживания
каждого требования i ∈ N каждым прибором L, предполагаются заданными. Считаем, что
tiL = aLti, т. е. каждый прибор L характеризуется производительностью, равной 1/aL. При
обслуживании каждого требования i ∈ N используется копмлекс оснастки ri длительности
piL > 0 установки которого на любом приборе L предполагаются известными. Известен и
временной ресурс sL > 0 каждого прибора L. Величины aL, sL, piL назовем параметрами
задачи.

Известно, что в одностадийной обслуживающей системе, содержащей M параллельных
приборов, расписание, допустимое относительно указанных ограничений, полностью опреде-
ляется распределений требовваний по приборам и указанием для каждого требования i ∈ N
момента t0i > 0 начала его обслуживания.
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В зависимости от ограничений, накладываемых на параметры задачи, рассматриваются
различные математические модели задачи распределения требований. Для каждой модели
определены критерии оптимальности, предложены точные или приближенные методы реше-
ний.
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ОПИСАНИЕ 0,1-НАПРАВЛЯЮЩИХ КРАЙНИХ ЛУЧЕЙ КОНУСА
ПОЛУМЕТРИК КОНЕЧНОГО МЕТРИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА
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В исследованиях, связанных с разработкой точных методов решения задачи многопро-
дуктового потока в сети, важное место отводится описанию образующих конуса полуметрик
конечного метрического пространства размерности n, который определяется системой

sli1 = {xi,i = 0, xi,j − xj,i = 0, −xi,j 6 0, xi,k − xi,j − xj,k 6 0 | 1 6 i 6= j 6= k 6 n}.

Решениями sli1 являются матрицы, принадлежащие пространству симметрических матриц
Rn×n

s , и порождающие конус Kn. Рассмотрим бинарные матрицы eij с единственным нену-
левым элементом, стоящим на пересечении i-й строки и j-го столбца, 1 6 i < j 6 n, и для
любой упорядоченной тройки 1 6 i < j < k 6 n положим

fijk = eij − ejk − eik, gijk = −eij + ejk − eik, hijk = −eij − ejk + eik.

Указанные матрицы определяют систему неравенств

sli2 = {(fijk, x) 6 0, (gijk, x) 6 0, (hijk, x) 6 0 | 1 6 i < j < k 6 n},

решениями которой являются матрицы из пространства строго треугольных матриц Rn×n
t .

Теорема 1. Систем sli2 определяет Kn с точность до изоморфизма ϕ : Rn×n
s → Rn×n

t .

На основе теоремы 1 разработан алгоритм построения множества 0,1-направляющих
крайних лучей конуса Kn, которое обозначается direcKn. При описании алгоритма ис-
пользуются операции дополнения и дублирования последнего столбца xk = (x1k, x2k, . . .
. . . , xk−1k, xkk)> любой бинарной матрицы x = (xij) из Rk×k

t , 2 6 k 6 n − 1, где > —
знак транспонирования. Дополнением x′k бинарного столбца xk является столбец x′k =
= (x′1k, x

′
2k, . . . , x

′
k−1k, x

′
kk)

>, где x′ik = 1, если xik = 0, и x′ik = 0, если xik = 1.
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Алгоритм построения direc Kn. Начальный шаг. Полагаем

direcK2 =
{

x
(2)
1 =

(
0 1
0 0

)}
.

Рекурсивный шаг. Для каждого k = 3, 4, . . . , n просматриваем последовательно матрицы
x

(k−1)
i ∈ direc Kk−1

⋃
x

(k−1)

2k−1 , где x
(k−1)

2k−1 — нулевая (k−1)×(k−1)-матрица, и на основе каждой
x

(k−1)
i строим две k × k-матрицы x

(k)
2i−1, x

(k)
2i , полагая элементы k-й строки матриц x

(k)
2i−1,

x
(k)
2i равными нулю, и записывая далее в последний столбец матрицы x

(k)
2i−1 соответствующие

элементы дополнения последнего столбца матрицы x
(k−1)
i , а в последний столбец матрицы

x
(k)
2i — соответствующие элементы последнего столбца матрицы x

(k−1)
i для всех i = 1, 2, . . .

. . . , 2k−1. В результате получаем direcKk
⋃

x
(k)

2k , где x
(k)

2k — нулевая (k × k)-матрица. На
n− 2-м шаге алгоритма строится множество direcKn

⋃
x

(k)
2n .

Теорема 2. Множество матриц direcKk с точность до изоморфизма ϕ : Rn×n
s →

→ Rn×n
t совпадает с множеством всех 0, 1-направляющих крайних лучей конуса полумет-

рик Kn, число которых равно 2n−1 − 1.
Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда

фундаментальных исследований (проект №Ф11-194).

СЕРИЯ ПРИБЛИЖЕННЫХ АЛГОРИТМОВ ДЛЯ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ
РАСПИСАНИЙ ТИПА PS//Cmax

Г.П. Волчкова, В.М. Котов

Белгосуниверситет, факультет прикладной математики и информатики
Независимости 4, 220030 Минск, Беларусь

volchkovagp@mail.ru

Имеется n программ, m одинаковых процессоров и один сервер. Каждая программа i
характеризуется временем si скачивания ее данных с сервера и временем pi выполнения ее
на процессоре. Каждая программа выполняется только на одном процессоре. Во время ска-
чивания данных программы заняты сервер и соответствующий процессор.После завершения
скачивания данных программа выполняется на процессоре. Необходимо так организовать
порядок выполнения программ на процессорах, при котором время завершения последней
программы минимально. Назовем программы работами, процессоры —приборами. Такая за-
дача в теории расписаний классифицируется как PS//Cmax. Для этой задачи в [2] был
предложен алгоритм с оценкой 2− 1/m.

В докладе предлагается серия алгоритмов, лучший из которых имеет гарантированную
оценку 2 − α, где α — константа. Алгоритм,который назначает очередную работу в ука-
занном порядке на первый освободившийся процессор назовем алгоритмом A. Значение
расписания ,полученного с помощью алгоритма A на i процессорах будем обозначать через
SA(n, i). Справедливы следующие нижние оценки оптимального решения:

HO1 >
k∑

i=1

si + pk ∀k, k = 1, · · · , n, HO2 > 1
m

n∑

i=1

pi, HO = max HO1,HO2.

Моменты времени, когда сервер не работает, хотя не все программы выполнили скачивание
своих данных будем называть простоями сервера. Естественным образом можно определить
интервалы простоя. Очевидно, что сервер может простаивать только в моменты времени,
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когда загружены все процессоры. Под суммарным временем простоя будем понимать сум-
марную длину интервалов простоя. Обозначим через Ik суммарное время простоя до мо-
мента назначения работы k, k = 1, . . . n, алгоритмом A. Сервер простаивает, когда идет
выполнение на всех процессорах, а это не больше (1/m)

∑n
i=1 pi. Пусть число приборов не

больше числа работ. Тогда справедлива оценка:

Cmax(SA) 6 max
k=1,...,n

{ k∑

i=1

si + pk + Ik

}
.

В качестве первого решения возьмем расписание SA(n, i). На основании этого решения
строятся решения специальной структуры,позволяющее либо уточнить оценку оптимального
решения,либо уменьшить время завершения выполнения последней работы. Из этих решений
выбирается лучшее. Приводятся оценки разработанных алгоритмов.
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НОВЫЕ ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
МНОЖЕСТВ РАЗБИЕНИЙ ЧИСЕЛ
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В построении теории разбиений участвовали многие крупные математики, начиная с Эй-
лера [1]. В последние десятилетия возрос интерес к разбиениям со стороны физиков, хотя
асимптотическую формулу Харди — Рамануджана для числа разбиений впервые применили
в физике Бор и Калкар [2]. Точная формула для их числа неизвестна до сих пор. Боль-
шинство исследований были направлены на вычисление чисел разбиений различных видов
и вывод алгебраических и комбинаторных соотношений между классами разбиений [1].

В [3] предложен новый подход к изучению разбиений чисел, при котором каждое разби-
ение числа n отождествляется с точкой x ∈ Rn, а множество всех разбиений n рассмат-
ривается как политоп Pn. Полиэдральный подход позволяет исследовать комбинаторно-
геометрическую структуру множества разбиений и впервые предоставляет возможность вы-
делить среди всех разбиений n подмножества разбиений, из которых можно построить все
остальные. Первое такое подмножество составляют вершины Pn, поскольку все остальные
разбиения являются их выпуклыми комбинациями. В [4] доказано, что все вершины мож-
но построить из подмножества опорных вершин с помощью двух новых операций слияния
частей. Другими словами, вершинный базис множества разбиений можно уменьшить, огра-
ничившись опорными вершинами политопа.

Построены все вершины и опорные вершины политопов Pn для n 6 100. Вычисле-
ния используют рекуррентное соотношение между множествами вершин политопов, поз-
воляющее избежать построения разбиений, заведомо не являющихся вершинами [3]. Для
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распознавания вершин среди оставшихся разбиений применяются достаточные и, отдельно,
необходимые условия [3–5]. В отдельных случаях применяется универсальная (но медлен-
ная) программа Polymake [6] с подключением к ней разработанных функций для загруз-
ки/выгрузки данных и обработки результатов. Вычисления показали, что число опорных
вершин существенно меньше числа всех вершин, которое, в свою очередь, намного меньше
числа разбиений. Полученные последовательности чисел вершин и опорных вершин включе-
ны в Онлайн-энциклопедию Слоана «Целочисленные последовательности» (номера A203898
и A203899). Попутно продолжена последовательность чисел рюкзачных разбиений A108917.

Результаты теоретических исследований и данные вычислений приводят к новым вопро-
сам о комбинаторных и теоретико-числовых свойствах вершин, опорных вершин и их чисел.
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СИММЕТРИЧЕСКИХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ
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Рассматривается задача полиномиального разложения булевых функций (БФ) F = F (X),
где X = {x1, x2, . . . , xn}. Универсальные методы построения полинома Жегалкина P (F )
имеют сложность O(2n). Применительно к симметрическим БФ (СБФ) сложность методов
составляет O(n2).

В докладе предлагается метод полиномиального разложения фундаментальных (элемен-
тарных) СБФ F = F i

n(X), где n — число переменных, i — рабочее число и i = 0, 1, 2, . . . , n.
Произвольная СБФ n переменных F = F (X) представима в виде

F (X) =
n∨

i=0

πiF
i
n(X) =

n⊕

i=0

πiF
i
n(X) и F (X) =

n⊕

i=0

γiE
i
n(X),

где π(F ) = (π0, π1, . . . , πn) — локальный код СБФ F, γ(F ) = (γ0, γ1, . . . , γn) — вектор коэф-
фициентов полинома P (F ) и Ei

n = Ei
n(X) — СБФ, полином Жегалкина который содержит

ровно Ci
n слагаемых ранга i (такие СБФ называются полиномиально-однородными).

Предлагаемый метод полиномиального разложения функций F = F i
n(X) основан на

построении двоичной (n + 1) ∗ (n + 1)-матрицы Hn = [hi], i-я строка которой hi является
вектором коэффициентов полинома Жегалкина P (F i

n), т. е. hi = γ(Ei
n).
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Матрица Hn состоит из элементов двоичной 2m ∗ 2m-матрицы Dm, находящихся на
пересечении первых n + 1 строк и первых n + 1 столбцов, где 2m−1 < n + 1 6 2m. В свою
очередь, матрица Dm формируется рекурсивным образом: D0 = 1 и

Dj =
[
Dj−1 Dj−1

0 Dj−1

]
,

где j = 1, 2, . . . , m.
Поскольку γ(F i

n) = π(Ei
n) и hi = γ(Ei

n), то hi = π(Ei
n), т. е. i-я строка hi матрицы

Hn = [hi] представляет собой также локальный код функции F = Ei
n(X). Следовательно,

матрицу Hn можно использовать для вычисления множества рабочих чисел полиномиально-
однородных СБФ F = Ei

n(X), где i = 0, 1, 2, . . . , n.
Сложность метода полиномиального разложения фундаментальных СБФ F = F i

n(X)
составляет O(n).

ИНВЕСТИЦИОННАЯ БУЛЕВА ЗАДАЧА В УСЛОВИЯХ
МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОСТИ И НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

В.А. Емеличев, В.В. Коротков

Белгосуниверситет, механико-математический факультет
Независимости 4, 220030 Минск, Беларусь

emelichev@bsu.by, wladko@tut.by

Рассматривается s-критериальный дискретный (булевый) вариант известной задачи порт-
фельной оптимизации Марковица [1] с максиминными критериями эффективности Вальда [2]

fk(x,Ek) = min
i∈Nm

∑

j∈Nn

eijkxj → max
x∈X

, k ∈ Ns,

состоящий в поиске множества Парето P s(E). Здесь Nn = {1, 2, . . . , n} — альтернативные
инвестиционные проекты (активы); Nm — возможные состояния рынка (сценарии развития);
Ns — виды (показатели) эффективности инвестиционного проекта; x = (x1, x2, . . . , xn) —
инвестиционный портфель, где xj = 1, если инвестиционный проект j ∈ Nn реализуется, и
xj = 0 в противном случае; eijk — ожидаемая эффективность вида k ∈ Ns инвестиционного
проекта j ∈ Nn в случае, когда рынок находится в состоянии i ∈ Nm; X ⊆ En = {0, 1}n –
заданное множество портфелей; Ek ∈ Rm×n — k-е сечение матрицы E = [eijk] ∈ Rm×n×s.

Фактор неопределенности и некорректности исходной информации (элементов матрицы
E) учитывается путем указания пределов надежности принимаемых инвестором решений,
т. е. с помощью оценок радиуса устойчивости инвестиционного портфеля x0 ∈ P s(E), под
которым понимаем (см., например, [3]) число ρs

p(x
0, E) = sup Ξp, если Ξp 6= ∅, и ρs

p(x
0, E) =

= 0, если Ξp = ∅, где Ξp = {ε > 0 : ∀E′ ∈ Ωp(ε) (x0 ∈ P s(E + E′))}, Ωp(ε) = {E′ ∈
∈ Rm×n×s : ‖E′‖p < ε}, E′ = [e′ijk], ‖E′‖p = ‖(‖E′

1‖, ‖E′
2‖, . . . , ‖E′

s‖)‖p — норма Гельдера lp,
1 6 p 6 ∞, ‖E′

k‖ =
∑

i∈Nm

∑
j∈Nn

|e′ijk|, k ∈ Ns.

Теорема. При любых m, s ∈ N и 1 6 p 6 ∞ для радиуса устойчивости ρs
p(x

0, E)
инвестиционного портфеля x0 ∈ P s(E) справедливы следующие достижимые оценки:

ϕ 6 ρs
p(x

0, E) 6 2ϕ.

Здесь ϕ = min{‖[g(x0, x, E)]+‖p : x ∈ X\{x0}}, g(x0, x, E) = (g1(x0, x, E1), g2(x0, x, E2), . . .
. . . , gs(x0, x, Es)), gk(x0, x, Ek) = fk(x0, Ek)−fk(x,Ek), k ∈ Ns, знак “+” означает положи-
тельную срезку вектора.

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда
фундаментальных исследований (проект Ф11К-095).
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ПОСТОПТИМАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ
О МАКСИМАЛЬНОМ РАЗРЕЗЕ ГРАФ

В.А. Емеличев, К.Г. Кузьмин
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Рассмотрим простой связный ориентированный граф G = (V, E) [1] с множеством вер-
шин V = {1, 2, . . . , n} и множеством дуг E ⊆ {(i, j) : 1 6 i < j 6 n}, |E| = m. Пусть все
вершины графа G разбиты на два непересекающихся подмножества S и S. Множество всех
дуг графа, концевые вершины которых находятся в разных подмножествах, называется раз-
резом графа и обозначается (S, S). Очевидно, что любой разрез (S, S) графа G порождает
булев вектор x ∈ En = {0, 1}n с компонентами xi = 1, если i ∈ S, и xi = 0, если i ∈ S. Тем
самым, множеству всех разрезов графа порядка n ставится в соответствие множество буле-
вых векторов X ⊆ En \{0(n), 1(n)}, где 0(n) = (0, 0, . . . , 0) и 1(n) = (1, 1, . . . , 1). Каждой дуге
(i, j) ∈ E сопоставим вектор-столбец (w1

ij , w
2
ij , . . . , w

s
ij)

T , где wk
ij ∈ R — вес дуги (i, j), со-

ответствующий критерию k ∈ {1, 2, . . . , s}. Из этих m столбцов, упорядоченных, например,
лексикографическим способом, образуем матрицу W = [wk

ij ] ∈ Rs×m. В этих обозначениях
очевидно, что квадратичная функция fk(x,W ) =

∑
(i,j)∈E wk

ij(xi − xj)2, представляет собой
вес разреза (S, S) по критерию k, где S = {i ∈ V : xi = 1} и S = {i ∈ V : xi = 0}.

В результате возникает s-критериальный вариант задачи о максимальном разрезе графа

Zs(W ) : f(x,W ) = (f1(x,W ), f2(x,W ), . . . , fs(x,W )) → max
x∈X

,

состоящей в поиске множества P s(W ) Парето-оптимальных разрезов.
Радиусом устойчивости разреза x0 ∈ P s(W ), s ∈ N, в метрике Гельдера lp, p > 1,

называется [2] число ρs
p(x

0,W ) = supΞ, если Ξ 6= ∅, и ρs
p(x

0,W ) = 0, если Ξ = ∅, где Ξ =
= {ε > 0 : ∀U ∈ Ω(ε) (x0 ∈ P s(W + U))}, Ω(ε) = {U ∈ Rs×m : ‖U‖p < ε}, U = [uk

ij ] ∈ Rs×m,
‖U‖p — норма lp вектора, составленного из всех элементов матрицы U.

Теорема. При любых s ∈ N и x0 ∈ P s(W ), справедлива формула

ρs
p(x

0, W )=





min
x∈X\{x0,x0}

s∑

k=1

[fk(x0,W )− fk(x,W )]+, если p = 1,

min
x∈X\{x0,x0}

‖[f(x0,W )−f(x,W )]+‖p

( ∑

(i,j)∈E

||x0
i−x0

j |−|xi−xj ||
)−1/q

, если 1<p6∞.

Здесь x0 = 1(n) − x0; [z]+ — положительная срезка вектора z ∈ Rs; величины p и q
связаны равенством 1/p + 1/q = 1, при этом, как обычно, считаем, что q = 1, если
p = ∞.

Работа поддержана грантом БРФФИ, проект №Ф11К-095.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ БЛОКА КОДИРОВАНИЯ ДАННЫХ
МИКРОСХЕМЫ РАДИОЧАСТОТНОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ
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Одной из основных функций цифровой части получивших в последнее время широкое
распространение систем радиочастотной идентификации (РЧИД) является кодирование ин-
формации, пересылаемой между ее передатчиком и приемником. Выбор типа кодирования
во многом определяет надежность и помехозащищенность передачи данных. РЧИД системы,
работающие в соответствии с международным стандартом ISO 18000-6C, должны поддержи-
вать два типа кодирования: код Миллера и код FM0. Поэтому, архитектура РЧИД микро-
схем, обычно, включает два независимо работающих блока кодирования и мультиплексор
выбора используемого в данный момент типа кодировки [1]. Такое решение обеспечивает
высокую скорость обработки, но приводит к значительным потерям площади кристалла.
Выполненные исследования позволили построить математическую модель, использование
которой при проектировании РЧИД микросхем позволило без потери производительности
практически вдвое сократить число элементов блока кодирования.

На начальном этапе разработки было установлено, что наилучшие результаты синтеза
при использовании в процессе проектирования микросхемы программы Leonardo Spectrum
фирмы Mentor Graphics обеспечиваются в случае представления блока кодирования в виде
конечного автомата.

На рисунке приведены графы переходов-выходов исходных автоматов генерации кодов
Миллера, FM0 и разработанного обьединеного автомата, полученого из исходных путем за-
мены переменных и введения дополнительного условия перехода.

а б в

Графы поведения автоматов кодировки Миллера (а), FM0 (б ) и совмещенного автомата (в);
a1 – a4, a′1 – a′4 — состояния автомата до и после замены; 0, 1 — уровни сигнала; M, F —

признаки типа кодирования; C, nC — прямое и инверсное значения тактового сигнала

Полученная математическая модель блока кодирования была описана на языке VHDL
и использована для выполнения автоматического синтеза совмещенного блока кодирования
[2]. Его площадь составила 1595мкм2, в то время как общая площадь блоков раздельной
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реализации кодировок составляла 2657мкм2 (1330мкм2 для получения кода Миллера и
1327мкм2 для кода FM0). Математическая модель была использована при проектировании
нескольких РЧИД микросхем, в настоящее время выпускаемых ОАО «Интеграл».
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Аксиоматизация матроида может проводится на основе различных понятий: независимо-
го множества, базиса, цикла, функции ранга, остовного множество, оператора замыкания,
плоскости, гиперплоскости, функции периметра, циклического множества, функции окруже-
ния. Учитывая двойственные соотношения, матроид можно определить также в терминах
конезависимых множеств, кобазисов, коциклов и т. д. [1, 2].

Введем два новых понятия для матроида. H — периметром (L — периметром) матроида
(S, F ) назовем функцию γH : 2S → N (γL : 2S → N) со значениями γH(A) = max{|C| :
C ⊆ A, C — цикл} (γL(A) = min{|C| : C ⊆ A, C — цикл}), если A зависимое множество,
и γ(A) = 0, если A ∈ F.

Теорема (аксиомы H-периметра (L-периметра)). Функция γH(γL) является функцией
H-периметра (L-периметра) некоторого матроида (S, F ) тогда и только тогда, когда для
нее выполняются условия:

1) если γH(X) > 0 (γL(X) > 0), то существует множество Y ⊆ X, для которого
γH(X) = γH(Y ) = |Y | (γL(X) = γL(Y ) = |Y |);

2) если X ⊇ Y, то γH(X) > γH(Y ) (γL(X) 6 γL(Y ));
3) если γH(X) = |X| (γL(X) = |X|), то γH(X\x) = 0 (γL(X\x) = 0) для любого

x ∈ X;
4) если γH(X) = |X| (γL(X) = |X|), γH(Y ) = |Y | (γL(Y ) = |Y |), X 6= Y, x ∈ X ∩ Y,

то γH((X ∪ Y )\x) > 0 (γL((X ∪ Y )\x) > 0).
Можно сформулировать двойственные понятия: H-окружение и L-окружение матроида.

H-окружением (L-окружением) матроида назывем функцию ϕ : 2S → N∪{∞}, задаваемую
равенствами ϕ(A) = max{|H| : A ⊆ H, H — гиперплоскость (ϕ(A) = min{|H| : A ⊆ H,
H — гиперплоскость}), если ранг A меньше ранга S, и ϕ(A) = ∞, в противном случае. С
учетом двойственности формулируются аксиомы H-окружения и L-окружения.

Пусть ранг ρ(S, F ) = k. Цикл матроида C назовем гамильтоновым, если |C| = k + 1.
Соответственно базу матроида назовем гамильтоновой, если существует содержащий ее га-
мильтонов цикл. Припишем каждому элементу e ∈ S вес w(e) > 0. Сформулируем задачу
коммивояжера на матроиде (S, F ), как задачу поиска гамильтонова цикла минимального ве-
са. В сообщении приводятся результаты о сложность решения задачи в зависит от оракула,
используемого алгоритмом.
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Используются терминология и обозначения работ [1–5]. Матроид M на множестве S
называется базово упорядоченным, если для любых двух баз B1, B2 матроида M суще-
ствует такая биекция π : B1 → B2, что для любого x ∈ B1 как (B1 \ {x}) ∪ {π(x)}, так
и (B2 \ {π(x)}) ∪ {x} являются базами матроида M. Скажем, что матроид M является
строго базово упорядоченным, если для любых двух баз B1, B2 матроида M существует
такая биекция π : B1 → B2, что для всех подмножеств A ⊆ B1 множество (B1 \ A) ∪
∪ π(A) является базой матроида M. Легко показать, что для любого такого π множество
(B2 \π(A))∪A также является базой матроида M. Очевидно, что если M является строго
базово упорядоченным, то он — базово упорядоченный. Но обратное утверждение неверно.

Классы базово упорядоченных и строго базово упорядоченных матроидов замкнуты от-
носительно объединения, взятия миноров и перехода к двойственным матроидам.

Приведем примеры базово упорядоченных и строго базово упорядоченных матроидов.
Циклический матроид M(K4) полного графа K4 является базово упорядоченным.
Трансверсальные матроиды и гаммоиды — строго базово упорядоченные матроиды.
Примером матроида, не являющегося базово упорядоченным, служит матроид Фано.
Последовательно-параллельным матроидом называется матроид, который может быть

получен с помощью последовательных и параллельных расширений из одноэлементного мат-
роида. Последовательно-параллельный матроид не более, чем циклический матроид некото-
рой последовательно-параллельной сети. Поэтому для графа, определяющего сеть, и цикли-
ческого матроида этого графа используется одно и то же название последовательно-парал-
лельной сеть.

Дается новое доказательство эквивалентности следующих свойств для бинарных матро-
идов.

Теорема. Пусть M — бинарный матроид. Тогда эквивалетны утверждения:
1) M — гаммоид;
2) M — базово упорядоченный матроид;
3) M — последовательно-параллельная сеть;
4) M не содержит в качестве минора циклический матроид M(K4) полного графа K4.

Более того, каждый бинарный базово упорядоченный матроид является строго базово
упорядоченным.
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О ЦИКЛИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ГРАФОВ
ШЕСТИУГОЛЬНОЙ РЕШЕТКИ

П.А. Иржавский

Белгосуниверситет, факультет прикладной математики и информатики
Независимости 4, 220030 Минск, Беларусь

smylic@mail.ru

Обозначим через H∞ бесконечный плоский граф, соответствующий регулярному замо-
щению плоскости R2 конгруэнтными правильными шестиугольниками. Вершинами графа
H∞ являются точки плоскости с декартовыми координатами (x + y/2, y

√
3/2), где x и

y целые числа, x 6≡ y (mod 3). Две вершины смежны в H∞ тогда и только тогда, ко-
гда евклидово расстояние между соответствующими точками равно 1. Будем считать, что
H∞ геометрический граф, т. е. граф, уложенный на плоскости так, что каждое его ребро
представляет собой замкнутый прямолинейный отрезок.

Произвольный конечный порожденный подграф графа H∞ называется графом шести-
угольной решетки. Будем рассматривать такой граф одновременно как граф и геометриче-
скую фигуру, образованную всеми точками, принадлежащими границам граней этого графа,
и внутренними точками граней, границы которых являются шестиугольниками.

Граф G шестиугольной решетки называется линейно выпуклым, если пересечение фигу-
ры G с любой прямой l, содержащей ребро графа H∞, либо пусто, либо является точкой
или отрезком прямой l. Топологическим графом шестиугольной решетки называется 3-ре-
гулярный граф без петель и кратных ребер, гомеоморфный графу шестиугольной решетки.

Граф называется гамильтоновым, если в нем имеется гамильтонов цикл, т. е. простой
цикл, содержащий каждую вершину этого графа. Хорошо известно, что проблема распо-
знавания гамильтоновости графа является NP -полной. В [5] показано, что она остается
NP -полной для графов шестиугольной решетки.

Коэффициентом сжатости семейства G графов называется число lim inf
Gn∈G

h(Gn)/|Gn|,
где точная нижняя грань берется по всем последовательностям {Gn}∞n=1 графов Gn ∈ G,
для которых |Gn| → ∞ при n → ∞. Здесь h(Gn) — длина наибольшего простого цикла
в Gn.

В [1–5] представлена серия результатов, касающихся гамильтоновости графов треуголь-
ной и квадратной решеток. Графы шестиугольной решетки исследованы в меньшей степени.
Автором установлены следующие результаты.

Теорема 1. Всякий топологический граф связного линейно выпуклого графа шестиуголь-
ной решетки является гамильтоновым.

Теорема 1 доказывается конструктивно, что дает линейный алгоритм построения гамиль-
тонова цикла в графе из рассматриваемого класса.

Теорема 2. Наименьший 2-связный негамильтонов топологический граф шестиуголь-
ной решетки имеет 16 вершин и является единственным с точностью до изоморфизма.
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Таким образом, в формулировке теоремы 1 условие линейной выпуклости графа шести-
угольной решетки нельзя заменить на условие 2-связности топологического графа.

Найдена также серия топологических графов шестиугольной решетки, позволяющая уста-
новить, что коэффициент сжатости этого класса графов не превосходит 8/9.
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ДОМИНАНТНО-ТРЕУГОЛЬНЫЕ ГРАФЫ: ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ
И СЛОЖНОСТНЫЕ АСПЕКТЫ
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Рассматриваются конечные неориентированные графы без петель и кратных ребер. Все
термины и обозначения, употребляемые здесь без определения, можно найти в [1, 2].

Граф G = (V, E) называется доминантно-треугольным, если он удовлетворяет следу-
ющему условию: для любого минимального доминирующего множества D ⊆ V и любого
ребра uv подграфа G − D существует вершина w ∈ D, такая что множество {u, v, w}
порождает треугольник (т. е. простой цикл длины 3) в графе G.

Заметим, что если в определении доминантно-треугольного графа термин «минимальное
доминирующее множество» заменить на «максимальное независимое множество», то мы по-
лучим определение треугольного графа. Класс треугольных графов введен в [3] и изучен во
многих аспектах (см., например, [4, 5]). Доминантно-треугольные графы образуют собствен-
ный подкласс треугольных графов, поскольку каждое максимальное независимое множество
является также и доминирующим. Сложность распознавания треугольных графов является
открытой проблемой в теории графов. В то же время, как показывает следующий результат,
доминантно-треугольные графы распознаются за полиномиальное время.

Теорема. Граф является доминантно-треугольным тогда и только тогда, когда для
любого его ребра uv найдется такая вершина w ∈ N [u] ∩ N [v], что N [w] ⊆ N [u] ∩ N [v].
Здесь N [x] = N(x) ∪ {x} — замкнутое окружение вершины x.

Класс доминантно-треугольных графов не является наследственным, но обладает следу-
ющим «псевдонаследственным» свойством: он замкнут относительно удаления произвольно-
го множества вершин (возможно, пустого) вместе с их окружениями. Этот результат позволя-
ет получить характеризацию класса доминантно-треугольных графов в терминах запрещен-
ных ко-окрестностных подграфов, т. е. подграфов, которые получаются из графа удалением
произвольного множества вершин вместе с его окружением.

Для класса доминантно-треугольных графов установлены результаты о сложностном ста-
тусе вычисления ряда теоретико-графовых инвариантов, родственных классическим числам
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независимости и доминирования (число независимого доминирования, число независимого
окрестностного множества, число окрестностного множества). В частности, показано, что
для любого ε > 0 (при условии P 6= NP ) задачу вычисления числа независимого доми-
нирования для доминантно-треугольных графов порядка n нельзя аппроксимировать за
полиномиальное время с точностью до n1−ε. Установлено, что распознавательная версия
задачи вычисления классического числа доминирования NP -полна в классе доминантно-
треугольных графов даже при дополнительном условии, что граф планарен и имеет мак-
симальную степень 6. Найдены также некоторые полиномиально разрешимые случаи этих
задач для доминантно-треугольных графов.
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МОДЕЛЬ И АЛГОРИТМЫ СИНТЕЗА СТРАТЕГИЙ ОБСЛУЖИВАНИЯ
БИНАРНОГО ПОТОКА ОБЪЕКТОВ ПРИ НАЛИЧИИ ДВУХ

КРИТЕРИЕВ ОЦЕНКИ

А.С. Куимова
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Рассматриваемая проблема возникла в связи с созданием компьютерных средств под-
держки оперативного управления Северным завозом дизельного топлива через речной порт
г. Салехард. Прибывающие в порт с юга Западной Сибири крупнотоннажные танкеры на
специализированном терминале выгружают доставленное топливо в береговой резервуар.
На этом же терминале осуществляется загрузка топливом малотоннажных танкеров для
доставки его потребителям, расположенным по берегам малых рек приполярного региона
полуострова Ямал. Задача диспетчера порта состоит в том, чтобы сократить экономические
потери, связанные с простоем судов в ожидании обслуживания и обеспечить выполнение
установленных директивных сроков.

Вводится математическая модель однопроцессорного обслуживания потока объектов, со-
стоящего из двух подпотоков — входящего и исходящего. Объекты характеризуются целочис-
ленными значениями параметров: момент поступления в очередь на обслуживание, норма
длительности обслуживания, штраф за единицу времени простоя в ожидании обслуживания,
мягкий директивный срок завершения обслуживания, объемная характеристика.

Обслуживание прибывшего в очередь объекта может быть начато свободным процессо-
ром в любой момент времени; обслуживание осуществляется без прерываний; необслужен-
ный объект не может покинуть очередь; непроизводительные простои процессора запрещены.
Процессор может начать обслуживание объекта из входящего подпотока при наличии сво-
бодного места в резервуаре, объект исходящего подпотока может быть обслужен при наличии
достаточного количества топлива в резервуаре.
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Стратегия обслуживания представляет собой перестановку длины n, где n — число
обслуживаемых объектов. В сформулированной задаче диспетчеризации стратегии оценива-
ются по двум независимым минимизируемым критериям: суммарному штрафу за простои
объектов в ожидании обслуживания и максимальному нарушению директивных сроков за-
вершения обслуживания. Известно, что при учете только первого критерия оптимизационная
задача адекватная описанной модели технологического процесса NP -трудна [1].

В докладе приводятся два алгоритма синтеза оптимальных стратегий управления:
1) точный алгоритм динамического программирования со сложностью O(n32n);
2) точный алгоритм ветвей и границ. Несмотря на экспоненциальную оценку сложности

этого алгоритма, экспериментальные данные позволяют сделать вывод о его достаточной
эффективности в среднем для решаемой реальной задачи.

Алгоритмы соответствуют наиболее общему подходу к построению эффективных реше-
ний — парадигме бикритериальной Парето-оптимальности [2], наиболее приемлемой в усло-
виях непрерывно изменяющейся оперативной остановки. Результаты исследования алгорит-
мов на тестовых наборах данных различных размерностей позволили сформулировать реко-
мендации для их наиболее рационального применения.
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Среди задач дискретной оптимизации значительное место занимают задачи прикладного
значения. Идеи дискрестности широко используются в технической кибернетике для плани-
рования целого ряда производств народного хозяйства. Многие задачи управления или пла-
нирования фиксированного ресурса при условии конечного множества заданий требуют их
упорядочения во времени. От постановки таких задач и от качества их решения во многом
зависят рациональная организация работ и эффективность производства.

Возможность изучения и построения эффективных математических моделей для этих
задач дают те методы оптимизации, которые называются методами календарного плани-
рования. Суть метода состоит в следующем: систему заданий следует выполнить с помо-
щью определенного количества ресурсов или возможностями обслуживания. При заданных
условиях и ограничениях, наложенных на систему заданий и на дополнительные ресурсы,
следует построить эффективный алгоритм, с помощью которого было бы возможно нахож-
дение оптимального порядка выполнения заданий, а также, чтобы по какой-нибудь мере
эффективности данный метод дал бы возможность достигнуть оптимальности. Мерой эф-
фективности могут быть стоимость выполнения всех заданий, среднее время пребывания в
системе заданий, длина расписания с точки зрения времени и т. д.
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Целью работы является исследование одной конкретной задачи теории расписаний: вы-
полнение заданий возможно с помощью одношаговой многопроцессорной системы, где про-
цессоры полностью взаимозаменяемые. К тому же множество частичного упорядочения не
является пустым, а множество дополнительных ресурсов ограничено. Для выполнения вхо-
дящих в систему заданий число необходимых процессоров бесконечно.

Для описанной задачи построен многокритериальный алгоритм. С этой целью исполь-
зованы методы комбинаторного анализа и теории графов. Построенный алгоритм, который
дает возможность построения наилучшего расписания, для мобильного управления системой
даст принимающему решение лицу рекомендации в диалоговом режиме.
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О БИКЛИКОВОМ ПОКРЫТИИ ЛЕСТНИЦЫ, ЛЕСТНИЦЫ МЕБИУСА,
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Введение. Рассматриваются только неориентированные графы без кратных ребер, пе-
тель. Все используемые, но не определяемые здесь понятия взяты из книги [1].

Определение 1. Бикликой графа G = (V,E) называется полный двудольный подграф
графа G (не обязательно вершинно-порожденный).

Определение 2. Бикликовым покрытием (соответственно, разбиением) графа G назы-
вается множество S биклик графа G такое, что каждое ребро содержится хотя бы (соответ-
ственно, в точности) в одной биклике из S. Мощность минимального бикликового покрытия
(соответственно, разбиения) графа G называется числом бикликового покрытия (соответ-
ственно, разбиения) графа G и обозначается как bc(G) (соответственно, bp(G)).

Задачи связанные с покрытием ребер графа подграфами специального вида являются
одними из базовых задач в области комбинаторной оптимизации на графах. В частности,
задача нахождения bc(G) графа G широко исследуется [2–6], так как имеет важное тео-
ретическое и прикладное значение в области искусственного интеллекта, биологии, теории
потоков [4, 7].

Определение 3. Лестницей Ln называется декартово произведение двух цепей P2

и Pn, т. е. Ln = P2 × Pn. Граф Hn = P2 × Cn называется призмой. Граф, полученный
в результате переключения двух ребер призмы Hn как показано на рисунке, называется
лестницей Мебиуса и обозначается как Mn. Двумерной решеткой называется граф Gm,n =
= Pm × Pn, где m 6 n.

Графы, такие как лестница, призма, лестница Мебиуса, имеют широкое применение в
химии [8]. Двумерные решетки используются в области обработки изображений, статисти-
ческой физики, теории графов.

Число бикликового покрытия графа. Доказаны следующие утверждения.
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Теорема 1. Для каждого n > 3 выполняется

bc(Ln) = n− 1, bc(Hn) = bc(Mn) = n.

Теорема 2. Пусть n — натуральное число, тогда

bc(Gn,n) =





n2 − 1
2

, если n нечетно,
n2

2
− 1, если n четно.

Лемма. Для всех n выполняется bc(Gn,n) = bp(Gn,n). Если n — нечетное натуральное
число, то bc(Gn,n) = β(Gn,n), где β(Gn,n) — число вершинного покрытия графа Gn,n.

Ln — лестница, Hn — призма, Mn — лестница Мебиуса, где 1 6 n 6 4, G5,6 — решетка

Таким образом, получена формула для bc(Gm,n) в случае m = n, в то время как формула
для случая m < n (и даже сам факт ее существования) является открытым вопросом.
Обобщая результат установленный в случае m = n (теорема 2) на случай m < n приходим
к следущей гипотезе:

bc(Gm,n) =





⌊
mn

2

⌋
, если m нечетно,

mn

2
− 1, если m четно.

(1)

Данное соотношение доказано нами для случая m = 3, используя метод упрощенной огра-
ниченной раскраски (simply-restricted coloring) ребер графа введенный в работе [2].

Теорема 3. Если размерность одной стороны решетки Gm,n ограничена фиксирован-
ным натуральным числом k > 3, то существует алгоритм с трудоемкостью O(nk+1),
который находит bc(Gm,n) для m,n таких, что 2 < m 6 k и m 6 n.

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда
фундаментальных исследований (проект Ф12РА-006).
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О ЛИНЕЙНОМ РАЗМЕЩЕНИИ КОРОНЫ ДВУХ ГРАФОВ

В.В. Лепин, С.А. Тихон

Институт математики НАН Беларуси
Сурганова 11, 220072 Минск, Беларусь

lepin@im.bas-net.by

Рассматриваются только неориентированные графы без кратных ребер, петель.
Пусть G = (V, E) — n-вершинный граф. Линейным размещением графа G называется

биекция f : V → {1, 2, . . . , n}.
Длина графа G при линейном размещении f, обозначается через s(G, f) и определяется

следующим образом:
s(G, f) =

∑

uv∈E

|f(u)− f(v)|.

Длина графа G обозначается через s(G) и по определению равна минимальному значению
s(G, f) на всем множестве линейных размещений f графа G.

Оптимальным линейным размещением графа G называется размещение f ′, на котором
достигается равенство s(G, f ′) = s(G).

Задача нахождения длины произвольного графа является NP -трудной.
Граф G = (V, E) называется графом Халина, если он является планарным и его мно-

жество ребер можно разбить на такие два множества A, B, A ∪ B = E, A ∩ B = ∅, что
множество A индуцирует дерево TA, не имеющее вершин степени 2, а множество B инду-
цирует цикл CB, проходящий через все листья дерева TA. Дерево TA называется древесной
основой графа Халина.

Дерево называется гусеницей, если в результате удаления всех листьев получаем либо
цепь, либо пустой граф. Более формально, пусть n = r +

∑
1<i<r si, где r > 2 и каждое

si > 0. Гусеницей с параметрами (n; r; s2, s3, . . . , sr−1) называется дерево T с множеством
вершин

V (T ) = {x1, x2, . . . , xr} ∪
⋃

1<i<r

{vi,1, vi,2, . . . , vi,si}

и множеством ребер

E(T ) = {x1x2, x2x3, . . . , xr−1xr} ∪
⋃

1<i<r

{xivi,1, xivi,2, . . . , xivi,si}.

В [1] показано, что если G — граф Халина, древесной основой которого является гусеница
с параметрами (n; r; s2, s3, . . . , sr−1), то

s(G) = 3(n− 1) +
∑

1<i<r

⌊
(si + 1)2

4

⌋
.
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Пусть даны графы G и H на n и m вершинах соответственно.Короной G относительно
H называется граф G ∧H с множеством вершин

V (G ∧H) = V (G) ∪ {n различных копий V (H), обозначаемых V (H1), . . . , V (Hn)}

и множеством ребер

E(G ∧H) = E(G) ∪ {n различных копий E(H), обозначаемых E(H1), . . . , E(Hn)}∪

∪{(ui, v) : ui ∈ V (G), v ∈ V (Hi)}.
В [2] приведены формулы для вычисления длины короны G ∧H, когда оба графа: G и

H — цепи; и когда G — полный граф, а H — полный граф на двух вершинах.
Теорема. Существует алгоритм линейной трудоемкости для построение оптималь-

ного линейного размещения короны G∧H, такой, что G — граф Халина, древесной основой
которого является гусеница, а H — либо пустой граф, либо цикл, либо полный граф.
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О ПОСТРОЕНИИ ОПТИМАЛЬНЫХ ЦИКЛОВ ДЛЯ РЕГУЛЯРНОЙ
СБАЛАНСИРОВАННОЙ РОБОТИЗИРОВАННОЙ ЯЧЕЙКИ

БЕЗ ЗАДЕРЖЕК

С.В. Павлов

Институт математики СО РАН
Коптюга 4, 630090 Новосибирск, Россия
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Введение. Рассматриваются циклические расписания для регулярной сбалансирован-
ной роботизированной ячейки в машинной среде flow shop со строгой стратегией разгрузки,
обслуживаемой одним роботом. Анализируются возможные циклы, и на основе их анализа
находится оптимальное решение для задачи с 5 машинами и длительностью операции p в
интервале [4δ, 8δ), где δ — расстояние между соседними машинами.

Постановка задачи и известные результаты. Роботизированная ячейка представ-
ляет собой m + 2 машины {M0, . . . , Mm+1} и одного робота. Роботизированная ячейка вы-
полняет идентичные работы. Каждая работа представляет собой m операций {O1, . . . , Om}.
Операции выполняются в порядке O1 → O2 → · · · → Om, при этом каждая операция Oj , j ∈
∈ {1, . . . , m}, выполняется на машине Mj . Машины M0 и Mm+1 являются выделенными
и представляют собой, соответственно, вход и выход роботизированной ячейки.

Определение 1. Сбалансированной называется роботизированная ячейка, в которой вре-
мя выполнения каждой операции равно p > 0.

Определение 2. Регулярной называется роботизированная ячейка, в которой δj
i — вре-

мя, за которое робот перемещается между машинами Mi и Mj — задается следующим
образом: δj

i = |i− j|δ, где δ > 0 — некоторая константа.
В процессе выполнения циклического расписания робот совершает цикл из действий Ai

по переносу деталей с машины Mi на машину Mi+1. Степенью цикла называют число
деталей, которые начали обрабатываться за один цикл.
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Определение 3. Производительностью расписания называется отношение k/T, где
k — степень цикла, а T — период.

Целевой функцией рассматриваемой задачи является производительность расписания,
которую следует максимизировать. В [1] впервые высказывается гипотеза о том, что степень
оптимального цикла не превосходит m − 1, где m — число машин, и приводится доказа-
тельство для m = 2, 3. Позднее в [2] была представлена гипотеза о структуре оптимальных
расписаний, и там же доказана для m 6 4, а также для произвольного числа машин m в
случаe p ∈ [4(k − 1)δ, 4kδ), k 6 (m + 2)/4.

Полученный результат. Автором доказано
Утверждение. Для регулярной сбалансированной роботизированной ячейки с одним ро-

ботом в среде flow shop и запретом на задержки между операциями одной работы, если
m = 5, а p ∈ [4δ, 8δ), оптимальным является цикл A0A1A0A2A1A3A2A4A3A5A4A5.
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О ХАРАКТЕРИЗАЦИИ НАСЛЕДСТВЕННЫХ УНИГРАФОВ
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Пусть G — простой граф с множеством вершин V G и множеством ребер EG.
Граф G называется расщепляемым, если существует разбиение

V G = A ∪B (1)

его множества вершин V G на клику A и независимое множество B. Это разбиение на-
зывается биразбиением графа G; A — верхняя доля, B — нижняя. Упорядоченная тройка
(G,A, B), где G — расщепляемый граф с биразбиением (1), называется расщепленным гра-
фом.

Множества расщепленных и простых графов обозначаются Σ и Γ соответственно.
Композиция ◦ : Σ× Γ → Γ определяется следующим образом:

если σ = (G,A, B) ∈ Σ, H ∈ Γ, то σ◦H = (G∪H) + {av : a∈A, v∈V H} (к дизъюнктно-
му объединению графов G и H добавляются ребра полного двудольного графа KA,V H с
долями A и V H) [1].

Элемент σ∈Σ называется разложимым, если существуют такие α, β ∈ Σ, что σ = α◦β,
в противном случае элемент σ неразложим. Граф G называется разложимым, если его
можно представить в виде произведения G = σ ◦ H, иначе граф G неразложим. Множе-
ство неразложимых элементов в Σ обозначается Σ∗, множество всех неразложимых гра-
фов — Γ∗.

Любое представление графа G в виде

G = σ1 ◦ σ2 ◦ . . . ◦ σk ◦G0, (2)

где σi ∈ Σ∗, 1 6 i 6 k, G0 ∈ Γ∗, называется декомпозицией.
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Известно, что произвольный разложимый граф G может быть представлен в виде ком-
позиции (2) неразложимых компонент (G0 = ∅, если граф G — расщепляемый).

Граф, определяемый с точностью до изоморфизма списком степеней своих вершин, на-
зывается униграфом [2]. Униграф называется наследственным униграфом, если каждый его
порожденный (вершинно) подграф также является униграфом [3]. Известно, что не все уни-
графы наследственные.

Обозначим HU класс всех наследственных униграфов. В [3] приведена характеризация
класса HU в терминах конечного списка запрещенных порожденных подграфов и постав-
лена задача его характеризации исходя только из степеней вершин графа. Очевидно, что из
конечности списка запрещенных порожденных подграфов вытекает, что задача распознава-
ния «G ∈ HU» разрешима за полиномиальное время.

В представляемом сообщении рассказывается схема решения вышеупомянутой задачи за
линейное время на базе вышеупомянутой теории канонической декомпозиции графов.

Схема характеризации выглядит следующим образом.
1. Поиск наследственных униграфов в каталоге неразложимых униграфов.
2. Доказательство утверждения: в списке запрещенных подграфов из [3] все элементы —

неразложимые.
3. Доказательство утверждения: граф является наследственным униграфом тогда и толь-

ко тогда, когда каждая его неразложимая компонента есть наследственный униграф.
Работа выполнена в БГУ в рамках Государственной программы научных исследований

Республики Беларусь на 2011–2015 годы (ГПНИ «Конвергенция»).
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ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО ПО БЫСТРОДЕЙСТВИЮ
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Рассматривается следующая задача. Каждое из n требований должно пройти пять по-
следовательных стадий обслуживания. На каждой из первых трех стадий обслуживание
осуществляется одним прибором, на четвертой и пятой стадиях работает по несколько иден-
тичных приборов. Все требования имеют один и тот же технологический маршрут. Обслужи-
вание каждого требования должно осуществляться без задержек при переходе с одной стадии
на другую, т. е. по завершении обслуживания на каждой и первых четырех стадий требова-
ние должно немедленно переходить на следующую стадию обслуживания. Для каждого из
обслуживающих приборов задан момент его готовности к работе. Необходимо построить оп-
тимальное по быстродействию расписания обслуживания требований, т. е. расписание, при
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котором момент, когда последнее из обслуживаемых требований покидает систему, минима-
лен. При этом обслуживание протекает в условиях неопределенности, когда длительности
обслуживания требований на стадиях не известны: для каждого требования и каждой ста-
дии заданы лишь интервалы, которым принадлежат соответствующие длительности. Кроме
того, на первых двух стадиях все требования имеют одни и те же интервалы длительностей
обслуживания (относительно этих двух стадий все требования можно рассматривать как
идентичные).

Задача представляет собой модель ситуации, возникающей при планировании работы
цеха хлебо-булочных изделий.

В принятой в теории расписаний системе обозначений сформулированная задача может
быть представлена как

F5(m1, . . . ,m5) | no-wait, machine availability, pij ∈ [pmin
ij , pmax

ij ] | Cmax,

где F5 обозначает систему обслуживания типа flow-shop с пятью стадиями, mi — число
идентичных приборов на стадии i, no-wait – обслуживание без задержек, machine availability
указывает на неодновременную готовность приборов к работе, pij — длительность обслу-
живания требования j на стадии i, pmin

ij и pmax
ij — нижняя и верхняя границы возможных

значений величины pij , а Cmax — момент завершения обслуживание последнего требования.
Задача в детерминированном случае (pmin

ij = pmax
ij для всех требований и всех стадий)

является NP -трудной в сильном смысле.
Сочетание условия «без задержек» с неопределенностью длительностей обслуживания

дает несколько нестандартный эффект: в отличие от многих задач теории расписаний в
условиях неопределенности, эти условия влияют не только на значение целевой функции,
но и на допустимость расписаний для рассматриваемой задачи. Указанная особенность су-
щественно затрудняет применение таких типичных для условий неопределенности подходов,
как принцип гарантированного результата, например.

Предлагается техника построения расписаний, являющихся допустимыми при любых воз-
можных длительностях обслуживания требований, а также схема декомпозиции задачи и
серия приближенных алгоритмов решения получающихся в результате декомпозиции под-
задач.

О НУЛЯХ В МАТРИЦАХ КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ

А. В. Селиверстов

Институт проблем передачи информации им. А.А.Харкевича РАН
Большой Каретный 19, 1, ГСП-4 127994 Москва, Россия

slvstv@iitp.ru

Поиск точек минимума вещественного квадратичного многочлена на множестве вершин
многомерного куба является алгоритмически трудной задачей [1, 2]. В этой работе получены
ограничения на взаимное расположение нулей в матрицах квадратичных форм, достигающих
минимума на большом множестве точек с координатами ±1.

Симметричной матрице A порядка n сопоставлен простой неориентированный граф
G(A) с n вершинами, в котором вершины с номерами j и k смежные, если отличен от
нуля матричный элемент Ajk 6= 0. Элементы на главной диагонали не влияют на вид графа.
Вершину графа назовем точкой сочленения, если ее удаление увеличивает число компонент
связности графа. Множество вершин графа независимое, если любые две из этих вершин не
смежны.
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Квадратичные формы от (n + 1) переменных, достигающие минимума на наибольшем
по включению собственном множестве ±1-точек с таким свойством, соответствуют фасетам
многогранника BQPn из [3]. Размерность BQPn равна n(n+1)/2. При этом пары противо-
положных ±1-точек соответствуют одной вершине единичного куба в n-мерном проектив-
ном пространстве. Симметричная матрица коэффициентов квадратичной формы определена
фасетой многогранника BQPn с точностью до изменения главной диагонали и умножения
на положительное число. Граф такой матрицы однозначно определен фасетой.

Фасеты многогранников BQPn при n 6 6 вычислены программой lrs версии 4.2c [4]
(см. также http://cgm.cs.mcgill.ca). У отрезка BQP1 две фасеты; у симплекса BQP2 четыре
фасеты; у многогранника BQP3 16 фасет; у BQP4 56 фасет; у BQP5 368 фасет; у BQP6

116764 фасеты. Граф матрицы, определяющей фасету многогранника BQPn при n 6 5,
либо полный, либо является объединением клики и одной или нескольких изолированных
вершин. Но BQP6 имеет фасеты с нетривиальным расположением нулей в определяющих
матрицах. Некоторые фасеты многогранника BQP6 нельзя задать матрицами ранга меньше
трех; это тесно связано со свойствами корневой решетки E6, рассмотренной, например, в [5].

Теорема. Дана симметричная матрица A порядка (n+1), определяющая фасету мно-
гогранника BQPn. Удаление из графа G(A) любого независимого множества его вершин
не увеличивает число компонент связности. В графе G(A) нет точек сочленения.
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ОЦЕНКА ОТНОСИТЕЛЬНОЙ ПОГРЕШНОСТИ ПЛОТНЫХ РАСПИСАНИЙ
В ЗАДАЧЕ OPEN SHOP

А.А. Сухорослов
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В работе [1] рассматривалась задача теории расписаний Open Shop, которая может быть
описана следующим образом. Дано m машин и n работ. Каждая работа Ji имеет m опера-
ций. На каждой машине Mj выполняется ровно одна операция работы Ji. Oij — операция
i-й работы на j-й машине, ее длина обозначается как pij , а момент начала — sij . Операции
выполняются без прерываний. Никакие две операции одной работы не выполняются одно-
временно и каждая машина в любой момент времени выполняет не более одной операции.

Задача обозначается как O||Cmax и заключается в построении расписания S минималь-
ной длины Cmax(S) = max

i,j
(sij + pij).

Определение. Плотное расписание — расписание, в котором каждая машина Mj может
простаивать в некоторый момент времени тогда и только тогда, когда для каждого i ∈
∈ {1, . . . , n} верно: либо операция Oi,j завершилась раньше этого момента, либо некоторая
операция Oi,k (k 6= j) выполняется в этот момент на другой машине.
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Относительной погрешностью расписания S называют величину Cmax(S)/C∗
max, где

C∗
max — длина оптимального расписания. Пусть `max — максимальная машинная нагруз-

ка, dmax — максимальная длина работы. Тогда очевидно, что C∗
max > c̄ = max{`max, dmax}.

Следовательно,
Cmax(S)

C∗
max

6 Cmax(S)
c̄

= ρ.

Из работы [2] следует, что для любого плотного расписания верна оценка ρ 6 2, а в работе
[3] была выдвинута гипотеза, что эта оценка улучшается до оценки

ρ 6 2− 1
m

. (1)

Эту гипотезу называют гипотезой Чена — Струсевича, и она была ранее доказана раз-
личными авторами для числа машин m 6 8 (см. [4–7]). Кроме того, в [6] была предложена
и доказана для m 6 7 более точная оценка длины плотного расписания:

Cmax(S) 6 `max +
(

1− 1
m

)
dmax. (2)

В данной работе доказываются обе оценки (1) и (2) в случае m 6 9.
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The Krausz (k, m)-partition of a graph G is the partition of G into cliques, which are called
clusters of the partition, such that any vertex belongs to at most k clusters of the partition, and
any two clusters have at most m vertices in common. The m-Krausz dimension kdimm(G) of
the graph G is the minimum k such that G has a Krausz (k, m)-partition. The well-known
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concept of Krausz dimension (see, for example, [1]) is exactly the 1-Krausz dimension in these
terms.

Denote by KDIMm the problem of determining the m-Krausz dimension of graph, and by
KDIMm(k) the problem of determining whether kdimm(G) 6 k.

The class of graphs with m-Krausz dimension at most 2 is exactly the class of edge intersection
graphs of multigraphs with edge multiplicity at most m. For any fixed m > 1, it is characterized
by a finite list of forbidden induced subgraphs, and efficient algorithms for solving the problem
KDIMm(2) are known. The situation changes radically if one takes k = 3 instead of k = 2 :
the problem KDIM1(k) is NP -complete for every fixed k > 3 ([1]). Here we prove

Theorem 1. The problem KDIMm is NP -hard for every fixed m > 1.

A graph G is called polar [2] if there exists a partition of its vertex set

V (G) = A ∪B, A ∩B = ∅ (1)

(bipartition (A,B) ) such that all connected components of the graphs G(A) and G(B) are
complete graphs. If, in addition, α and β are fixed integers and the orders of connected components
of the graphs G(A) and G(B) are at most α and β respectively, then the polar graph G with
bipartition (1) is called (α, β)-polar. Given a polar graph G with bipartition (1), if the order of
connected components of the graph G(A) (the graph G(B)) is not restricted above, then the
parameter α (respectively β) is supposed to be equal ∞. Thus (1, 1)-polar graphs are exactly
well-known split graphs.

It is proved in [1] that for every fixed k the problem KDIM1(k) is polynomially solvable in
the class of split graphs. We generalize this by proving

Theorem 2. The problem KDIMm(k) is fixed parameter tractable in the class of (∞, 1)-polar
graphs, when parameterized by k, m > 1.

Also we give an answer to the problem posed in [1] by proving
Theorem 3. The problem KDIM1 is NP -hard both in the class of split graphs and in the

class of complements of bipartite graphs.
Aknowledgement. The work is partially supported by BRFFR (Project F11OB-064).
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COUNTING LABELLED ORIENTED GRAPHS UP TO PUSH-EQUIVALENCE
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Given a digraph and a vertex v in it, the operation called pushing this vertex is defined
as follows: the orientations of all arcs incident to v are reversed. This natural and interesting
operation (somewhat resembling the switching operation for undirected graphs) was introduced
by K.Mosesyan in 1972 and studied intensively since then, mainly in algorithmic aspects. For
example, it is known that the problems to decide whether vertices of an arbitrary digraph can be
pushed so as to produce a strongly connected or an acyclic digraph are both NP -complete [1].
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If one digraph can be transformed into another one by a series of pushing vertices then both
digraphs are called push-equivalent. Of course, push-equivalent digraphs possess one and the same
underlying undirected graph. In this research we consider only simple oriented graphs, that is ones
in which any two vertices x and y are connected by at most one arc (x → y, or y → x, or
none). We are interested in the enumeration of push-equivalency classes of oriented graphs. Let
sn denote the number of push-equivalency classes of oriented graphs with n labelled vertices.

Lemma. For any tree T, all orientations of its edges are push-equivalent.
This can be easily proved by induction (due to the availability of vertices of degree 1).
Proposition. The orientations of the edges of an arbitrary undirected graph Γ with n vertices

and m edges form 2β(Γ) push-equivalency classes of size 2n−k each, where k is the number of
connected components of Γ and β(Γ) = m− n + k is its cyclomatic number.

Thus, the enumeration problem under consideration reduces to a weighted counting of labelled
(simple) undirected graphs. Namely:

Corollary 1. sn =
∑

Γ 2β(Γ), where Γ runs over the set of all n-vertex undirected graphs.
Theorem. Let S(x) =

∑∞
n=0 snxn/n! be the exponential generating function for {sn}, where

s0 := 1. Then

S(x) =
( ∞∑

n=0

3n(n−1)/2xn/(n!2n)
)2

. (1)

Corollary 2.

sn = 3n(n−1)/22−n

[ n∑

t=0

(
n

t

)
3−t(n−t)

]
.

Here are initial numerical values: 1, 1, 2, 9, 108, 3969, 460728, 165081321, 179388972432.
Corollary 3.
1. sn is even if and only if n is even and 6= 0; in this case, moreover, 2n/2 divides sn.
2. 3r divides sn, where r = (n− 1)2/4 if n is odd and r = ((n− 1)2 − 1)/4 if n is even.
Corollary 4. The following asymptotic estimate is valid:

sn ∼ 3n(n−1)/2/2n−1 as n →∞. (2)

Apart from a simple analytical proof, formula (2) has a direct combinatorial explanation based
upon the well-known fact that asymptotically “almost all” graphs are connected combined with
Proposition 1 for k = 1 and with the observation that the numerator in the r.h.s. is the number
of labelled n-vertex oriented graphs.
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