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ПОСТРОЕНИЕ ЭФФЕКТИВНО НЕДОСТИЖИМОГО КАРДИНАЛА 
В ЕСТЕСТВЕННОМ РАСШИРЕНИИ СИСТЕМЫ 

Рассматривается естественное расширение системы Цермело — Френ­
келя с аксиомой или без аксиомы выбора, см. (*) (обозначение ZF), полу­
ченное добавлением к синтаксису ZF двуместного отношения Тг(я, у) и 
ряда таких аксиом, что Тг(я, у) можно интерпретировать как предикат: 
«формула х при оценке у истинна». Если система ZF с аксиомой о сущест­
вовании недостижимого кардинала непротиворечива, то и так полученная 
система ZF Тг тоже непротиворечива. 

В этом расширении ZF строится кардинал ао, конфинальность которого 
coo, такой, что 

и ординал ао не называется никаким термом ZF, в котором в качестве кон­
стант взяты любые множества рангов, меньших чем ао. Кроме того, ника­
кая последовательность ординалов, конфинальная ао, также не может быть 
названа таким способом. В этом смысле ао может быть назван эффективно 
недостижимым кардиналом. Кардинал ао можно включить как элемент в 
некоторую стандартную транзитивную модель ZF, и он останется неназы-
ваемым и «внутри» этой модели. Кардинал ао опровергает мыслимую гипо­
тезу, что для всякого кардинала, у которого конфинальность соо, сущест­
вует такой терм ZF и такие множества (рангов меньших этого кардинала) 
в качестве констант этого терма, что терм «называет» этот кардинал. 

Доказательство естественно следует из возможности построения в ZF 
абсолютной (относительно универсума) натуральной модели ZF. 

Ф о р м а л и з а ц и я с и н т а к с и с а ZF с р е д с т в а м и ZF. Далее 
будем считать системы ZF и ZF Тг пополненными гильбертовскими i-тер-
мами общепринятым способом, i , у , М, х\, ..., хп, ... постоянные термы, 
удовлетворяющие формуле, выражающей «быть переменной». <р — специ­
альная переменная, пробегающая объекты, удовлетворяющие формуле, 
выражающей «быть формулой». t(x, п) — формула, выражающая «х есть 
терм с п переменными» 'З.Тхо... i n и УТхо... хп — сокращения, напри­
мер, первое из них надо расшифровать так: «существует х такое, что 
t(x, п) и переменные в х — первые п переменных в ряде ±о ... хп . . .» , т. е. 
утверждается существование терма Т с переменными i o . . . х п . 3<# 0 .. .хпУ 
и V\xo... хп) — сокращения; например, первое из них расшифровывается 
так: «существует кортеж Оо. • • хпУ». AkzF(x) — формула, «говорящая» 
«х — аксиома ZF». О — специальная переменная для формулы, выражаю­
щей: «быть функцией, определенной на множестве всех переменных» 

тежу {х\ ... хп) множество пар {(у\Х\) . . . {упхп)} (специальная оценка). 
ху — двуместный терм; если х — оценка, а у — специальная оценка 

ЦЕРМЕЛО - ФРЕНКЕЛЯ 

(Представлено академиком П. С. Новиковым 26 XII 1968) 

Vw. Ord (а) .а < ао *• -> • Ра < ао 

(оценка). 
\а?1 • • • яп/ 

— терм (при фиксированном п), выдающий по кор-

то его значение есть такая оценка, что ее значения на 
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у i . . . уп суть х\...хп, а на других переменных — те же, что и у х. Мы 
будем употреблять этот терм, когда вместо х подставлена произвольная 
оценка О, а вместо у — некоторая конкретная специальная оценка 

(я, у) — также двуместный терм ZF Тг такой, что если 
х — терм с переменными х\ ... хп (обозначим его Тх\... хп), a j - спе-

(fa- • • i/n\ 

циальная оценка для этих переменных! J, то значение терма есть 
\ Xi . . . Хп/ , £ ч ч 

такое множество 2, что Тг (х = Тх\... ,хп, I n ) . lim T i 0 . . . in, 
(±1.. .*п\ \ххъ..хп)) г 

\ x i х ) е с т ь трехместный терм, значение которого есть верхняя грань 

рангов элементов {Ъ:о.. . хп, \ J Xq^ z\ • 
\Х0. . . Хп/ ) 

х1у — двуместный терм такой, что если х — оценка, а у — формула со 
свободными переменными у\... уп, то значение терма есть множество зна­
чений оценки х на у\... уп. 

ху — двумерный терм; если х — формула, а у — переменная, то значе­
ние этого терма — формула, полученная из х релятивизацией всех связан­
ных переменных хку. 

cf (а) — терм, выдающий по ординалу а наименьший ординал, конфи-
нальный a. cf(y, а) — формула, говорящая «у конфинально а». 
Истм (х, у) — формула ZF, определяющая истину на множестве М для 
формул х при оценках у из элементов М. 

В формулах Тг(#, у) и Истм(#, у), если я — замкнутая формула, то 
аргумент у опускается: Тг(х) и Истм(я). Система ZF Тг получается из 
системы ZF расширением синтаксиса последней новым отношением 
Тг(я, у) (соответствующим образом изменяется и определение формулы). 
Аксиомы ZF Тг суть аксиомы ZF, причем аксиома подстановки усилива­
ется таким образом, что относится не только ко всем формулам ZF, но и к 
формулам ZF Тг, и следующие 7 аксиом (синтаксические аксиомы ZF Тг): 

ТгП<р, О) Е Е * ПТг(Ф, О), Тг(Ф&ф, О) - Тг(ф, 0)&Тг(г|), О), 

Тг (Я£ф£, 0) = Яг Тг ^ря, 0( 

и т. п. 
Недостижимым называется кардинал а, если он обладает таким свой­

ством: cf (а) = а&Уа'.а' < а -> Ра 7 < а. 
Рассмотрим два способа называния ординала термами ZF: 

Hum ( а ) ̂  ЯгсЯТя0. . . Хп'З. (х1и. . хпу Яу. cf (у, а) & lim Т#0. . . хпг 

{PIP<v} 
/#о • . • &п\ 

Н (а) ̂  ЯлЯТ^ . . . я п Я (хг.. . хп)> Т±г. . . хп, f*1' ' ' *п) = а . 
\Xi . . . я ? я / 

Ординал а называется эффективно недостижимым, если 
~\Н (а) &~\Нцт(а<) и Va'.a' < a - ^ P a ' < а. Обозначим конъюнкцию трех 
последних формул In (а). Под моделью здесь всегда имеется в виду стан­
дартная и транзитивная модель (см. ( 2)). Если модель как множество име­
ет вид U ^з , где i?p = U P(Ry), она называется натуральной. Модель М 
называется абсолютной, если 

У ф У 0 . 0 ' ф е М - * Т г ( ф , 0 ) = Т г ( Ф л , 
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Как будет следовать из доказательства леммы 2, абсолютные натураль­
ные модели образуют класс и, следовательно, могут быть занумерованы 
(в порядке возрастания относительно ^ ) всеми ординалами: MQ . . . Л/а . . . 
Наименьший ординал, не входящий в Л/р, обозначим ар и назовем грани­
цей модели Л/р. Пусть М А , Л/р, МУ и т. п.— специальные переменные для 
объектов, удовлетворяющих формуле, выражающей «быть абсолютной на­
туральной моделью ZF», а ар, а 7 и т. п.— специальные переменные для 
объектов, удовлетворяющих формуле, выражающей «быть границей абсо­
лютной натуральной модели ZF». Л/о, Л/i, ^ 2 , . . . и т. д. будут использо­
ваться как обозначения постоянных термов, «задающих» модели Л/о, Ми 
Л/г, . . . и т. д. (возможность построения таких термов ZF Тг следует из 
леммы 2), а ао, сц , . . . , а^0 — как обозначения постоянных термов, назы­
вающих границы моделей Л/о, Л/ i , . . . , М Щ . 

П р е д л о ж е н и е 1. Если система ZF с дополнительной аксиомой о су-
ществовании недостижимого кардинала непротиворечива, то и система 
ZF Тг непротиворечива. 

П р е д л о ж е н и е 2. Непротиворечиво относительно ZF Тг, что если 
а — граница натуральной модели ZF, то cf (а) < а. 

П р е д л о ж е н и е 3. Если $ — II рода, то Л/в = U Л/у. |3 — 
I рода, то Л/р получается применением процесса, описанного в лемме 2, 
я множеству Л/р-ь cf(ap) = coo, ес/ш |3 < соь cf (ар) ^ сЕ(Р). 

Т е о р е м а . Можно назвать термами ZF Тг такие ординалы ао и аь 
что они будут границами абсолютных натуральных моделей ZF Л/о и Л/i 
соответственно и ао^Л/i , cf(ao) = coo, cf(ai) = «о и 1п(ао), (1п(ао))м!. 

Доказательство следует из лемм. 
Л е м м а 1. |— УфАк 2 Р(ф)-»Тг(ф). 

ZF Тг 
Л е м м а 2. \- 3 M a : . M a - U R^&d (a) - соо/УфУ0.04ф s Л/ -> 

ZF Тг p<a 
- * ( . * . , . О ( * ) ) . 

Занумеруем все термы Z i . . . Z n . . . По некоторому ординалу уо образуем 
множество значений терма t\ на множестве U R$ и верхнюю грань этого 

/ 3 < Y o 

множества обозначим у г, рассмотрим объединение множеств значений тер­
мов t\ и h на множестве U Щ и верхнюю грань этого множества обо-
значим у2 и таким образом построим у з . . . уп . . . Ординал у есть sup{yn}. 

п 

Множество U Др и есть множество, требуемое в лемме. 

Л е м м а 3 . [— Уф.Ак г Р(ф)->Истм 1 (ф). 
ZF Тг 

Л е м м а 4 . |— П ^ ( « о ) , Н In(«o), Н ( In(a 0 ) ) M l . 
ZF Тг ZF Тг ZF Тг 

С л е д с т в и е 1. Если ZF непротиворечиво, то можно присоединить 
следующую формулу без противоречия к ZF: 

3Л/.М = U /?|з&Уф.AkZF (ф) Ист м Ф&За.а е Л/& 1п м (а), 
Р « х 

где 1пм(а) есть формула, полученная из формулы In (а) заменой в ней 
всюду вхождений формулы Тг(#, у) на формулу Истм(#, у)-

С л е д с т в и е 2. Если ZF непротиворечива, то непротиворечиво росши-
рить ее следующим образом: синтаксис ZF расширим новой константой ао 
и добавим аксиомы: 1) card(ao), cf(ao) = wo; 2) Va'.a' < a~+Pa' < ао; 
Зга) список аксиом такого вида: 

. . . #п (ранг Xi < а 0 & T ( # i . . . хп) = ао). 
где Т — произвольный терм ZF. 
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С л е д с т в и е 3. Для всякого ар существует щ (по мощности) различ­
ных натуральных моделей ZF, предшествующих (в смысле отноше­
ния ^ ) jfe. 

Все Жр элементарно эквивалентны между собой и с универсумом ZF 
Тг (т. е. множество замкнутых формул, истинных в ilfp, совпадает с мно­
жеством (ф |Тг(ф)}). Как показывает следствие 3, между М$ (в смысле 
S ) имеется много других натуральных моделей ZF. Есть ли среди них 
(и сколько?) такие натуральные модели, которые элементарно эквива­
лентны М$ 

С л е д с т в и е 4. Для всякого щ существует ар (по мощности) различ­
ных натуральных моделей ZF, упорядоченных отношением ^ (все они 
^ Мр) и каждая из них есть элементарное расширение любой предыду­
щей и элементарно эквивалентна М$ относительно формул ZF, и их гра­
ницы конфинальны соо-

З а м е ч а н и е . Многие из сделанных утверждений, хотя и сформули­
рованы здесь для абсолютных натуральных моделей, на самом деле верны 
и для натуральных моделей, и даже просто для множеств вида (J #р. 

Также и самое рассмотрение можно было вести в более «слабой» системе, 
чем ZF Тг, например, в расширении ZF, полученном добавлением аксиомы 
о существовании некоторой модели ZF специального вида или существо­
вания недостижимого кардинала и т. п. 

Авторам неизвестно, существует ли кардинал « такой, что ~|#нт(а) и 
Я (a), cf (а) = ©о и Va'. а' < а Р а г < а. 

Московский государственный университет 
им. М. В. Ломоносова 
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