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В работе исследуются некоторые вопросы, относящиеся к эффектив­
ности в теории множеств. Основные проблемы такого сорта были постав­
лены довольно давно и интенсивно обсуждались, особенно в первый пе­
риод развития теории множеств (см., например, (\ 2 ) , более новые рабо­
ты (3, 4 ) , где имеется дальнейшая литература). Нас специально будет 
интересовать следующая хорошо известная проблема эффективности: 
можно ли по данному счетному предельному ординалу а эффективно ука­
зать (с использованием, может быть, и других ординалов в качестве кон­
стант) последовательность меньших ординалов, сходящуюся к а? Или 
можно ли по данному счетному предельному ординалу а эффективно ука­
зать (с использованием, может быть, аналогичных констант) функцию, 
устанавливающую счетность а? Понятие эффективности носит метамате­
матический характер, поэтому точный ответ на поставленные вопросы, 
конечно, зависит от аксиоматической системы, использованной для теории 
множеств. Основной будет аксиоматическая система Цермело — Френкеля 
ZF с аксиомой выбора (аксиомы 1в, II — V, VII — IX из ( 5 ) ) . Термин «эф­
фективно указать объект с такими-то свойствами» естественно уточняется 
тогда как «указать формулу ZF, определяющую этот объект и такую, 
что нужные свойства объекта выводятся в ZF. Несколько более удобна 
считать, что система ZF пополнена гильбертовскими i-термами (например, 
по образцу ( 6 ); хорошо известно, что такое пополнение не расширяет воз­
можности системы ZF), в такой теории «эффективно указать объект» 
эквивалентным образом уточняется как «указать терм ZF», который, мож­
но доказать в ZF, дает нужный ответ. Используя это уточнение, можна 
пытаться дать отрицательный ответ на некоторые нерешенные проблемы^ 
связанные с эффективностью. Первые результаты такого рода получены 
Феферманом(7) и затем Леви ( 8) с помощью метода вынуждения 
Коэна ( 9 ) . 

В настоящей заметке мы даем отрицательный ответ на упомянутые 
проблемы, касающиеся счетных ординалов. 

Т е о р е м а 1. Если ZF непротиворечива, то невозможно определить* 
терм Т(а, >cti,..,, а п ) теории, относительно которого в ZF можно было бы 
доказать, что для всякого счетного предельного а существуют ординалы 
cti, . . . , а п такие, что Т (а, аи . . . , а п ) —монотонно возрастающая после­
довательность ординалов, сходящаяся к а. 

Таким образом, даже используя для каждого а в качестве констант 
ординалы ai, . . . , а п , невозможно эффективно определить последователь­
ность (по типу соо) Т(а), сходящуюся к а. Вторая из упомянутых про­
блем эффективным образом сводится к первой (если бы можно было эф­
фективно отыскивать функцию, устанавливающую счетность а, то с помо­
щью трансфинитной рекурсии можно было бы определить и терм Г 
указанный в теореме 1). 

С другой стороны, хотя в ZF и нельзя назвать последовательности, схо­
дящейся к а, любой отрезок ее можно назвать в некоторой модели ZF. 
Точнее, имеет место теорема 2 (см. ниже). Множество х назовем наследст­
венно счетным, если х не более чем счетно, его элементы также не более 
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чем счетны, элементы этих элементов не более чем счетны и т. д. Модель 
ZF мы назовем с т а н д а р т н о й , если е-отношение в модели является есте­
ственным отношением принадлежности между элементами модели, и 
т р а н з и т и в н о й , если все элементы элементов модели сами являются 
элементами модели. Всюду далее под моделями ZF мы понимаем стан­
дартные, транзитные модели. 

Т е о р е м а 2. Если предположить, что существует модель ZF, содер­
жащая все наследственно счетные множества (это предположение выпол­
няется, например, если предположить существование недостижимого кар­
динала), то всякое последственно счетное множество определимо в неко­
торой счетной модели ZF. 

Для приложения теоремы 2 остается заметить, что всякий начальный 
отрезок функции, выдающей по счетному ординалу сходящуюся к нему 
последовательность, есть наследственно счетное множество. 

Ординалы в теории множеств мы определяем по фон Нейману ( ( 5 ) , 
стр. 129) , отождествляя ординал с множеством предшествующих ему ор­
диналов, так что каждый счетный ординал оказывается наследственно 
счетным множеством. 

Наметим д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Если ZF непротиворечива, 
то непротиворечиво и ее следующее расширение Z F + : к синтаксису ZF 
добавляется константа П — новое множество, и каждая аксиома ZF, реля-
тивизованная к П, добавляется как аксиома Z F + . Кроме того, в качестве 
.аксиом к Z F + добавляются формулы, утверждающие транзитивность и 
счетность П. В Z F + можно доказать существование минимальной модели 
М теории ZF, состоящей из конструктивных множеств. По этой модели ме­
тодом Коэна строится модель N, а именно, модель ( 9 ) , гл. IV, § 10, 
стр. 267, с такими параметрами, чтобы первый несчетный ординал coiM 

модели М оказался счетным в N. Для N также верно утверждение, отме­
ченное Леви ( ( 8 ) , теорема 1) для другой модели, а именно, всякое наслед­
ственно ординально определимое множество конструктивно. (Для доказа­
тельства нашей теоремы достаточно установить этот факт для ординаль­
но определимых последовательностей счетных ординалов в N.) При пере­
несении доказательства Леви в модель существен аналог леммы 61 ( ( 8 ) 
стр. 149) , который доказывается методом пермутаций аналогично (7, 8 ) . 

Допустим теперь, что указанный в теореме 1 терм Т(а, а 4, . . . , а п ) су­
ществует. Обозначим через (х =>- у) формулу ZF с переменными х и у , 
утверждающую, что х есть монотонно возрастающая последовательность 
ординалов, определенная на ю)0 и сходящаяся к предельному ординалу у . 
Пусть а — специальная переменная, пробегающая счетные, ординалы. 
Тогда в ZF 

V a 3 « i . . . a n (Т(а, a i , . . . , a n ) а). 

Но тогда этот факт верен и в N. Выберем в качестве а первый несчет­
ный ординал o)i M модели М (в N он счетен!). Для этого а найдутся орди­
налы oti, . . . , ап модели N такие, что (Т(<й±

м, oti, . . . , a n ) =>- coiM) верно 
в N. Пусть t есть множество N, задаваемое термом Г(о) 4

м , oti, . . . , 6 t n ) с 
указанными константами. Тогда (t По теореме Леви t конструк­
тивно и, следовательно, t^M. Формула же (х=>у) абсолютна, так что 
(t =>- о)!М), что невозможно, так как a>iM несчетно в М. 

Наметим доказательство теоремы 2. Рассмотрим модель М, содержа­
щую все наследственно счетные множества, и рассмотрим наследственно 
счетное множество х, Ж Е 1 . С помощью аргументов типа теоремы Левен-
гейма —- Сколема можно построить уже счетную модель Мх и такую, что 
х ^ Мх и g е Мх, где g — взаимно однозначное соответствие, устанавли­
вающее наследственную счетность х (g определено на со0). Рассмотрим 
множество F пар натуральных чисел, такое что (nk} е F = gln е glk. 
Это множество эффективно кодируется множеством натуральных чисел G. 
Определим теперь функцию /: fn равно п-щ по величине числу G. По 
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теореме Истона ( 1 0) модель Мх может быть расширена до модели N таким 
образом, что в N 2 « п = К / ( п ) . Тогда / эффективно определима в N (она 
выражает некоторые свойства кардиналов Л"), а, следовательно, в N эф­
фективно определимо и множество х. 

Авторы благодарят В. Н. Гришина за ценное обсуждение рассматри­
ваемых вопросов. 
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