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Пусть 12 — произвольная п о л н а я г е й т и н г о в а а л г е б р а ( с Н а ) , 
т .е . полная в в е р х и вполне дистрибутивная р е ш е т к а с наименьшим 0 и наибольшим 1 
элементами, рассматриваемая относительно операций конечного пересечения 
Л : &iin(£l) -+ 12 и произвольного объединения V : ^ 12 ее элементов . 
Здесь (X) обозначает семейство всех подмножеств X, а 2Рип(Х) - семейство 
всех к о н е ч н ы х подмножеств X. 

Функцию вида / : 12 г -> 12 2 назьюают к в а з и м о р ф и з м о м (соответ
ственно м о р ф и з м о м ) , если: 

1) V P b Р2, Ра G ^ ( Д Л Л Р 2 ) = Д Л ) Л / ( Р 2 ) ) , 
2) KVaPa) = Vaf(P*)> 
3) ДО) = 0 (в случае м о р ф и з м а , к р о м е того , / ( 1 ) = 1). 
Типичный п р и м е р сНа — совокупность Sf (X) всех о т к р ы т ы х подмножеств 

произвольного топологического пространства X, д л я к о т о р о й операции Л и V 
совпадают с о б ы ч н ы м и теоретико-множественными операциями . С п о м о щ ь ю канони
ческих операций Л и V определяются и такие операции, к а к Л У, и -+ v, и v. 
Операцию и 0 обычно называют п с е в д о д о п о л н е н и е м . 

Существенным частным случаем сНа я в л я е т с я понятие п о л н о й б у л е 
в о й а л г е б р ы (сВа) В, в к о т о р о м операции обладают дополнительным свой
с т в о м иУ{и -> 0) = 1. Б л а г о д а р я э т о м у свойству , псевдодополнение обладает 
в с е м и свойствами , х а р а к т е р н ы м и д л я обычного дополнения . На т о п о л о г и ч е с к о м 
я з ы к е этот случай соответствует т о м у , что В — совокупность &°(S) всех о т к р ы т о -
з а м к н у т ы х подмножеств экстремально несвязного топологического пространства , 
к о т о р о е обозначается S или £ ( В ) и называется с т о у н о в с к и м п р о с т р а н 
с т в о м В. Б у л е в у алгебру м о ж н о понимать и к а к к о л ь ц о <В, +, •, 0, 1 >, где 

' и + v = (и Л (v -> 0)) V (и Л (и -> 0)) и u-v = и A v. Оно называется б у л е в ы м 
и определяется к а к произвольное к о л ь ц о , д л я к о т о р о г о Уи(и2 = и). По булеву 
к о л ь ц у канонически образуется булева алгебра . Пространство S(#) определяется 
к а к спектр (с топологией З а р и с с к о г о ) булева к о л ь ц а В. 

П р и м е р ы сВа: сильно з а м к н у т о е семейство попарно к о м м у т и р у ю щ и х 
ортогональных п р о е к т о в в г и л ь б е р т о в о м пространстве ; ф а к т о р и з а ц и я семейства 
б о р е л е в с к и х множеств по идеалу из множеств м е р ы нуль или первой к а т е г о р и и ; 
совокупность всех а н н у л я т о р н ы х идеалов полуп^рвичного кольца ; совокупность 
центральных идемпотентов п о д х о д я щ е г о кольца , например , полного правого к о л ь ц а 
частных полупервичного к о л ь ц а ; база К-пространства. 

В статье [ 1 ] , з н а к о м с т в о с к о т о р о й в дальнейшем предполагается , опреде
ляются понятия о т д е л и м о г о 12-множества А, оценки I • = • ]U : А2 -> £1, оценки 
произвольной ф о р м у л ы {р(ах, а2, • . . , ап) , в к о т о р у ю в м е с т о ее свободных пере
менных Х\, х2,. . . , хп подставлены элементы и з А (обозначение [ ^ ( д ь а2, . . . 
. . . , Ди)], П Р И э т о м I • I — ф у н к ц и я из множества всех т а к и х ф о р м у л в 12, и в слу
чае = 1 г о в о р я т , что 'V в ы п о л н я е т с я с вероятностью 1", или , к о р о ч е , 'V вы
полняется" ) , синглетона. 

Л е г к о увидеть эквивалентность понятий пучка на 12 в обычном смысле это
го слова и о т д е л и м о г о 12-множества со с в о й с т в о м пучков ости (или полноты) : 

У{иа\ £ 12 У\аа\ С А ( у а ф (иа А щ < [ д а = Ч Ъ 

=> ZlaGA (У = а} < U ^ A V a ( [ f l = а*} > ыа)) 
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(такое а обозначим 2 иа-аа) ; м ы не б у д е м различать эти два понятия . П р и м е -
а 

р ы п у ч к а : нестандартный в смысле А. Робинсона у н и в е р с у м * ( [ 2 ] , стр. 71—72) , 
булевозначный у н и в е р с у м VB и гейтинговозначный у н и в е р с у м Vn, у н и в е р с у м 
Уа ( $ " ) ( к о т о р ы й отличается от т о л ь к о тем , что его первый слой — не пустое 
множество , к а к в случае K n , а = U <F (и), где & (-) — пучок на 12) 

( [ 3 ] , с. 57—60) , к о н с т р у к ц и я В х [4, 5 ] , полное правое к о л ь ц о частных полупер
вичного к о л ь ц а . 

Д л я любого g£Vn (или Va(§r)) gu по определению равно м н о ж е с т в у 
\f Е ¥а | If Е gj = и], ф а к т о р и з о в а н н о м у отношением эквивалентности 
| [ / = g l > и\ соответствующий к л а с с эквивалентности обозначим [f\u. Вместо 
g1 пишут J. Множество $ " автоматически имеет с т р у к т у р у 12 и -множества , где 
12м

 r : : {i>E12| v<u] - к о м п о н е н т а в 12. А именно , [ \fx]и = [f2]и J = i / i = 
= h Л Л и. 

Если дан н е к о т о р ы й фильтр в 12, например , фильтр / всех квазиединиц в 
12, то g} по определению обозначает м н о ж е с т в о \fGVn\ I /Eg-] ] Е / } . Это мно
жество имеет естественную с т р у к т у р у 12-множества. Пусть j u = [v Е 121 v>u}. 
Оказывается , что Va т акже в к л а д ы в а е т с я в и н ы м и словами , произволь
ное § м о ж н о описать т а к и м э л е м е н т о м Sr' и з К^ 2 , что ^ ( 1 ) = f • При этом 
f адекватно отражает свойства ^ ( 1 ) , в частности операции и отношения , имею
щиеся в $ " ( 1 ) , задаются к а к операции и отношения в § 1 с вероятностью 1. 
Смысл т а к о г о перехода от #" (1 ) к в т о м , что W\ к а к правило , гораздо 
более простая структура , чем ( н а п р и м е р , многие свойства , общезначимые 
в с л о я х в ь ш о л н я ю т с я в SF' с вероятностью 1 ) , и свойства Зг', выпол
няющиеся с н е к о т о р о й вероятностью, переносятся на ^ F ( l ) . 

v Отождествим V и \х\ i G К | и , в частности, отождествим к из § и к 
из & . Обозначим П = {Р: f -»121 Vfc, Е ^ < Л (P(fc) Alk = 
= /ci 1^- < Р(кх))\. Учитывая предыдущее отождествление , и м е е м П С Vn. Обо
значим Е(): f -> 12 ф у н к ц и ю к*^Е(к), Я Е П . П о л о ж и м /с К / Л ( Р ) = ? ( / : ) , 
здесь и далее & E J T и Р Е П . Тогда fkGVn д л я любого к. Это отображение 
инъективно , и м ы будем отождествлять к и fk. Действительно, обозначим Рк{() = 

= I'^kdp: ^ - > ! 2 , такие 6 П. Если бы кхФкй и Д Д - ) = / * , ( • ) . 
то / \ (&i) = М ь Pkl(k2) = \кх -k2\g , Екх = \кх -к2\^ и аналогично 
Ек2 = (ki =к2}дг, кх ~к2 и получаем противоречие . Одно из в о з м о ж н ы х описа
ний F т а к о в о : f'(fk) = Ек, f Е Vй. ^ 

Т е о р е м а . Для любого фиксированного и Sl-множества &(и) и §'и 

изоморфны**. Если \fu\ §х f2 - морфизм пучков §х и <F2l то fx: 
f'i <F'2 - также морфизм с вероятностью 1 и f„ - fu . 

Д л я доказательства нужно проверить т о л ь к о сюръективность ф у н к ц и и 
k -> \fk} и . Д л я любого / , I / E $F'\ - и, п о л о ж и м g(k) = f(Pk). Т а к о е g (•) -
синглетон, т .е . g(-) = \- = kgl^, и f = fkg, т.е. kg » [f]u. 

Более подробное изложение доказательства , к а к и всей з а м е т к и в целом , 
депонировано в работе авторов с о д н о и м е н н ы м названием. Можно уменьшить П, 
ограничившись т о л ь к о синглетонами, суженными на £~(1) . 

Обозначим 1 2 п * все м о р ф и з м ы сНа 12i в сНа 12 вида £2j 12, и 
обозначим ( Г 2 П * ) М все к в а з и м о р ф и з м ы вида / : 1 2 ^ 1 2 , для к о т о р ы х f(E) = и, 
где Е - единица i1\. В § - и ( 1 2 а 1 ) и , к а к и в л ю б о м ( 1 2 п 1 ) w , определим струк-

Который, как показано в [ 6 ] , с. 45 , в точности совпадает с или 2Р(Г)^, где / - ка
кое-то фиксированное множество. 
В частности, выполняется f/^ е & ' A fk2 е ,7" Д/^ , = / / с 2 ] ] = = £ 2 1 ^ . 
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туру 12-множества lf = g\<r = Л* (f(P) g(P)) A f(E) A g(E) • Множеству 

12 1 2* соответствует пучок ^F(- ) на 12, д л я к о т о р о г о ( 1 2 П 1 ) „ = f(u), 1 2 1 2 ' -
= ^ ( 1 ) . П о с л о й н ы м м о р ф и з м о м ( п о с л о й н ы м к в а з и м о р ф и з -
м о м ) н а з о в е м такой м о р ф и з м / : 12i -> 12, д л я к о т о р о г о (f° тг)(-) = (•) (соот
ветственно такой к в а з и м о р ф и з м , д л я к о т о р о г о ( / о я ) ( • ) = / ( • ) А ( • ) ) , где тг( •) I-
ф и к с и р о в а н н ы й м о р ф и з м 12 -> 12 х . В дальнейшем 12! = П и я (и) - ф у н к ц и я 
от о п р е д е л я е м а я у с л о в и е м n(v)(k) = E(k)Av. Семейство т а к и х м о р ф и з м о в 
( к в а з и м о р ф и з м о в ) обозначим 1 2 ^ 1 ( соответственно ( 1 2 ^ 1 ) и ) . На них индуци
руется 12-структура из 1 2 п 1 и (12 1 2 1 ) м . 

С л е д с т в и е 1. Для любого фиксированного и ^-множества *F (и) и 
(£2?)и изоморфны. 

Т а к и м о б р а з о м , любой абстрактный пучок на 12 реализуется к а к пу
ч о к специального вида ( 1 2 ^ ) W J где мЕ 12 .Отметим д л я сравнения , что любой п у ч о к 
на В реализуется к а к пучок сечений н е к о т о р о г о н а к р ы в а ю щ е г о пространства над S ( В ) . 

С л е д с т в и е 2. Если — пучок колец, полей и т.п., то $F' — одно
именная алгебраическая система и Укх, к2 Е ¥ (1) {кх + к2 -: к3 Укf + Д 2 -
~ 1къ 1 = 0 - ^ i ) - пучок модулей над пучком колец К(-), то - мо

дуль над кольцом К' и k-х = у <=>-lfk-fx - fy\ ~ 1 и аналогично для пучков 
модульных решеток, тел с абсолютным значением, банаховых пространств или ре
шеток и т.п. Морфизмы таких пучков, так же как и в теореме, превращаются в мор-
физмы соответствующих объектов в Vn и по ним восстанавливаются. 

Пусть К — л о к а л ь н о - к о м п а к т н о е тело . Тогда В А - алгебра над К, в к о т о р у ю 
канонически в к л а д ы в а е т с я В 4 а и м е н н о : и ь> иЛ + (и 0 ) 0 . 

С л е д с т в и е 3 . Произвольный Вк-модуль 30 имеет вид 30' для неко
торого 30' Е К в , где 13/' - модуль над К} - 1, тогда и только тогда, когда 
У \иа\ - разбиения единицы У{ха] Q 30 Н! х Е 30 Уа(иа-х = иа.ха). Если 
f: 30 \л 302 - модульный оператор, то / : 30 \ -> 30'2 - модульный опера
тор и f = / 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н а п о м н и м , что р а з б и е н и е м е д и н и ц ы 
называется такое п о д м н о ж е с т в о В , к о т о р о е дизъюнктно и V иа = 1. Если 30* -
м о д у л ь над К, то в качестве х о б р а з у е м элемент 2,иаха Е 30'. Наоборот : опре-

<х 
д е л и м в 30 о ц е н к у \х\ - х2\$ = V i w E B | и-Х\ = их2\, относительно к о т о 
рой 30^ совпадает с § (1) д л я п о д х о д я щ е г о пучка ^ ( * ) на В. По теореме 
30 = !£' и на это f по экстенсиональности поднимаются операции с 30 и К. 
П о л о ж и м f = 30'. Т а к о е же доказательство проходит д л я случаев, к о г д а на 30 
задана Вк-форма, В А - н о р м а , п о р я д о к , определено свойство полноты в метричес
к о м или п о р я д к о в о м с м ы с л е . Тогда 30' обладает соответствующими структурой 
и свойствами и с т р у к т у р а в 30 определяется по структуре в 30 \ к а к в следствии 2. 

Н а з о в е м ф о р м у л у с и л ь н о х о р н о в с к о й , если к р о м е обычных огра
ничений в ы п о л н я е т с я то , что д л я к а ж д о г о из ее к в а н т о р о в существования 3.xip(x) к 
ней к о н ъ ю к т и в н о добавлено У хх ,х2 (у(х\)Л$(х2) => хх =х2). 

С л е д с т в и е 4 . Если 6 сильно хорное екая или если 12сВа и в хорнов-
ская, то \B(ki, k2,. . . , kn)}\ = 1 => Q{kx, k2,. . . , kn), где в посылке кванторы 
в в релятивизованы к &', а в заключении - к £"(1) и операции в &(Х), соот
ветствующие функциональным знакам, переходят в операции в &' по следствию 2. 
Если в не содержит знака отрицания, то импликацию можно заменить на экви
валентность. 

Можно показать , что д л я д о с т и ж и м о г о пространства К и пополнения равно
мерного пространства К в где 12= $F{X), к о т о р о е м ы обозначаем К, вы-
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полняется : 12-множества (К)^° и (К)^' и з о м о р ф н ы соответственно п у ч к у непре
р ы в н ы х ф у н к ц и й вида X -+ К и его части, состоящей из ф у н к ц и й , определенных 
на о т к р ы т ы х п л о т н ы х м н о ж е с т в а х . Это представляет интерес в связи со с л е д у ю щ и м 
рассуждением, к о т о р о е д л я к р а т к о с т и м ы п р и в е д е м д л я случая формально-аксиома
тической теории анализа. Если в ней в ы в о д и м о 0 , то в ее и н т у и ц и о н и с т к о м вариан
те в ы в о д и м ПП-перевод 0, к о т о р ы й обозначим 0 + ; тогда в интуиционистской 
теории множеств в ы в о д и м о 0*", в к о т о р о й переменные теории анализа заменены на 
теоретико-множественные переменные , р е л я т и в и з о в а н н ы е соответственно к N и 

(или &(N)), и [ 0 + J = 1. П о э т о м у в случае х о р н о в с к о й 0 в ы п о л н я е т с я 
<(Л0 Л / , ( Д ) Л / > * = 0 или <С'(Х, ЛО, С'(ЛГ, R)) N 0 . 

В заключение к о с н е м с я н е к о т о р ы х приложений нестандартного анализа. 
Пусть Я — н е к о т о р ы й я з ы к и Ак — произвольное м н о ж е с т в о ф о р м у л в этом я з ы к е . 
Если 12 есть сНа, но не сВа, то п о д в ы в о д о м в к а к о й - л и б о теории понимается 
в ы в о д в и н т у и ц и о н и с т с к о м исчислении п р е д и к а т о в . П р е д п о л о ж и м , что теория 
< Д Ак) интерпретируется в теории Z F C . Это означает, что к а ж д о м у сорту пере
м е н н ы х , к а ж д о й константе с, к а ж д о м у ф у н к ц и о н а л ь н о м у / и п р е д и к а т н о м у А 
з н а к у сопоставляются ф о р м у л ы я з ы к а Z F , д л я к о т о р ы х в ы в о д и м ы в Z F C ф о р м у 
л ы вида 3 x ( x = r ) , где t — один из с л е дующ их т е р м о в : \х\у(х)\, {х\<рс(х)\, 
{Ось * 2 , - • • >хп, y)\yf{xu х2,.. . ,хП1 у)}, {Ось х2,. . ., xn)\ipA(xu х2у . . . 
. . . , хп)\ и в ы в о д и м о в Z F C , что т е р м ы в т о р о г о типа я в л я ю т с я элементами перво
го терма , т е р м ы третьего типа я в л я ю т с я ф у н к ц и я м и вида \х \ у(х)\п -> \х \ <р(х) [ и 
т е р м ы четвертого типа я в л я ю т с я п р е д и к а т а м и вида С \х\у(х)\п и , к р о м е того , 
перевод в с е х ф о р м у л и з Ак в ы в о д и м в Z F C . 

Ради к р а т к о с т и ф о р м у л и р о в о к м ы здесь считаем, что имеется т о л ь к о один 
сорт п е р е м е н н ы х . Переменные этого сорта " п р о б е г а ю т " множество X, опреде
л я е м о е п е р в ы м т е р м о м , и X G V. Т е р м ы в т о р о г о типа определяют множества 

Т е р м ы третьего типа определяют ф у н к ц и и / : Хп -> X, т е р м ы четвертого 
типа определяют п р е д и к а т ы А С Хп. _ 

Из свойств Va следует , что существуют X', с', f ' ,_А' д л я к о т о р ы х 
с вероятностью 1 в ы п о л н я е т с я : с " ' е Г , f'\ Хт -> Х\ A' Q Хт. О б р а з у е м эле
менты V вида £ \ (с*)\ ( Г ) \ (A'f , при э т о м (cf G f \ (ff. Xth -+ f*, 
(A'f С (Xf. Пусть <р - л ю б а я з а м к н у т а я ф о р м у л а в я з ы к е Я или ^ — ф о р м у 
ла, полученная и з н е к о т о р о й ф о р м у л ы ^ ( х ь х2,. .. , хп) в я з ы к е Я п о д с т а н о в к о й 
вместо в с е х ее с в о б о д н ы х п е р е м е н н ы х х ь х 2 , . . . , х п элементов x~i, ~х2> . . . , хп 

из V, и м е ю щ и х Аз-описание в Z F C . Во в т о р о м случае обозначим <р ф о р м у л у , по
лученную из < р ( х ь х2,. .. , хп) з аменой множеств хи х2, . .. , хп и х о п и с а н и я м и . 
Перевод ф о р м у л ы кр на я з ы к Z F б у д е м обозначать также кр. _ ^ 

Пусть крх и </?2 — интерпретации кр в (X, . . . , ~с,...,/,... ,А > и в (X*,. .. 
. . . , ( ^ ) Л , . . . , ( Г ) А , . • . ,04*) Л ) соответственно . Если </?i истинна и теория <Д Ак) 
полна, то кр в ы в о д и м а в Z F C . Если эта теория неполна, то непосредственно предпо
л о ж и м , что в теории {Я, Ак) (и , следовательно , в ZFC) в ы в о д и м о <р. Тогда 
M n = 1- Если исходное <р содержало э л е м е н т ы З с ь х2,. . ., хп, то з аменим и х 
описания в кр на соответствующие этим описаниям элементы V a . В силу абсолют
ности Д 3 -писаний эти э л е м е н т ы совпадают с х~и х2> . . . , хп, т .е. 1ф(х~\, х2, . . . 
. . . , л '„)1 = 1. Если <р сильно х о р н о в с к а я или если </? х о р н о в с к а я и 12 есть сВа, 
то <р2 истинна. 

Н е с м о т р я на очевидность этих замечаний, они я в л я ю т с я основой м н о г и х при
менений нестандартного анализа . Н а п р и м е р , они п о з в о л я ю т переносить х о р н о в с к и е 
утверждения о л ю б ы х к о н е ч н о м е р н ы х алгебрах X над л о к а л ь н о - к о м п а к т н ы м и поля 
ми К с А з - о п р е д е л и м ы м и с т р у к т у р н ы м и константами на алгебры вида В ^ над 
В А . Рассмотрим простейший п р и м е р . Пусть Х-алгебра всех матриц какого -то фикси-
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рованного п о р я д к а над С и Е — единичная матрица . На ней определены ф у н к ц и и 
Т'и Т2 ^ Tx-T2 \ X Т н- XT; Т н> Т \ где X Е С, Т, Ти Т2 Е Х Она содержит 
константы 

С ••. ') (°"° °) 
\ 0 0 / , . . . , V 0 1 / , 

к о т о р ы е м ы обозначим с~\9. . . , соответственно . В X истинна ф о р м у л а 

^ = Yxi З х 2 , х 3 З Х Ь Х 2 , . . . , \ п ( ( х 2 - х 3 = х3'Х2 = Е)А(х1 = х*3)Л 

A(x-i-X* =X*-Xi => х2ххх3 - \ \ • с\ + . . . Хп-~сп)). 

Следовательно, л ю б а я " н о р м а л ь н а я " матрица над В с диагонализируема в В с . Та
к и м о б р а з о м , практически л ю б ы е у т в е р ж д е н и я о числовых матрицах переносятся 
на Ъх ^ C'(S, X). 

Д р у г о й п р и м е р . Если Т: 8 (Rn) ~> E(Rn, С) и В - лебегова алгебра 
Rn, то при ш и р о к и х у с л о в и я х на Т ( к о т о р ы е л е г к о выписать) Т: ( §(Rf1)) -> С 
непрерывно и по линейности продолжается до Т': (8(Rn))~ = §>(Rn) С и Г ' с т а -
новится обобщенной ф у н к ц и е й . Н а п р и м е р , тождественный оператор Т: L(Rn) -> 
-> L(Rn) превращается в 8id, где id^R. Т а к и м о б р а з о м , утверждения , касающие
ся о б о б щ е н н ы х ф у н к ц и й , " а в т о м а т и ч е с к и " переносятся на соответствующие 
операторы. 

Результаты з а м е т к и , относящиеся к случаю, к о г д а 12 есть сНа, но не сВа, 
получены п е р в ы м а в т о р о м . 

Результаты з а м е т к и и их доказательства д о к л а д ы в а л и с ь на алгебраическом 
семинаре и семинаре по нестандартному анализу в МГПИ и м . В.И. Ленина в апре
ле 1981 г. 

А в т о р ы выражают г л у б о к у ю благодарность А.Г . Драгалину за подробное 
стимулирующее обсуждение этих результатов . Московский государственный педагогический 
институт и м . В.И. Ленина 
Горьковский государственный университет 
им. Н.И. Лобачевского 
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