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1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Широко используется расстояние Хэмминга

между двумя словами одинаковой длины в фик-
сированном конечном алфавите. Часто рассматри-
ваются слова не обязательно равной длины, как
и операции, характерные для рассматриваемого
приложения; операции последовательно преобра-
зуют одно данное слово в другое; набор опера-
ций заранее выбран и фиксирован в зависимости
от приложения. Расстоянием между двумя слова-
ми называют длину самой короткой последователь-
ности допустимых операций, которая преобразует
одно слово в другое. Более того, обычно каждой
операции приписано строго положительное раци-
ональное число, называемое ценой операции. Со-
ответственно расстояние определяется как мини-
мум суммы цен операций, которые последователь-
но преобразуют данные слова, одно в другое. Это
расстояние не обязательно симметрично, и назы-
вается редакционным расстоянием или расстояни-
ем Левенштейна. Задача кратчайшего преобразо-
вания состоит в построении эффективного алго-
ритма для нахождения этого минимума и, главное,
самой последовательности операций, на которой
минимум достигается. Эта задача решена многими
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алгоритмами в духе динамического программиро-
вания с квадратичным временем работы, [1, гла-
ва 11]. Цепочка операций, которая доставляет ми-
нимум, называется кратчайшей. Эффективность
понимается как доказательство точности алгорит-
ма (или нетривиальной верхней оценки его по-
грешности) вместе с доказательством низкой сте-
пени полиномиальной оценки времени его рабо-
ты. В приложениях задача кратчайшего преобра-
зования часто возникает для конечных графов,
определяемых фиксированным свойством, вместо
слов. Например, для ориентированных нагружен-
ных графов, состоящих из цепей и циклов, рас-
смотренная в [2], и для нагруженных корневых де-
ревьев, рассмотренная в данной работе. Набор опе-
раций, которые преобразуют граф, естественно, за-
висит от рассматриваемого приложения и от гра-
фов, которые рассматриваются.

В данной работе такой алгоритм построен для
корневых деревьев, у которых все вершины поме-
чены буквами или знаком “−”; эти пометки назы-
ваются соответственно типом или делецией в той
вершине, к которой они однозначно приписаны.
Даны сами нагруженные деревья и матрица, со-
стоящая из произвольных рациональных чисел,
которые выражают сходство двух типов (соответ-
ствие: тип-тип) и штрафы за соответствия тип-
делеция (и наоборот) и делеция-делеция. Сходство
типов может выражаться любым числом, но штра-
фы обычно задаются неположительным числом.
Штраф может зависеть от типа и положения вер-
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шины на дереве. В биоинформатических прило-
жениях такие деревья часто называют клеточны-
ми (cell lineage tree). В [3] для первых двух из рас-
смотренных ниже трех операций предложена ком-
пьютерная программа, названная mDELTA [4], ко-
торая решает задачу кратчайшего преобразования.
Отсутствие третьей операции существенно: напри-
мер, без нее лист преобразуется обязательно в лист,
что не всегда выполняется в прикладных задачах.
В данной работе, разрешая в задаче кратчайшего
преобразования все три операции, мы опишем точ-
ный квадратичной сложности алгоритм, который
существенно отличается от алгоритма в mDELTA.
По аналогии с алгоритмами для слов, в задаче пре-
образования деревьев говорят, что алгоритм строит
выравнивание двух исходных деревьев при данных
ценах операций.

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПЕРАЦИЙ НАД
КОРНЕВЫМИ ДЕРЕВЬЯМИ

Над деревом разрешены следующие три опе-
рации, в которых 𝑥 и 𝑦 обозначают любые типы
или делецию, рис. 1. Любая цепочка 𝐺 операций ––
изоморфно вкладывает каждое предыдущее дерево
в последующее.

1. На ребро (𝑥, 𝑦) добавить вершину-делецию
вместе с ее листом-делецией, рис. 1 (операция 1).
Подчеркнем, что все операции состоят в расшире-
нии исходного дерева 𝑇 некоторым числом новых
делеций, приписанных новым вершинам в дереве 𝑇,
которые расположены выше его корня 𝑟, ниже него
и несравнимо с 𝑟 (принято, что деревья растут вниз
от корня).

2. Выше корня 𝑟 добавить новый корень-
делецию вместе с его листом-делецией, рис. 1
(операция 2). Ниже 𝑟 ничего не меняется.

3. В вершине (включая корень или лист), поме-
ченной 𝑥, пометку 𝑥 заменить на делецию и инци-
дентно ей выше добавить новую вершину с помет-
кой 𝑥 и инцидентным ей листом-делецией. Выше
новой пометки 𝑥 и ниже соответствующей новой
делеции ничего не меняется, рис. 1 (операция 3).

Итак, задачу преобразования деревьев можно
переформулировать как следующую задачу вырав-
нивания. Даны два бинарных дерева 𝑇1 и 𝑇2. Ука-
занными тремя операциями преобразовать 𝑇1 и 𝑇2
в бинарные деревья 𝑇 ′

1 и 𝑇 ′
2 , 𝑇1 ⊆ 𝑇 ′

1 , 𝑇2 ⊆ 𝑇 ′
2 , кото-

рые без учета их пометок (т.е. топологически) изо-
морфны между собой так, что достигает максиму-
ма качество пары {𝑇 ′

1 , 𝑇 ′
2 } или, иными словами, ка-

чество изоморфизма 𝑓: 𝑇 ′
1 → 𝑇 ′

2 , которые обозна-
чим 𝐻(𝑇1, 𝑇2) = 𝐻(𝑓). Качеством называется сум-
ма (по изоморфизму всех вершин в 𝑇 ′

1 и 𝑇 ′
2 ) сходств

тип-тип плюс штрафы за тип-делеция (или наобо-
рот) и делеция-делеция. В нашем алгоритме каче-
ство вычисляется по индукции. Эти две цепочки

Рис 1. (1) На ребро (𝑥, 𝑦) добавлена вершина-делеция вме-
сте с ее листом-делецией. (2) Выше корня 𝑟 добавлен но-
вый корень-делеция вместе с его листом-делецией. Ни-
же 𝑟 ничего не меняется. (3) В вершине (включая корень
или лист), помеченной 𝑥, пометка 𝑥 заменена на делецию
и инцидентно ей выше добавлена новая вершина с помет-
кой 𝑥 и инцидентным ей листом-делецией. Выше нового
положения 𝑥 и ниже соответствующей новой делеции ни-
чего не меняется.

операций 𝑇1 → 𝑇 ′
1 и 𝑇2 → 𝑇 ′

2 , расширения исход-
ных деревьев 𝑇1 и 𝑇2 до 𝑇 ′

1 и 𝑇 ′
2 вместе с изоморфиз-

мом 𝑓: 𝑇 ′
1 → 𝑇 ′

2 называются выравниванием деревьев
𝑇1 и 𝑇2. Решение задачи выравнивания тривиально
влечет решение задачи преобразования: преобра-
зуем 𝑇1 в 𝑇 ′

1 , переходим по 𝑓 к 𝑇 ′
2 и удаляем все до-

бавленные алгоритмом новые делеции и вершины,
объединяя соответствующие ребра.

3. АЛГОРИТМ ВЫРАВНИВАНИЯ
Опишем алгоритм в предположении, что в мат-

рице сходств делеция-делеция имеет нулевую цену,
а тип-делеция (и наоборот) имеют одну цену, ко-
торая не зависит от типа и расположения на дере-
вьях. Это не уменьшает общности алгоритма и до-
казательства. Результат замены в дереве 𝑇 корнево-
го типа на делецию назовем упрощением 𝑇 и обозна-
чим 𝑇 −.

Итак, даны два корневых бинарных дерева 𝑇1
и 𝑇2. Рассмотрим множество 𝐷1 деревьев, которое
состоит из всех поддеревьев в 𝑇1 и их упрощений;
аналогично определяется множество 𝐷2. Пусть 𝑅,
𝑆 ∈ 𝐷𝑖, 𝑖 = 1 или 2; 𝑅 содержится в 𝑆, 𝑅 ⊆ 𝑆, ес-
ли 𝑅 –– поддерево в 𝑆 или упрощение поддерева
из 𝑆. Для единообразия удобнее считать, что каж-
дый лист каждого дерева в 𝐷𝑖 дополнен двумя до-
черними пустыми поддеревьями с пустыми ребра-
ми к листу (на рисунках такие пустые продолже-
ния листьев не показаны). Деревом делеций назо-
вем любое дерево, в котором все пометки деле-
ции, кроме пустых поддеревьев. Определим множе-
ство 𝑃 (неупорядоченных) пар, состоящих из дере-
вьев 𝑅1 ∈ 𝐷1 и 𝑅2 ∈ 𝐷2 вместе с частичным поряд-
ком на парах: {𝑅1, 𝑅2} ⩽ {𝑆1, 𝑆2}, если 𝑅1 содержит-
ся в 𝑆1 ∈ 𝐷1 и 𝑅2 содержится в 𝑆2 ∈ 𝐷2. Фиксируем
любой линейный порядок, продолжающий частич-
ный порядок на парах {𝑅1, 𝑅2}. Алгоритм выполня-
ет прямую и обратную индукции по этому линей-
ному порядку.

Начало индукции. Обозначим 𝑘(𝑅) число вер-
шин в дереве 𝑅, которые помечены типами, умно-
женное на штраф тип-делеция из матрицы сходств.
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Рис 2. Преобразования 𝑅1 → 𝑅′
1 и 𝑅2 → 𝑅′

2 пары {𝑅1, 𝑅2}, вычисления качеств 𝐻(𝑅1, 𝑅2)и ссылки, на каком преобразовании
достигается максимум этих качеств.

Если 𝑅1 и 𝑅2 оба пустые, то качество 𝐻(𝑅1, 𝑅2) = 0
и 𝑅′

1, 𝑅′
2 и их изоморфизм 𝑓 пустые. Если одно из

𝑅1 и 𝑅2 –– делеция с двумя пустыми поддеревьями
и ведущими в них пустыми ребрами (пусть это 𝑅1),
а второе непустое, то качество 𝐻(𝑅1, 𝑅2) = 𝑘(𝑅2)
и 𝑅′

1 –– дерево делеций, топологически изоморфное
𝑅2, и 𝑅′

2 = 𝑅2. По индукции на прямом ходе вы-
числяются только качества и приводится ссылка,
на каком преобразовании (см. ниже индуктивный
шаг) достигается их максимум, а на обратном ходе
строятся сами изоморфные расширения 𝑇 ′

1 и 𝑇 ′
2 .

Индуктивный шаг. Пусть {𝑅1, 𝑅2} текущая па-
ра непустых деревьев в 𝑃. Алгоритм вычисляет
качество 𝐻(𝑅1, 𝑅2) каждого из 7 преобразований
(𝑅1, 𝑅2) → (𝑅′

1, 𝑅′
2), перечисленых ниже на рис. 2,

и создает ссылку на то из них (включая его аргумен-
ты), на котором качество максимально до тех пор,
пока выполняется 𝑅1 < 𝑇1 или 𝑅2 < 𝑇2. После это-
го, обратным ходом индукции от пары (𝑇1, 𝑇2) до
начала индукции алгоритм вычисляет сами деревья
𝑅′

1 = 𝑇 ′
1 и 𝑅′

2 = 𝑇 ′
2 и при желании их изоморфизм 𝑓.

Пусть 𝑥 и 𝑦 –– пометки корней в 𝑅1 и 𝑅2. На
рис.2 сверху показаны текущие деревья {𝑅1, 𝑅2},
а снизу –– их преобразования {𝑅′

1, 𝑅′
2}. Обозначим 𝑐𝑥𝑦

сходство пометок 𝑥 и 𝑦 в матрице сходств, включая
штрафы. Результат (⋅)′ определяется индукцией по
указанному линейному порядку; у дерева (𝑆−)′ ко-
рень помечен делецией.

a) В 𝑅1 и 𝑅2 дочерние поддеревья суть 𝐴 и 𝐵,
𝐶 и 𝐷 от корней в 𝑅1 и 𝑅2, соответственно, рис. 2a;
поддеревья 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 все пустые или все непу-
стые (отметим, что случай, когда, например, 𝐴 и 𝐵

пустые, а 𝐶 и 𝐷 непустые, применением к 𝑥 опе-
рации 3 сводится к случаю 𝑏 ниже). Положим
𝐻 (𝑅1, 𝑅2) = 𝐻 (𝐴, 𝐶) + 𝐻 (𝐵, 𝐷) + 𝑐𝑥𝑦. Аналогич-
но вычислим 𝐻 (𝐴, 𝐷) + 𝐻 (𝐵, 𝐶) + 𝑐𝑥𝑦, и оконча-
тельно положим 𝐻 (𝑅1, 𝑅2) равным максимуму по
этим двум вариантам. Ссылка указывает, на каком
из 7 преобразований и каких его аргументах, дости-
гается максимум. По индукции известны {𝐴′, 𝐶′}
и {𝐵′, 𝐷′}, которые подвешиваем согласно рис. 2а.
Изоморфизм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 равен объединению изо-

морфизмов 𝑓1 и 𝑓2, дополненному сопоставлением
𝑥 → 𝑦. Эти данные не используются на прямом хо-
де. Все вершины в 𝑇1 присутствуют в 𝑇 ′

1 с теми же
пометками; в вершинах 𝑇 ′

1 ниже 𝑇1-листьев и вы-
ше 𝑇1-корня или несравнимо с ним присутствуют
только делециии; аналогично для 𝑇2 и всех 7 преоб-
разований. Это используется в доказательстве Тео-
ремы 1.

b) Для деревьев 𝑅1 и 𝑅2 положим 𝐴 = 𝑅1 и 𝐵,
𝐶 –– дочерние поддеревья в 𝑅2 от его корня 𝑦,
рис. 2b; поддеревья 𝐴, 𝐵, 𝐶 непустые. Положим
𝐻(𝑅1, 𝑅2) =𝐻(𝐴−, 𝐵) + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑘(𝐶). Аналогично вы-
числим 𝐻(𝐴−, 𝐶) + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑘(𝐵) и два варианта ка-
честв 𝐻(𝑅2, 𝑅1). Здесь используется обозначение:
{𝑅2, 𝑅1}–– пара, у которой 𝑅2 есть новое 𝐴, подве-
шеное к 𝑦 и объединение бывших 𝐵 и 𝐶, а 𝑅1 есть
прежнее 𝐴 с корнем 𝑥, разделенное на новые дочер-
ние 𝐵 и 𝐶. Окончательно положим 𝐻(𝑅1, 𝑅2) рав-
ным максимуму по этим четырем вариантам. Здесь
к 𝑥 применяется 3-я операция и подвешиваются
(𝐴−)′ и −𝐶, а к 𝑦 подвешиваются 𝐵′ и 𝐶. Изомор-
физм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 определяется как выше.
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c) Для деревьев 𝑅1 и 𝑅2 положим 𝐴 = 𝑅1
и 𝐵 = 𝑅2, рис. 2c; деревья 𝐴 и 𝐵 непустые. Положим
𝐻(𝑅1, 𝑅2) = 𝑐𝑥𝑦 + 𝑘(𝐴−) + 𝑘(𝐵−). Здесь к 𝑥 и 𝑦 при-
меняется 3-я операция и подвешиваются 𝐴−, −𝐵,
−𝐴, 𝐵−. Изоморфизм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 тривиален.

d) Пусть хотя бы одна из пометок 𝑥 и 𝑦 не
делеция. Для деревьев 𝑅1 и 𝑅2 положим 𝐴 = 𝑅1
и 𝐵 = 𝑅2, рис. 2d; деревья 𝐴 и 𝐵 непустые. Положим
𝐻(𝑅1, 𝑅2) =𝐻(𝐴−, 𝐵−) + 𝑐𝑥𝑦. Здесь к 𝑥 и 𝑦 применя-
ется 3-я операция и подвешиваются (𝐴−)′ и (𝐵−)′.
Изоморфизм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 определен по индукции.

e) Для деревьев 𝑅1 и 𝑅2 рассмотрим дочерние
𝐴, 𝐵 от корня в 𝑥 и положим 𝐶 = 𝑅2 с корнем
в 𝑦, рис.2e; поддеревья 𝐴, 𝐵, 𝐶 непустые. Поло-
жим 𝐻(𝑅1, 𝑅2) =𝐻(𝐴, 𝐶) + 𝑐𝑥− + 𝑘(𝐵). Аналогично
вычислим 𝐻(𝐵, 𝐶) + 𝑐𝑥− + 𝑘(𝐴) и два варианта для
𝐻(𝑅2, 𝑅1). Здесь, как и в (b), используется обозна-
чение: 𝑅2, 𝑅1 –– пара, у которой 𝑅2 есть прежнее 𝐶
с корнем 𝑦, разделенное на новые дочерние 𝐴 и 𝐵,
а 𝑅1 есть новое 𝐶, подвешеное к 𝑥 и объеденение
бывших 𝐴 и 𝐵. Здесь к 𝑦 применяется 2-я операция
и подвешиваются 𝐴′, 𝐵, 𝐶′, 𝐶. Окончательно по-
лагаем 𝐻(𝑅1, 𝑅2) равным максимуму по этим четы-
рем вариантам. Изоморфизм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 определен

по индукции.

f) Пусть 𝑥 не делеция. Для деревьев 𝑅1 и 𝑅2 по-
ложим 𝐴 = 𝑅1 и 𝐵 = 𝑅2, рис. 2f; деревья 𝐴 и 𝐵 непу-
стые. Положим 𝐻(𝑅1, 𝑅2) =𝐻(𝐴−, 𝐵) + 𝑐𝑥−. Анало-
гично вычислим 𝐻(𝐴, 𝐵−) + 𝑐𝑥−, и окончательно
положим 𝐻(𝑅1, 𝑅2) равным максимуму по этим
двум вариантам. Здесь к 𝑥 применяется 3-я опера-
ция, а к 𝑦 применяется 2-я и подвешиваются (𝐴−)′
и 𝐵′. Изоморфизм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 определен по индук-

ции.

g) Для деревьев 𝑅1 и 𝑅2 положим 𝐴 = 𝑅1
и 𝐵 = 𝑅2, рис. 2g; деревья 𝐴, 𝐵 непустые. Положим
𝐻(𝑅1, 𝑅2) = 𝑘(𝐴) + 𝑘(𝐵). Здесь к 𝑥 применяется 3-я
операция, к 𝑦 применяется 2-я и подвешиваются
𝐴−, −𝐵, −𝐴, 𝐵. Изоморфизм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 тривиален.

По окончанию прямого хода алгоритма, обрат-
ным ходом алгоритма от {𝑇1 = 𝑅1, 𝑇2 = 𝑅2} согласно
расставленным на прямом ходе ссылкам образуем
𝑇 ′

1 = 𝑅′
1, 𝑇 ′

2 = 𝑅′
2.

Замечание 1. Выравнивания связных частей ис-
ходных деревьев (не обязательно поддеревьев) вы-
полнятся следующим образом. На прямом ходу лю-
бое отрицательное качество пары 𝑝 ∈ 𝑃 заменим на
число 0. После обратного хода из полученного изо-
морфизма 𝑓 удалим все 𝑓-изоморфные поддере-
вья с качеством 0; и качество сужения изоморфиз-
ма 𝑓 на связные части исходных деревьев равно ис-
ходному качеству.

4. ТОЧНОСТЬ АЛГОРИТМА И ПРИМЕР ЕГО
РАБОТЫ

Теорема 1. Алгоритм строит выравнивание 𝑇 ′
1

и 𝑇 ′
2 двух деревьев 𝑇1 и 𝑇2 с максимальным качеством

изоморфизма. Деревья 𝑇 ′
1 и 𝑇 ′

2 –– изоморфные расши-
рения деревьев 𝑇1 и 𝑇2. Время работы алгоритма квад-
ратично от размера исходных данных.

Набросок доказательства. Индукцией по па-
рам {𝑅1, 𝑅2} покажем, что наш алгоритм строит
изоморфизм 𝑓0: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 максимального качества.

Пусть 𝑓: 𝑅″
1 → 𝑅″

2 –– какой-то изоморфизм макси-
мального качества и 𝐺1, 𝐺2 суть последовательно-
сти операций, расширяющих 𝑅1 до 𝑅″

1 и 𝑅2 до 𝑅″
2 .

Покажем, что 𝐻(𝑓) =𝐻(𝑓0). Если одно из 𝑅1 и 𝑅2 ––
делеция с двумя пустыми поддеревьями, то равен-
ство очевидно. Пусть 𝑟1 и 𝑟2 –– корни в 𝑅1 и 𝑅2 и так-
же вершины в 𝑅″

1 и 𝑅″
2 , для которых 𝑓(𝑟1) = 𝑟2. Под-

деревья с корнями 𝑟1 и 𝑟2 изморфны, обозначим
их соответственно также 𝑟1 и 𝑟2, дополнения под-
деревьев 𝑅″

1 /𝑟1 и 𝑅″
2 /𝑟2, состоящие из одних де-

леций, также изоморфны. Было условлено, что со-
ответствие делеция-делеция имеет штраф 0, поэто-
му 𝐻(𝑓) =𝐻(𝑓 ↾ 𝑟1); ограничение 𝑓 ↾ 𝑟1 обозначим
снова 𝑓. Пусть 𝑢1 и 𝑢2, 𝑢3 и 𝑢4 –– корни дочерних под-
деревьев от вершин 𝑟1 и 𝑟2 и одновременно сами
эти поддеревья в 𝑅″

1 и 𝑅″
2 . В силу изоморфности

𝑓(𝑢1) = 𝑢3 и 𝑓(𝑢2) = 𝑢4 или наоборот (пусть выпол-
няется первый случай). Получим изоморфизмы 𝑓1:
𝑅″

1 ↾ 𝑢1 → 𝑅″
2 ↾ 𝑢3 и 𝑓2: 𝑅″

1 ↾ 𝑢2 → 𝑅″
2 ↾ 𝑢4, т.е. 𝑓 есть

объединение 𝑓1 и 𝑓2 вместе с 𝑟1 → 𝑟2.
Обозначим 𝑣𝑖 = 𝐺−1

1 (𝑢𝑖) и 𝑣𝑖 = 𝐺−1
2 (𝑢𝑖) (для

𝑖 = 1 или 2 и 𝑖 = 3 или 4). Пусть 𝑆𝑖 –– поддеревья
в 𝑅1 и 𝑅2 от 𝑣𝑖. Последовательность опера-
ций 𝐺𝑖 преобразует дерево 𝑆𝑖 в дерево 𝑅″

1 ↾ 𝑢𝑖.
Так что пары {𝑆1, 𝑆3} и {𝑆2, 𝑆4}, которые стро-
го меньше {𝑅1, 𝑅2}, теми же 𝐺𝑖 порождают
{𝑅″

1 ∣𝑢1, 𝑅″
2 ∣𝑢3} и {𝑅″

1 ∣𝑢2, 𝑅″
2 ∣𝑢4}. Изоморфизмы 𝑓1:

𝑅″
1 ↾ 𝑢1 → 𝑅″

2 ↾ 𝑢3 и 𝑓2: 𝑅″
1 ↾ 𝑢2 → 𝑅″

2 ↾ 𝑢4 имеют
максимальное качество, так как иначе можно
заменить 𝑆1 и 𝑆3 на другие поддеревья, которые
породят изоморфные поддеревья с большим ка-
чеством вместо 𝑅″

1 ↾ 𝑢1 и 𝑅″
2 ↾ 𝑢3; и аналогично

заменим 𝑆2 и 𝑆4. По предположению индукции
𝐻(𝑓1) и 𝐻(𝑓2) равны качествам изоморфизмов,
построенных алгоритмом, на парах {𝑅′

1∣𝑢1, 𝑅′
2∣𝑢3}

и {𝑅′
1∣𝑢2, 𝑅′

2∣𝑢4}, откуда 𝐻(𝑓) =𝐻(𝑓0).
Предположим 𝑓(𝑟1) = 𝑑 ≠ 𝑟2. Возможны три слу-

чая.
1) Вершина 𝑑 расположена выше 𝑟2 и тогда яв-

ляется делецией. Снова обозначим 𝑢𝑖 дочерние вер-
шины от 𝑟1 и 𝑑. Тогда у 𝑑 в 𝑅″

2 ровно одно дочер-
нее поддерево 𝐷 (пусть с корнем 𝑢4) –– дерево деле-
ций, которое изоморфно дочернему поддереву 𝑅 от
𝑟1 в 𝑅″

2 . Качество этого изоморфизма 𝑓2 равно 𝑘(𝑅).
Пусть 𝑢1 –– дочерняя вершина от 𝑟1, не лежащая в 𝑅,
а 𝑢3 –– дочерняя вершина от 𝑑, не лежащая в 𝐷. Де-
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Рис 3. (a) Исходные деревья 𝑇1 и 𝑇2. (b) Сходства типов 1 и штрафы −1. Добавлены делеции и (красным) ребра, после чего
получены топологически изоморфные деревья 𝑇 ′

1 и 𝑇 ′
2 . (c) Cходство типа с собою 4 и с другим типом −3, штраф за делецию

−2. Добавлены делеции и (красным) ребра, после чего получены топологически изоморфные деревья 𝑇 ′
1 и 𝑇 ′

2 .

ревья от 𝑢1 и 𝑢3 𝑓1-изоморфны, а 𝑓 есть объедине-
ние 𝑓1 и 𝑓2 вместе с 𝑟1 → 𝑑. Повторим рассуждения
для случая 𝑓(𝑟1) = 𝑟2, проведенные там для 𝑢1, и по-
лучим соответствующее 𝑆1, а 𝑆3 = 𝑅2. Здесь {𝑆1, 𝑆3}
строго меньше {𝑅1, 𝑅2}.

2) Вершина 𝑑 не сравнима с 𝑟2 и тогда является
делецией. Тогда изоморфизм 𝑓 переводит все вер-
шины из 𝑅1 в делеции и 𝐻(𝑓) = 𝑘(𝑅1) + 𝑘(𝑅2), как
для преобразования (g) на рисунке 2g. Поскольку
𝐻(𝑓0) ⩾ 𝑘(𝑅1) + 𝑘(𝑅2), получим 𝐻(𝑓) =𝐻(𝑓0).

3) Вершина 𝑑 ниже 𝑟2. Изоморфизм 𝑓 сохраня-
ет отношение порядка на дереве, поэтому 𝑓−1(𝑟2)––
делеция, расположенная выше 𝑟1. Этот случай сим-
метричен случаю 1.

Итак, 𝐻(𝑓) =𝐻(𝑓0), т.е. алгоритм точен. Его
время работы квадратично от размера исходных де-
ревьев, поскольку таково число пар в 𝑃, а обработка
каждой пары занимает константное время.

Примеры. 1) Даны деревья 𝑇1 и 𝑇2, показанные
на рис. 3a, вершины которых помечены типами 𝑎,
𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 (пустые поддеревья в листьях не пока-
заны). Числа в матрице сходств равны 1 (тип-тип)
и −1 (тип-делеция). Результат 𝑇 ′

1 и 𝑇 ′
2 работы алго-

ритма показан на рис. 3b. Качество изоморфизма
9 − 4 = 5.

2) Даны те же деревья 𝑇1 и 𝑇2. Сходство ти-
па с собою 4 и с другим типом −3, штраф за тип-
делеция (и наоборот) −2. Обратный ход алгоритма
начинается с пары {𝑇1 = 𝑅1, 𝑇2 = 𝑅2} и (ранее полу-
ченной) ссылки 𝑎1 (поддеревья 𝐴 и 𝐶, 𝐵 и 𝐷). На 2-м
шаге для первой полученной пары {𝑅1 = 𝐴, 𝑅2 = 𝐶}
была ссылка 𝑏3 на новую пару {𝑅1, 𝑅2}, где 𝑅1 = 𝐶
(новое 𝐴) и 𝑅2 –– дерево c корнем 𝑎 и листьями 𝑎 и 𝑐
(новое дочернее 𝐵). Для второй пары первого ша-
га {𝑅1 = 𝐵, 𝑅2 = 𝐷} была ссылка 𝑒4 на новую пару
{𝑅1, 𝑅2}, где 𝑅1 –– дерево c корнем 𝑓 и листьями
𝑓 и 𝑑 (новое дочернее 𝐵) и 𝑅2 = 𝐵 (новое 𝐶), кото-
рое в данном случае совпадает с 𝑅1. Дальнейший
ход алгоритма тривиален: везде была ссылка 𝑎1. Ре-
зультат алгоритма показан на рис. 3c: выравнива-
ние (по изоморфизму) имеет 6 одинаковых типов,
1 неравный тип и 8 соответствий тип-делеция. Ка-
чество изоморфизма 24 − 3 − 16 = 5.

Замечание 2. Легко модифицировать алгоритм
для политомических исходных деревьев так, что он
будет выдавать пару их бинарных разрешений по-
литомичности максимального качества. Для пары
вершин {𝑥, 𝑦} соответственно из 𝑇1 и 𝑇2 (в поряд-
ке от листьев к корню) рассмотрим непустое мно-
жество 𝑋 дочерних ребер для 𝑥 и 𝑌 для 𝑦. Мно-
жество 𝑋 порождает поддерево в 𝑇1, являющееся
частью 𝑇1, расположенной ниже ребер из 𝑋, а ес-
ли ∣𝑋∣ > 1, то включающее и сами эти ребра с их
верхним концом; аналогично для 𝑌. Упрощением
множества 𝑋 назовем упрощение этого поддере-
ва. Если 𝑋 или 𝑌 одноэлементно, то поддеревья,
порождаемые 𝑋 и 𝑌, имеют бинарные разреше-
ния максимального качества, которые известны по
индукции. Иначе разобьем эти два множества на
непустые 𝑀1 и 𝑀2, 𝑀3 и 𝑀4. Рассмотрим огра-
ничения 𝑇1 и 𝑇2 от вершин 𝑥 и 𝑦 соответствен-
но на 𝑀1 и 𝑀2, 𝑀3 и 𝑀4. Алгоритм перебирает
пары множеств 𝑋, 𝑌 и их упрощений в порядке
возрастания мощности 𝑋, а при одинаковой мощ-
ности 𝑋 –– по возрастанию мощности 𝑌; для фик-
сированных 𝑋, 𝑌 перебор выполняется в порядке
(𝑋−, 𝑌 −), (𝑋−, 𝑌), (𝑋, 𝑌 −), (𝑋, 𝑌). Для каждой па-
ры (𝑋, 𝑌) в любом порядке перебираются все па-
ры их разбиений; остальные три пары рассматри-
ваются аналогично. Пусть 𝑋∗ обозначает 𝑋 или 𝑋−.
По индукции известны бинарные разрешения мак-
симального качества для пар ограничений с корня-
ми от 𝑥 и 𝑦 на, соответственно, (𝑀1, 𝑀3), (𝑀1, 𝑀4),
(𝑀2, 𝑀3), (𝑀2, 𝑀4), (𝑀1, 𝑌 ∗), (𝑀2, 𝑌 ∗), (𝑋∗, 𝑀3),
(𝑋∗, 𝑀4), (𝑋−, 𝑌 ∗), (𝑋∗, 𝑌 −). Выберем из всех пар
разбиений, перебирая для каждого из них описан-
ные в алгоритме преобразования, рис. 2, разбиение
максимального качества и получим пару бинарных
разрешений максимального качества для поддере-
вьев, порождаемых 𝑋 и 𝑌. Взяв для {𝑥, 𝑦} наиболь-
шие 𝑋 и 𝑌, получим бинарное разрешение макси-
мального качества поддеревьев от 𝑥 и от 𝑦, и так
дойдем до пары корней исходных деревьев 𝑇1 и 𝑇2.

Здесь перебираются четверки подмножеств, от-
куда возникает верхняя оценка 24𝑘 времени обра-
ботки одной пары вершин, где 𝑘 –– максимальное
число дочерних вершин при вершине дерева. Квад-
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ратичное время алгоритма для бинарного случая
умножается на число порядка 24𝑘.

Задача преобразования политомических упоря-
доченных деревьев (у нас деревья неупорядочены)
широко изучалась, многочисленные ссылки приве-
дены, например, в [5]. Для нее известен алгоритм
решения, точный и с кубическим временем рабо-
ты; в [5] показано, что при одном предположении
это время нельзя существенно улучшить.
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The article proposes a new exact quadratic algorithm in complexity that solves the problem of the shortest
transformation (“alignment”) of one loaded tree into another, taking into account arbitrary prices of oper-
ations on trees. Three operations are considered: adding vertex deletions to an edge or root of a tree and
shifting a subtree with deletions.

Keywords: discrete optimization, shortest tree transformation, operations on a tree, operation price, exact
algorithm, quadratic complexity algorithm, tree alignment.
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