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§ 1. Введение 

1.1. Ф о р м у л и р о в к а о с н о в н о й т е о р е м ы . Язык арифмети-
жи второго порядка с переменными для множеств (натуральных чисел) 
-описан в (1), стр. 492. Он содержит два типа переменных: переменные 
типа 0 с областью пробегания — натуральным рядом со и переменные ти
па 1 с областью пробегания — совокупностью R=£P(со) всех подмно
жеств множества со. Помимо предикатов элементарной арифметики для 
переменных типа 0, этот язык содержит также двухместный предикат 
лринадлежности « tex» ; k предполагается переменной типа 0, а х — пе
ременной типа 1. 

Формулы этого языка будем называть аналитическими формулами. 
Свободные переменные аналитических формул можно замещать па

раметрами соответствующего типа, т. е. типа 0 — из со, и типа 1 —из R. 
Если ср(&) —аналитическая формула с единственной свободной пере

менной k (типа 0), не содержащая параметров из R, то определяемое 
этой формулой множество {&^со:ср(&)} будем называть аналитически 
определимым. Совокупность всех аналитически определимых x<=R обо
значим через An. 

Аналогично, если ср(х)—аналитическая формула с единственной 
свободной переменной х (типа 1), не содержащая параметров из /?, то 
определяемое ею множество {x^R : ср (х)} называем аналитически опре
делимым. 

Множества JCG/? , Xс: R будут аналитически определимыми, если и 
только если они входят в один из классов 2£, П«, А\ аналитической иерар-
хии ((*), теорема XII на стр. 493 и следствие 1 на стр. 480. Определение 
жлассов 2«, П£, Д„ см., например, в (х), стр. 490). 

В обзоре (6) поставлены вопросы Р3110 и Р3112 о совместимости с 
теорией множеств ZFC (3) таких утверждений: 

1) An=Rf]L; 
2) множество An аналитически определимо. 
(L есть класс всех конструктивных по Гёделю множеств, (3), гл. III.) 

Мы даем положительный ответ на эти вопросы: 
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ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА (ОТ). Утверждение kn=R[)L совместимо 
с теорией ZFC. 

С л е д с т в и е . Утверждение «множество An аналитически определи
мо» совместимо с ZFC. 

Вывод следствия из ОТ тривиален: множество Rf}L, как известно, 
принадлежит 2J (см. (7) или (2), упр. (ж) на стр. 456). Тем самым, это 
множество аналитически определимо. 

Сформулированное следствие из основной теоремы дает также (ча
стичный) ответ на один вопрос А. Тарского. В (13) для каждого п^\ и 
каждого ресо введена совокупность Dnp всех множеств типа п, опреде
лимых формулами типа не выше /?, и поставлен вопрос о справедливости, 
утверждения Dip^D2P при р ^ 1 (все остальные возможности в утверж
дении Dnp(=Dn+l p рассмотрены в (13)). 

Заметим, что Dn есть в точности совокупность всех множеств типа 1,. 
т. е. всех x<=R, определимых аналитическими формулами без парамет
ров; тем самым, Dn совпадает с введенной выше совокупностью An. 
Аналогично, D2i есть в точности совокупность всех аналитически опреде
лимых множеств X^R. Таким образом, сформулированное следствие 
можно записать так: 

Утверждение Dn<=D2i совместимо с ZFC. 
Это и дает частичный (р=\) ответ на упомянутый вопрос Тарского 

из (13). 
Несколько усложнив метод настоящей статьи, можно доказать, что 

утверждение Dlp(=D2p совместимо с ZFC вообще при любом р ^ 1 . Оно 
также совместимо и при р = оо, где Dnoo— \J Dnp. 

ресо 
Заметим, что утверждение Dn^D2i также совместимо с ZFC, так как 

оно следует из аксиомы конструктивности (см. следующий пункт). 
Содержанием предлагаемой статьи является доказательство ОТ. Пе

ред изложением плана доказательства сделаем несколько замечаний. 
1.2. А к с и о м ы , о п р о в е р г а ю щ и е у т в е р ж д е н и я An = RDL 

и « м н о ж е с т в о An а н а л и т и ч е с к и о п р е д е л и м о » . К таким 
аксиомам относится, в частности, аксиома конструктивности V=L ((3),. 
стр. 170), утверждающая конструктивность каждого множества. 

Действительно, предположим противное; V = L, и An аналитически 
определимо. Тогда множество X=R—An также аналитически определи
мо и очевидно непусто (так как R несчетно, a An — счетное множество). 
С другой стороны, из V=L следует (7) существование аналитически 
определимого (точнее, входящего в Д*) полного упорядочения множест
ва R. Наименьший в смысле этого полного упорядочения элемент х мно
жества X также аналитически определим, т. е. принадлежит An — про
тиворечие! 

Поскольку аксиома конструктивности совместима с ZFC (3), то' 
утверждения, совместимость которых с ZFC утверждается в ОТ и след
ствии из ОТ, независимы от ZFC, т. е. их отрицания совместимы с теори
ей ZFC. 
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Отметим, что доказательство отрицания упомянутых утверждений 
может быть проведено с использованием более слабых, чем V=Lf пред
положений. Приведем несколько таких предположений. 

Ординал ш̂  , т. е. первый несчетный в L ординал, несчетен в универ
суме всех множеств. 

Существует аналитически определимое полное упорядочение некото
рого несчетного множества X^R. 

Найдется такой измеримый кардинал к и такая нормальная мера \х 
на х, что V=L[\i], т. е. все множества конструктивны из \х. 

1.3. О п р е д е л и м о с т ь б о л е е н и з к о г о у р о в н я . Следствие 
1.1 из основной теоремы ОТ показывает, что множество An всех анали

тически определимых x^R «может быть» аналитически определимым. 
Этот результат контрастирует со следующими утверждениями, доказуе
мыми в ZF: 

(а) множество всех рекурсивных x<=R нерекурсивно; 
(б) множество всех арифметически определимых x^R не является 

арифметически определимым; 

(в) множество всех /^-множеств х е R не принадлежит А[; 
(г) множество всех: &\-множеств х^ R не принадлежит Aj. 
О т е р м и н о л о г и и . Рекурсивные множества x<=R и X^R опреде

лены в (*), стр. 430. Множество x<=R мы называем арифметически опре
делимым, если найдется такая аналитическая формула ср(&), не содер
жащая параметров из R и кванторов по переменным типа 1, что х= 
= {k(=oy: ф(&)}. Аналогично вводится понятие арифметически определи
мого множества X^R. Вообще, «арифметическое» есть «аналитическое» 
без кванторов по переменным типа 1. 

Утверждение (а) очевидно: совокупность всех рекурсивных x<=R 
счетна, а каждое рекурсивное X^R обязательно открыто-замкнуто в R 
и тем самым либо пусто, либо имеет мощность континуума. 

Утверждения (б) и (в) упомянуты в (1), стр. 545, в несколько изме
ненном виде, соответствующем арифметике второго порядка с перемен
ными типа 1 для функций из со в со. 

Наконец, утверждение (г) легко получается из следующей «теоремы 
о базисе» ((1), стр. 551, следствие XLV (с)): каждое непустое 2* -мно
жество (и тем самым каждое непустое А*-множество) X содержит эле
мент х<=Х класса А*. Для доказательства (г) нужно предположить про
тивное и применить теорему о базисе к дополнению множества {x^R : х 
есть А\-множество}. 

Отметим, что в предположении V=L утверждение «множество всех 
А* -множеств x<=R не принадлежит А* » доказуемо также и для любого 
л ^ З . Представляет интерес установить, совместимо ли с ZFC отрицание 
этого утверждения при каком-нибудь я ^ З ? 

Представляет интерес также установить, совместимо ли с ZFC 
утверждение «R[~]L есть в точности совокупность всех А̂  -множеств 
x^R». 
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1.4. В т о р а я ф о р м у л и р о в к а ОТ. Мы будем доказывать основ
ную теорему в следующем более удобном виде: 

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА (вторая формулировка). Предположим, чщ 
о)^ (третий несчетный кардинал конструктивного универсума L) счетен, 
в универсуме всех множеств. Тогда найдется такое множество G, что а 
классе L[G] всех конструктивных из G множеств истинны следующие два 
утверждения: 

([) каждое a^L[G][~]R, аналитически определимое в L[G], является 
конструктивным; 

(и) каждое конструктивное r^R аналитически определимо в L[G]. 
Как известно, предложение «со̂  счетно» совместимо с ZFC (см., на

пример, (3), гл. IV, § 10). Ввиду этого обстоятельства, справедливость 
второй формулировки ОТ автоматически влечет справедливость первой. 

В соответствии со второй формулировкой ОТ мы в доказательстве 
предполагаем, что ординал со£ счетен в универсуме всех множеств. Это* 
предположение, однако, используется фактически только для доказа
тельства существования генерических фильтров (см. 2.4 и 4.1). 

1.5. П л а н д о к а з а т е л ь с т в а . В § 2 вводится важное понятие си
стемы. Каждой системе U мы сопоставляем множество вынуждающих: 
условий P(U) для генерических расширений конструктивного универсу
ма L. Структура P{U) близка к структуре множества вынуждающих; 
условий из (8), § 5. 

Рассматриваются L-генерические на P(U) фильтры в смысле (5), ко
торые мы для краткости называем £/-генерическими фильтрами, или: 
U-т. ф.. Каждый U-т. ф. G естественным образом порождает: 

1) функцию gG из о) на RC)L и 
2) семейство множеств {Sni' п, / G СО}. 
Некоторые общие свойства этих множеств в генерических расшире

ниях рассматриваемого вида также изучаются в § 2. 
В § 3 мы строим в L некоторую конкретную систему U*=(U*ni: nf, 

i^co) такую, что каждый £/*-г. ф. G будет искомым в смысле второй фор
мулировки ОТ. Построение U* организовано таким образом, что слож
ность «п-слоя» (U*n. : /&co) ее компонент увеличивается с возрастанием 
п. При этом, каково бы ни было гаесо, компоненты U*ni с п^пг не влия
ют, грубо говоря, на вынуждение формул сложности ^.т. Это обстоя
тельство достигается особым «генерическим» способом построения 
U* в L. 

В § 4 и § 5 мы доказываем утверждение (i) из второй формулировки 
ОТ для произвольного U*-г. ф. G. Решающим моментом является следу
ющее важное предложение, вытекающее из построения системы U*: 

(А). Если p^P(U*) и аналитическая формула «ф(&) с единственной 
свободной переменной k (типа 0) не имеет параметров, то можно подо
брать такое q<=P(U*), q^p, что Vk [либо q вынуждает ip(k), либо q вы
нуждает ~г|>(&)]. 

(См. доказательство теоремы 4.8.2.) 
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Это предложение влечет выполнение (i) из второй формулировки ОТ 
для произвольного U*-T. ф. G. Проверка справедливости предложения 
(А) использует специальное отношение fore, которое вводится и изуча
ется в § 4. Фактически, (А) (точнее, утверждение 4.8(*), из которого 
без труда получается (А)) доказывается сперва для отношения fore в 
§ 5, но «генерический» характер U* позволяет установить согласован
ность между fore и вынуждением, соответствующим P(U*) (следствие 
4.8.1 и теорема 4.7). 

Аппарат отношения fore близок по своему смыслу и месту в доказа-
гельстве к соответствующему аппарату fore из (12). 

По соображениям большей наглядности, мы доказываем (i) из вто
рой формулировки ОТ для произвольного £/*-г. ф. G (теорема 4.9), ис
пользуя 4.8(*), перед доказательством самого утверждения 4.8(*) в § 5. 

Наконец, в § 6 доказывается утверждение (ii) из второй формули
ровки ОТ для произвольного U*-г. ф. G. Мы вводим совокупность фор
мул Фп(5, i), удовлетворяющих таким условиям: 

1) если i<=gG(n) (a gG—функция из со на Rf)L, см. выше), то 
Фп(5^. , i) истинно в L[G]\ 

2) если i£jEgG(n), то нет такого S(=L[G], что Фп(5, i) истинно в 
ДО]; 

3) множество {/<=со: в L[G] истинно 35ФП(5, /)} является аналити
чески определимым в L[G]. 

(£/*-г. ф. G и я, £<=со произвольны.) 
Условия 1) и 2) означают, что каждое множество gG(n) определимо 

в L[G] формулой Я5ФП(5, i). Утверждение 3) влечет при этом аналити
ческую определимость gG(n). Но поскольку gG — функция из со на R(~)Ly 
то каждое r^Rf]L имеет вид gG(n) для подходящего п и является тем 
самым аналитически определимым в классе L[G]. 

Такова структура доказательства. 
1.6. Об о б о з н а ч е н и я х . Все основные теоретико-множественные 

обозначения мы берем из (4) со следующим изменением: мощность обо
значается card (х). 

Часто будет использоваться сокращенное обозначение ( . . . : . . . ) для 
«индексированных множеств», т. е. для функций. Например, запись 

ее аиа 

(Uni • ос е со2) обозначает [функцию /, определенную на множестве со2 усло
вием /(а) = Uni V a e o ) 2 , Аналогично, запись (Uni • п, i e со) обозначает 
функцию /, определенную на множестве со х со условием / (я, i) = Una 
Vn, J ЕЕ со. 

§ 2. Генерические расширения, используемые для доказательства 
основной теоремы 

2.1. П р е д в а р и т е л ь н ы е о п р е д е л е н и я . 
сох—первый несчетный в L ординал; 
Seqa — совокупность всех конструктивных функций из а в 2 = 

= {0,1}; 
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Seq = U Seqa; 
L 

Fun — совокупность всех конструктивных функций из со£- в 2. 
Пусть SciSeq, /feFun, у е о ) 1 - Если нет такого а е со̂ , а > у , что 

./1 a e S, то пишем, что 5 #е покрывает f выше у. Если ( З у е со£) [S не 
покрывает f выше у], то пишем, что 5 не покрывает /. В противном слу
чае пишем, что 5 покрывает /. Это будет, если и только если (Ууесо^) 
(3aeEco[) [ a > 7 и / | a e = S ] . 

Вводится важное определение системы. Системой называем конст
руктивную функцию £/, определенную на множестве соХсо и удовлетво
ряющую условию U(n, i ) ^Fun Vn, i. Для уменьшения громоздкости 
записи, мы будем писать Uni вместо U(n, i) и, аналогично, £ / \ , (/*. вме
сто U'(n, t), f/*(n, i), и т. п. (£/, [/', f/* — системы). Множество Uni назы
ваем, пу 1-й компонентой системы U. 

2.2. В ы н у ж д а ю щ и е у с л о в и я . Пусть U является системой. Мы 
хотим построить множество вынуждающих условий, ведущее к получе
нию генерической функции g из со на Rf)L, и генерического семейства 
(Sni:n, few) подмножеств множества Seq таких, что для всех /г^со, fe 
^g(n) и f(=Fun выполняется эквивалентность: Sni покрывает f, если и 
только если f€jEUni. 

Подходящим м. в. у. будет совокупность P(U) всех конструктивных 
функций р, определенных на множестве {0}(J(coXco) и удовлетворяю
щих следующим семи условиям: 

(i) е = р(0) является функцией из некоторого конечного х^со в ЯГ\Ь, 
это x=dom(p(0)) обозначается через | р | ; 

(ii) каждое р(пу i) есть пара (sni9 Xni)\ 
(iii) sn i^Seq u sni не более чем счетно в L; 
(iv) Xni есть не более чем счетная в L совокупность пар вида (у, / ) , 

где YGO)[ и f<=Uni\ 
(v) если (у, /) ^Xni, то sni не покрывает f выше у; 
(vi) если пф\р\ (а\р\ =dom(p(0) ) , см. (i)) и few, TOp(n,i) = 

= (0, 0), т. г. sni=0 и Xni=0] 
(vii) если п<=\р\ и few, 1ф.е(п) (а е(п) принадлежит множеству 

Rf)L no (i)), то также р (/г, £) = (0, 0). 
Таково определение множества P(U). Перед определением порядка 

^ на P(U) условимся писать (s, X)5g ( s'9 X'), если s ^ s ' и Х ^ Х ' (s, s', 
X и X' — произвольные множества). Теперь упорядочиваем P(U) поком
понентно: p^q, если и только если р(0) ^q(O) и р(п, i)^q(n, i) для 
всех п, L 

Через Р0 обозначаем множество P(V), где V— (соХсо) X {Fun} (т. е. 
Vr

ni=Fun Vn, i). Ясно, что каждое P{U) является конструктивным под
множеством множества Р0. 

2.3. Н е к о т о р ы е с в о й с т в а п о р я д к а . Перед описанием ис
пользования множеств вида P(U) для вынуждения и построения генери-
ческих расширений рассмотрим более подробно порядок ^ н а Р0. 
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Произвольные р, р ' е Р 0 называем непротиворечивыми, если найдется 
такое q^P0f что q^p и q^p'. В противном случае р и pf называем про
тиворечивыми. Пишем, что Q^P0 — антицепь, если любые различные р, 
p'^Q противоречивы. 

ЛЕММА 1. Если Q*=:PQ — конструктивная антицепь, то Q имеет мощ
ность ̂ (о£ в L. 

Доказательство проводим в L. Для каждого р^Р0 определяем функ
цию sp на {0}U(coXco) следующим образом: sp(0)=p(0), и если 
р(п, i) = (s, X), то sp(n, i)=s. Тогда, с одной стороны, если р, q^P0 
противоречивы, то нетрудно проверить, что sp=^sq. А с другой стороны, 
множество {5Р : реР 0 } имеет, очевидно, мощность ^ O i . Отсюда и полу
чаем искомое. 

Для pi9 р2^Р0 вводим р±\/р2 как (единственную) функцию q, опреде
ленную на множестве {0}(J(<J)XCD) условиями q(0) =pl(0){jp2(0) и 
q(n, i) = (s, X), где s = sx\Js2, X=Xi\JX2 и (sl9 Xi)=pi(n, i), (s2, X2) = 
=p2(n, i). Справедливы следующие два утверждения, несложная про
верка которых предоставляется читателю. 

2. Пусть ри р2^Р0. Тогда pi и р2 непротиворечивы, если и только ес
ли pi\/p2<=PQ, и в этом случае выполняется Pi^=pi\/p2, р2^р±\/р2. 

3. Если U — система и ри p2(=P(U) непротиворечивы, то ру\/р2<= 
^P(U) и тем самым ри р2 непротиворечивы и в P(U) (т. е. найдется та
кое q<=P(U), именно q = pi\/p2, что q^Pi и q^p2). 

Несложное доказательство следующей леммы, дающей необходимое 
и достаточное условие непротиворечивости, также предоставляется чи
тателю. 

ЛЕММА 4 (критерий непротиворечивости). Пусть р, q^P0, p(0)=e, 
q(0) —er и р(п, i) = (sni, Xni), q(n, i) = (s'ni , X'ni ) для всех п, feco. Тогда 
p, q непротиворечивы, если и только если выполняются (одновременно) 
следующие три утверждения: 

(1) функции е и е' непротиворечивы, т. е. нет таких / е [р |Г) |р ' |» что 

(2) еслгГп, I G O и (v,f)^Xnt— Х'пи то множество sni — s
ni не покры

вает f выше v; 
(3) если/i, ij^ со и (у, f) GE X'ni — Xni, то множество sni — sni не покры

вает f выше v. 
Перед доказательством важного следствия леммы 4 введем такое 

определение. 
Пусть p^PQ, т<=(о. Через р {, т обозначаем функцию q, определен

ную на множестве {0}[J(coXco) условиями: 
1) q(0) = р ( 0 ) \т, т. е. если е=р(0) и x=dom(e) ' (=\р\), то q(0) 

есть функция е', определенная на множестве х[\т условием ef{j) = 
= e(j) для любого j^xf]m; 

2) q(n, i) =p(n, i) при п<,т; 
3) q(n, i) = (О, 0) при п^т. 

5 Серия математическая, № 6 
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Нетрудно проверить, что р [т^Р0, р [т^р и \р [т\^т, причем 
если \р\^т, то р \,т=р (из 2.2 (vi)), и если р принадлежит P(U), то 
р \т также принадлежит P(U). 

С л е д с т в и е 5. Пусть р, р ' ^ Л , т<=о, | р ' | П | р | ^ ^ и Р I tn^p' l т.. 
Тогда р\/р'^Р0, т. е. р и р/ непротиворечивы по утверждению 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим р"=р'\/т, е=р(0), е' = р' (0), 
е" = р" (0), р(п9 0 = (snif Xni) и р' (п, 0 = (s'ni, X'ni) для всех я, fe= со. Про
верим выполнение условий (1) — (3) из леммы 4. 

Если /е |р |Г) |р ' |> т о п о условию будет / < т , т. е. / е | / / ' | . Значит, 
e'(j) =e"(j). С другой стороны, из р [ т^р/ \т и \<С.т следует: е(])=-
= e"(j). Теперь выполнение (1) очевидно. 

Далее, если п<Ст, то из р\,т<р' \,т имеем sni cz s^ и ХЯ1- ^ Х^-. 
Отсюда следует выполнение (2) и (3). 

Если же п^т, то по условию /ẑ Zr | / / |П1р | - Значит, либо sni=Xni=07 
либо s'ni =Х'п{ =0. В обоих случаях требования (2) и (3) из леммы 3 
выполняются. Следствие доказано. 

В заключение отметим, что все определения и, вообще, все рассуж
дения 2.1—2.3 по своему смыслу релятивизованы к L. 

2.4. Г е н е р и ч е с к и е ф и л ь т р ы и в ы н у ж д е н и е . Фиксируем 
систему U и рассматриваем множество P(U) с порядком ^ как множе
ство вынуждающих условий для генерических расширений конструктив
ного универсума. 

Подход, состоящий в использовании конструктивного универсума L 
в качестве исходной модели для генерических расширений, принадлежит 
по-видимому Р. Енсену (9). 

Предполагается знакомство читателя с теорией генерических расши
рений из (5), стр. 5—7 (определение плотного подмножества P(U), L-ге-
нерического фильтра на P(U), соответствующего вынуждения, и их 
свойства). Вынуждение, соответствующее P(U), обозначаем через ||— ̂ , 
или просто \\—, когда ясно, о какой системе U идет речь. Сделаем не
сколько замечаний. 

1. Как и в (5), p^q означает, что q «более информативно», чем р, 
т. е. каждая формула, вынуждаемая р, вынуждается и q. Отметим, что в 
(2) принято обратное соглашение. 

2. Ниже будут рассматриваться только L-генерические фильтры и 
поэтому для краткости мы будем писать «U-r. ф.» вместо «L-генериче-
ский фильтр на P(U)». 

3. Требование (5), 1.1.8, о не более чем счетности множества С— 
= {Y^P(U): Y конструктивно) выполняется в нашем случае. Действи
тельно, P(U) имеет, очевидно, мощность ^со^ в L. Следовательно, С 
имеет мощность ^со£ в L. Но ординал со̂  счетен (в универсуме всех 
множеств) по предположению 1.4. 

Требование счетности С влечет для каждого p^P(U) существование 
U-r. ф. G, удовлетворяющего p<=G. Оно также необходимо для доказа
тельства основных свойств вынуждения (если последнее определяется 
через истинность в генерических расширениях, как в (5)). 
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4. Язык, формулы которого вынуждаются, содержит в (5) константы 
для генерического фильтра и для каждого х из исходной модели, т. е. 
для каждого x<=L в нашем случае. Мы будем обозначать эти констан
ты через G и х соответственно. 

5. Ниже в § 3 будет построена система U*, обладающая тем свойст
вом, что каждый U*-т. ф. G — искомый в смысле второй формулировки 
ОТ. А сейчас рассмотрим некоторые свойства генерических расширений, 
не зависящие от конкретного выбора системы U. 

2.5. Э л е м е н т а р н ы е с в о й с т в а г е н е р и ч е с к и х р а с ш и 
р е н и й . Чтобы не повторяться, фиксируем систему U и некоторый 
U-r. ф. G. Вводятся следующие множества, принадлежащие генериче-
скому расширению L[G]\ 

G[0]={p(0) :peG}; 
G[n, i]={p(n, i): p£EG}; 
gG=[jG[0l 
S%. =[j{s\ найдется такое Х, что (s, X) ^G[n, i]}. 
Справедливы такие утверждения: 
1. gG— функция из со на Rf)L. Тем самым Rf)L и сох сче/пны в L[G]. 
2. Каждое Snt есть подмножество множества Seq. 
3. Если я, i<=co и i£^gG(n), TO каждое p(=G удовлетворяет условию 

р(п, i) = (0, 0). Тем самым в этом случае S%. = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о 1. Совокупность {р(0) : p^P(U)} образует 

обычное множество вынуждающих условий для получения генерической 
функции из со на RC)L (см. (3), стр. 267, (2), стр. 497). 

Утверждение 2 очевидно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о 3. Пусть, напротив, p^G и p(nf i) ф (0, 0). Со

гласно i^gG(n), мы можем в силу генеричности G, не ограничивая общ
ности, предполагать p\\—«i^gG(п)» (индекс U опущен). Но последнее 
утверждение, как нетрудно проверить, означает n^dom(e) и i^e(n), 
где е=р (0). Но это вместе с р (я, i) Ф (0, 0) противоречит 2.2 (vii). 

2.6. ТЕОРЕМА О ПОКРЫТИИ. Пусть V — система, G есть U-г. ф., 
«Go, i(=gG(n) и /<=Fun. Тогда S%. покрывает f, если и только если $ф. 

Эта важная теорема основана на требованиях (iv) и (v) из опреде
ления 2.2 и раскрывает их специфику. 

Д о к а з а т е л ь с т в о с л е в а н а п р а в о . Пусть, напротив, feUni 
и S%. покрывает /. Это утверждение быстро приводит к существованию 
такого p<=P(U) (и даже p e G , но это не нужно), что: 

(1) n^dom(e) и i(=e(n), где е=р(0), и 
(2) р\\— «5„i покрывает f» (индекс U у ||— опущен здесь и ниже). 
Пусть р(п, i) = (s, X). Поскольку s^Seq не более чем счетно в L по 

2.2 (iii), то найдется такое 7&(Й[ , что dom(ft) <Zy для всех ftes. Полага
ем X'=X[J{(y, f)} и определяем p'(=P(U) условиями: р'(0) —р(0), 
рг(п, Т) = (5, X') и р'{пгу /) =р(пг, /) при тфп\)']фг. Используя р ^ 
^Р(с7), f^Uni и (1), нетрудно проверить, что действительно pf^P{U). 
Также очевидно р ' ^ р . 

5* 
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С другой стороны, р'(п, i) = (s, Xf) и (у, f) е Г . Отсюда и из части 
2.2(v) определения P(U) следует: если p"<=P(U), р " ^ р ' и р"(п, i) = 
=' ( s" , X"), то s" не покрывает f выше у. Тем самым, по определению 
S^ , имеем рх 1!—«Ŝ j яе покрывает f выше у», что противоречит (2) и 
р'^р. Слева направо теорема доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о с п р а в а н а л е в о . Вновь предполагаем противное: 
/ ££ Unh но Sni не покрывает /. Это приводит к существованию таких 
p£=P{U) и Y ^ ^ I » что выполняются следующие два утверждения: 

(3) n^dom(e) и i<=e(n), где е = р(0)у и 
(4) P lH^n i яе покрывает f вб^ше Y». 
Вновь пусть р(п, i) = (s, X). Совокупность jF={/ ' eFun: 3v[(v, / ' ) е 

еХ]} конструктивна и не более чем счетна в L, и F^Uni по определе
нию 2.2(iv). Тем самым f€jEF. Следовательно, найдется такое 6е(о[ , что 
6 ^ 7 и / | ^ ' ^ Г | б для всех f'^F. Полагаем s /=5(J{f|S} и определяем 
P'ZEP(U) и условиями: p ' ( 0 ) = p ( 0 ) , p'(n, i) = (s', X) и р'(/и,/) = 
=p(m, j) при т-фп\/\Ф1. 

Как и выше, pr^P(U) и p'S^p. Кроме того, р'(л, i) = (s'9 X) и f | 6 e 
G S ' , 6 ^ 7 - По определению S£. это влечет р' | |—«^[5^ не покрывает \ 
выше у]». Получилось противоречие с (4). Теорема доказана. 

2.7. К о д ы и т е о р е м ы о п р е д с т а в л е н и и . Ниже нам потре
буется проводить тонкое исследование множеств а^со и S^Seq, принад
лежащих генерическим расширениям. Для этого исследования вводятся 
две конструктивные совокупности кодов для упомянутых множеств. 

Через cod обозначаем совокупность всех конструктивных семейств 
вида c=(Q f t:&eco) таких, что каждое Qk есть подмножество множества 
Р0 мощности ^ ( о ^ в L. Если с такое, как указано, и G<=P0 (например, 
G есть U-r. ф. для какой-то системы [/), то вводим «наполнение» cG= 
= {k<=«>: GflQfc¥=0}. Ясно, что cGg=co и cGe=L[G]. 

Аналогично, через Cod обозначаем совокупность всех конструктив
ных семейств с— (Qh: ft^Seq) таких, что каждое Qh есть подмножество 
множества Р0 мощности ^со^ в L. Для такого с и произвольного G^P0 
полагаем cG= {/i^Seq : G H Q ^ O } . 

Дополнительно для каждой системы U вводим Cod(U) как совокуп
ность всех таких с= (Qh: /zeSeq)^Cod, что Qh^P(U) при любом 
fteSeq. 

Множества cod, Cod и Cod(f/) очевидно конструктивны. 
Следующая теорема показывает, что представление a<=L[G], asco, в 

виде a=cG, cecod, возможно для всех таких а. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть U —система и G есть U-г. ф., a^L[G], а^со. 

Тогда найдется такое c^cod, что a=cG. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Будучи элементом L[G], множество а опреде

лимо в L[G] некоторой формулой ср(&) с конструктивными параметрами 
и параметром G:a={&^co :e L[G] истинно ср(&)}. Пусть формула <р(&) 
получается из cp(fe) заменой параметра G константой G и каждого пара
метра x^L соответствующей константой х. 
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Р а с с у ж д а е м в L. Определяем для каждого &&со: Bk= {p^P(U): 
р\\— <p(k)} (индекс U у ||—опущен). Определение Bk можно провести в L, 
так как вынуждение выразимо в «исходной модели» ((5), 1.1.9). Далее, 
для каждого k<=® выбираем максимальную в Bk антицепь Qk^Bk (т. е. 
нет такого p^BhJ кторое противоречило бы любому q<=Qk). Тогда 
card(Qft) =^0)! по 2.3.1 и поэтому c=(Qh:k<=(u) принадлежит cod. Конец 
рассуждений в L. 

Докажем, что построенное с — искомое, т. е. a=cG. Согласно гене-
ричности G, выбору формулы ф и определению Вк имеем: k^a^Gf] 
Г\ВкфО. С другой стороны, по определению cG, будет k^cGz=GOQk=j£=0. 
Таким образом, достаточно доказать эквивалентность: < 5 П ^ А = 0 = G f ] 
f)Qf t=0 для каждого &есо. 

Импликация слева направо в этой эквивалентности очевидна, так как 
по определению Qk^Bh. А импликация справа налево без труда выводит
ся из выбора Qk как максимальной в Bh антицепи, генеричности G и 
утверждения 2.3.3. Подробности оставляются читателю. Теорема дока
зана. 

З а м е ч а н и е . По построению выполняется Qh^P(U) Vk. 
С учетом этого замечания после незначительной переделки доказа

тельства теоремы 1 нетрудно получить доказательство такой теоремы: 
ТЕОРЕМА 2. Пусть U — система, G есть U-e. ф., S<=L[Gl S<=Seq. 

Тогда найдется такое с<=Cod, что S — cG. 

§ 3. Построение системы U* 

После общих рассуждений § 2 мы построим в этом параграфе систе
му U*, обладающую тем свойством, что каждый £/*-г. ф. удовлетворяет 
второй формулировке основной теоремы 1.4. 

Все рассуждения в § 3 проходят в конструктивном универсуме L. 
3.1. П р е д в а р и т е л ь н ы е о п р е д е л е н и я . Пишем, что система 

V продолжает систему £/, если включение Uni^Vni выполняется для всех 
п, L Систему U называем маленькой, если каждое множество Uni имеет 
мощность ^ O i . Через PS обозначаем совокупность всех пар (U, V) та
ких, что U и V — маленькие системы, и UniDVn4=0 Vn, i. 

Если / П Е Й , то полагаем AS< m={(£/, V)^PS: для всех п^т и feco 
выполняется Uni=Vni=0}, и PS^m={(U, V)<=PS: для всех n<m и 
feco выполняется Uni=Vni=0}. 

Пусть U — система и /песо. Через U[<Cm] обозначим систему U\ 
определенную условиями U'ni = Uni при п<пг и U'ni = 0 при п>т. 
Аналогично, через U [> т] обозначаем систему £/", определенную условия
ми Uni = Uni при п > т и Unt = 0 при п<.т. 

Если а — ординал и (Uv : у е а ) — последовательность систем, то через 
\imUy обозначаем систему U, определенную условием Uni = U Iflii V/i, и 
Последовательность систем (Uy:yGa) называем непрерывной возрастаю
щей последовательностью (н.в.п.), если (1) каждая система Uv — малень-
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кая, (2) U продолжает Uy при у е Р е а и (3) I/ = lim £7V для всех 
предельных р е а. 

Две н. в. п. (£ / т :уеа ) и (У^'у&а) называем встречными, если 
(£/т, Ут) e P S для всех Y&OC. 

Наконец, если (t/, V) и ([/', У7) принадлежат PS, причем U' продол
жает U и V продолжает V, то пишем, что (£/', У7) продолжает (U, У). 

Система (/*, которая будет построена ниже, будет иметь вид U*= 
= lim Ua, где ( t / a :aeco2) —предварительно построенная н. в. п. . Од-

новременно мы построим другую н. в. п. (Fa:aG<o2), встречную с пер
вой. Построение обеих н. в. п. проходит в 3.6 после некоторых вспомога
тельных рассуждений 3.2—3.5. 

3.2. О пр е д е л и м о сть в Ясо2-Через Ясо2 обозначается множество 
{х: мощность транзитивного замыкания х меньше со2}. Используются 
стандартные обозначения 2П, Пп для классов е-формул (10). 

С целью уменьшения громоздкости, мы будем множество S ^ 2 = 
=[{XCZH(U2: X определимо в Ясо2 некоторой ^-формулой без параметров) 
обозначать через 42 ) . Аналогично, П%\ а Д{?} - 4 2 ) П П^. 

Далее, определяем 2„J = { X c Ясо2: X определимо в Ясо2 некоторой 
^-формулой, в которую {допускаются вхождения параметров из Ясо2}. 
Аналогично П%\ а A?> = П ^ Г) ^2 ) . 

Формулируется следующее утверждение об определимости в Ясо2 не
которых ранее введенных множеств. 

Rf) L е Е(
0
2), сог е 2i2), a следующие множества принадлежат Д(

2
2) '• 

{coi}, Seq, Fun, Р0> cod, Cod, {U: U — маленькая система}, PS, PS<m и 
PS>m равномерно no m*, {(£/, p): U — маленькая система и p(=P(U)}, 
{(P> Я) '• РУ Q^Po u P = Q} U {(P> Q): P» Q^Po непротиворечивы}. 

Н а б р о с о к д о к а з а т е л ь с т в а . Поскольку все рассуждения § 3 
проходят в L, то /?П£ = #^2£ ! ) . Далее, пусть cnt(x) — следующая 2 Г 
формула, выражающая не более чем счетность: Я/ [[ — функция из со яа 
*(J{0}]. Имеем: а>1={^: у — ординал и cnt(Y)}^2(

1
2). Точно так же, 

{со^ = {А,: К — ординал, ~cnt(A,) и (Vy^'k)cnt(y)}, т. е. {соJ определимо 
в Ясо2 формулой, являющейся конъюнкцией Е0-формулы «А,— ординал», 
П^-формулы «~cnt(^)>>, и Si-формулы «(VY^)cnt(Y)» (квантор 
(Vy^X) является ограниченным и не влияет на уровень определимости). 
Отсюда и вытекает {coi}^A(

2
2). 

А все остальные записанные множества определимы в Ясо2 формула
ми, составленными из формул вида cnt(x), x^Rf]L, х=ы{, с помощью 
пропозициональных знаков и ограниченных кванторов. Запись этих фор
мул получается непосредственной реализацией определений и оставляет
ся читателю. Единственная тонкость имеет место при рассмотрении по
следнего из указанных множеств, нужно воспользоваться 2.3.2 и запи
сать его в виде {(р, q)\ множества р, q и p\Jq принадлежат Р0}. 

* Это означает, что множества {(m, U) : гаесо и U^PS<m (или PS^m)} принадле
жат А(

2
2). 
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3.3. К а н о н и ч е с к о е п о л н о е у п о р я д о ч е н и е Ясо2. Напом
ним, что все рассуждения § 3 проходят в L. Это означает, что существует 
каноническое полное упорядочение (конструктивного) универсума. Че
рез <( обозначаем сужение этого полного упорядочения на множество 
Ясо2. Отношение <( на Ясо2 упорядочивает Ясо2 по типу со2 и имеет свойст
ва определимости, выраженные в следующем утверждении [см. (10), 
стр. 83]: 

1. Множества {(х, у): х, г/еЯсо2 и х-^у} и IS={{y : y^x}: хеЯш2} 
(совокупность всех начальных сегментов Ясо2 в смысле < )̂ оба принад

лежат Д<2). 
С помощью этого утверждения докажем «принцип униформизации»: 
ЛЕММА 2. Пусть Хс=Ясо2 х Ясо2, Х<ЕЕ Д^, AZ> 1. Тогда множество 

F = {(*> У) е X : у есть -^-наименьшее из таких у', что (х, у') е X} 
также принадлежит Дя2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеют место следующие два равенста для F: 
F={(x,y):(x,y)^X и Чу'\у'<У^(х,у')&Щ, 

F = {(*, i / ) : ( x , i / ) e X H 3 Z [ Z E / S & ; / E Z & ( V j / ' G Z ) [у' ^ г/-> 
-*(х,у')£Х]]}. 

Первое из них дает Пп-определение F в Яо2, а второе дает ^-опреде
ление. Приведение записанных формул к видам из n„ и 2П осуществля
ется с помощью утверждения 1 и Х^А^. Заметим, что квантор „(V*/'e 
^ Z ) " ограничен и не повышает сложности. 

Более подробное доказательство аналогичного утверждения см. в 
{10), теорема на стр. 86—87. 

3.4. П о с л е д о в а т е л ь н о с т и та, ta, U{a) и У(а). Эти множества 
играют важную роль в построении Ua и Va в 3.6 ниже. 

Для каждого а^оз2 построим множества та, ta, U{a) и V{a) так, что 
выполняются следующие три условия: 

1. т а есо , / аеЯю2 , (£/(а\ V^)^PS Va. 
2. Последовательности (ma : аесо2), (4 : а^со2), (£/(а) : а^оз2) и 

(V{a) : а<=со2) принадлежат совокупности А&К 
3. Пусть гаесо, /еЯсо2, %^со2 замкнуто и неограничено в со2 (т. е. 

Ux = co2 ^ U ( x R a ) ^ x (Эля всех а&:о2). Пусть также (£/а:аесо2) ^ 
(Уа : а^со2) — встречные н. в. п. Тогда найдется такое а ^ х , что m=ma, 
t=ta, Ua=U™ и Va=Via). 

Построение указанных множеств будет опираться на последователь
ность (Аа : аесо2) элементов множества Ясо2 с такими свойствами: 

(i) (Ла:а€=ю2)е=Д<2) и 
(п) если x ' s ab замкнуто и неограничено в со2 и (Ва : а<=со2) —по

следовательность элементов Ясо2, то найдется такое а&х', что Аа = 
= (ST:Ye=a). 

В свою очередь, существование такой последовательности опирается 
на принцип Енсена О Ш2, истинный в предположении V=L (а V=L 
предполагается в этом параграфе), см. (10), (14). Этот принцип утверж-
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дает существование последовательности (Sa: аео)2) множеств S a ^ a , 
удовлетворяющей такому условию: 

(1) если множество х^со2 замкнуто и неограничено в со2, и если 
Х^со2, то найдется такое aGx, что Xf)a = Sa. 

Анализируя любое стандартное построение такой последовательно
сти (10), (14), нетрудно с помощью принципа униформизации 3.3.2 прове
рить, что для нее выполняется: 

(2) (S a :ae© 2 )eA? } . 

Далее, для каждого аЕо)2 пусть С (а) есть а-ый в смысле порядка 
<̂  из 3.3 элемент множества #со2. Тогда функция С из со2 на #со2 конст
руктивна и принадлежит А (

х
2) вследствие выбора порядка < \ 

Строим Аа, исходя из Sa и С так: Aa=CSa= {С(|3) : |3<=Sa}. Из (2) 
и принадлежности С к Д^2) немедленно вытекает свойство (i) последова
тельности (Л а :аесо2) . Проверим (ii). Пусть У! и (Ва : a^co2) таковы, 
как указано в (ii). Положим Х={(Зесо2: С(?>) = {(у, #т)} для некоторо
го 7^о)2}. Положим также х " = {а<=со2: {С(р) : р<=ХГ]а} = {(Y> ^T) • 
Y^a}} и % = %/П>£//. Ясно, что Х^со2. Кроме того, нетрудно проверить 
замкнутость и неограниченность в со2 множества кп'. Значит, пересечение 
х двух замкнутых и неограниченных множеств само является таковым. 
Теперь в силу (1) найдется такое aGx, что Xf]a = Sa. Имеем: 
(fiT:Y€=a)( = {(Y, Вт) : Y^CC}) = {С((3): реХПа} (так как а^Ек") = 
= {С(р) : p^S a } (так как Х П а = 5 а ) = А * . Но по построению а е х ^ х ' . 
Доказательство (ii) закончено. 

Теперь, имея последовательность (Ла:аесо2) со свойствами (i) и 
(ii), мы определяем множества raa, /a, t/(a) и V(a). 

Пусть а^со2. Если Аа имеет вид ( а т : у ^ а ) , каждое ат есть четверка 
(га, /, С/т, Ут) (где га и t — одни и те же для всех у), и (£Л : у е а ) , 
(FT:Y^cc) —встречные н. в.п., то определяем raa = ra, ta = t, U{a)

 = \imUv 

и V(a) = HmVv-

Если же указанная группа условий не выполняется, то полагаем та = 
- / а = 0 и [/a) = V(a) = (со х со) х {0} (т. е. iffl = у£? = 0 V/i, 0-

Определение гаа, ta, U{a) и 1/(а) закончено. Проверим выполнение 
условий 1, 2, 3, сформулированных выше. 

Выполнение 1 очевидно из построения и определения lim. 
Далее, группа условий, детерминирующая две альтернативы построе

ния, выражает А^2) -отношение (это легко получается из (i) и 3.2). Отсю
да следует выполнение 2. 

Наконец, доказательство 3 получается применением (ii) к множест
ву % ' = { a e x : a предельно} и последовательности (B a :a^co2) , опреде
ленной условием Ва= (m, t, (7a, Va) для каждого a<=co2. При этом нужно 
учесть непрерывность последовательностей Ua и Уа, которая влечет ра
венства Ua = \im £/т и l/a = lim VT для предельных а^со2. 

Подробности мы оставляем читателю. 

file:///imUv
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3.5. З а п и р а ю щ и е п а р ы . Пусть (£/', V')^PS, /песо и Z)^#co2 
произвольно. Пишем, что пара (£/', V) т-запирает D, если выполняется 
одно из следующих двух условий: 

(i) (£/'[>/n], V'l^m])eED; 
(ii) нет пары (U", Vf/)<=D[~)PS^m, продолжающей (U'[^m], V'[^m\). 
Следующее утверждение очевидно: 
1. Если /песо, ссесо2 и /fe#co2, то найдется такая пара (U\ V')^PS, 

продолжающая пару (Uia\ Via)) (построенную в 3.4) и пг-запирающая 
множество D, что U'[<m]=U(a)[<m] и V[<m]=Vw[<m]. 

(Это утверждение верно, разумеется, не только для пар (С/(а), У(а)), 
но и для любой пары (U, V)^PS.) 

Через F™ (а) обозначаем наименьшую в смысле полного порядка <^ 
(3.3) из таких пар ([/', V). 

Далее, для каждого п ^ 1 фиксируем 2п-формулу \mn(x, t), универ
сальную в смысле следующего утверждения: если ^fe#co2, Хе2^2 ) , то 
найдется такое /е#со2, что Х={х^Ны2: в Ясо2 истинно ипп(л;, t)}. Опре
деляем Af£={x^#co2 : в #со2 истинно unn(x, t)}. Из выбора формулы 
unn имеем такое утверждение: 

2. {М?: tf e #со2} есть в точности совокупность всех ^-подмножеств 
множества #со2 (предполагается / г> 1). 

Наконец, для aG(o 2 и m e со определяем [/(ma) и l/(ma) так, что 
( [ / ш ) , И ^ - Т ^ а ) , где £> = МГ2 и * = /«. Из определений немедленно 
вйтекает такое утверждение: 

3. Пусть аесо2 и тесо . Тогда пара (Uima\ ]/{та)) принадлежит PS, 
продолжает пару (£/(а), У(а)), m-запирает множество Mf~2 и удовлетво
ряет равенствам U(ma)[<m]=U{a)[<ml Vima)[<m]=Via)[<m]. 

Как обычно, через £/„fa) и ]/„7a) обозначаются я, i-e компоненты систем 
укта) и y(ma) ^м^ (2.1). Отметим, что из двух последних равенств утвер
ждения 3 вытекает: U(

n?a) = iffi и Vn?a) = FL? ВСЯКИЙ раз, когда /г < /я, 
А теперь доказывается лемма об определимости компонент. 
ЛЕММА 4, Пусть /песо. Тогда множества (U^la): a ^ co2 а я, / e c o ) 

и (Vi7a)' a e co2 и я, i fe со) принадлежат Ащ\3. 
Доказательство проводим лишь для первого множества, доказательство 

для второго аналогично. Достаточно проверить, что последовательность 
(f/ma): a e co2) принадлежит А^{3- Из 3.2, 3.4.2 и принадлежности к сово
купности 2 т + 2 формулы unm+2 нетрудно получить следующий факт: мно
жество {а, (/', V ) : пара ([/', У) принадлежит PS, продолжает пару 
(t/(a), У(а)), т-запирает множество М^2 и удовлетворяет U'[<.m]~ 
= U{a) [ < т] и V [ < т] = V(a) [ < /и]} принадлежит Д^+3. Точнее, это 
множество определимо в #со2 конъюнкцией 2т+2-формулы, записываю
щей условие (i) для ([/', V) и связь с (U(a\ V{a)) и ta, и Пт+2-формулы> 
записывающей (ii) для (£/', V). 

Теперь принадлежность (f/(ma) : aeco2) к А^ьз следует из принципа 
униформйзации 3.3.2 и определений. Лемма доказана. 
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После предварительных построений 3.2—3.5 мы приступаем к по
строению последовательностей Ua и Уа, о которых говорилось в 3.1. 

3.6. ТЕОРЕМА О ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ £/а, Уа. Существуют 
последовательности (£/а:аесо2) и (У а :а^со2) , удовлетворяющие еле* 
дующим трем условиям: 

(i) эти последовательности являются встречными н. в .п.; 
(ii) если тесо , |Зесо2 и множество Z)^#co2 принадлежит 2 ( 2 | 2 , го 

найдется такое аесо2, а^ (3 , «/то пара (С/а, Уа) m-запирает множество D; 
(iii) если ПЕСО, то множества (U^t : а е с о 2 а i ^ со) & (У^-: а е со2 и 

i ^co) принадлежат 2^3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Укажем построение (Уа и Уа индукцией по 

а е со2. 
(а) Полагаем с7° = У0 = (со х со) х {0}, т. е. U°ni = С = 0 V n, i. 
(б) Если (3 е со2 предельно, то (/ = lim c7v и У13 = lim У7. 

(в) Пусть аесо 2 , и Ua, Va построены, ([/*, Уа) €= PS. Построим 
(c7afl, Уа+1) е PS. Для этого фиксируем n, i e со и укажем построение 
компонент (У "̂1 и У^1. Обратим внимание читателя на то обстоятельство, 
что это построение будет опираться лишь на компоненты Uni и У -̂ систем 
Ua и Уа (уже построенных), а не на «целые» системы Ua и Уа. 

Построение зависит от выполнения следующего условия: 
ma <C n, Uam = 1/Й>, У£ = Vg>. (*) 

Если (*) выполняется, то определяем т = ma, [/̂ Г1 = £Д?а) и Vnt1 = 
= ^n7a)(^rt?a) и ^л?а) — это n, i-e компоненты построенных в 3.5 систем 

,Ц(тос) у(та)х 

Если же (*) не выполняется, то определяем U™?1 = t/^ и Vn?1 = У™*. 
Определение сУ̂ /"1 и У /̂"1 закончено. 

Проведя таким образом определение Unt1 и У^1 для всех я, iG(o, мы 
получим системы Ua+1 и Уа+\ компонентами которых являются (У^/1 и У"^1-

Индуктивное построение Ua и Уа, аесо2, закончено. 
Докажем, что построенные последовательности удовлетворяют тре

бованиям (i, ii, iii) из формулировки теоремы. Начнем со следующих 
двух утверждений. 

1. Если a<=co2, TO (t/a, Va)<=PS и пара (Ua+\ Уа+1) продолжает пару 
(£/а, Уа). Тем самым, согласно части (б) индуктивного построения, по
строенные последовательности будут встречными н. в. п.. То есть выпол
няется требование (i). 

2. Пусть аеЕсо2 таково, что Ua=U{a) и Va=V{a). Тогда ua+i = U(ma\ 
У а + 1=У ( т а ) и пара (Ua+\ Уа+1) m-запирает множество Mfr2, где m = ma 
и t = ta. 

Несложное доказательство обоих утверждений непосредственно вы
текает из определений и утверждения 3.5.3 (в частности, используются 
равенства U{ma)[<m]=U{a)[<m] и V{ma)[<m]=V{cc)[<m] в 3.5.3). 
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Подробности доказательства 1 и 2 представляются читателю. 
После доказательства требования (i) из формулировки теоремы 

(утверждение 1) мы в 3.7 и 3.8 докажем также (ii) и (Hi) для построен
ных последовательностей и завершим тем самым доказательство тео
ремы. 

3.7. П р о в е р к а (ii). Итак, проверяем требование (ii) из формули
ровки теоремы 3.6 для построенных в 3.6 последовательностей. 

Пусть т е со, р е со2, D cz Ясо2, D e 2J$r2. Найдём такое а > р, что 
пара (С/а, Уа) будет га-запирать £). Согласно 3.5.2, множество D имеет 
вид D=Mf*2 для подходящего ^Ясо2 . Фиксируем это t и применяем 
3.4.3 для рассматриваемых га, /, множества х = {а^со2: а ^ р } и по* 
строенных в 3.6 последовательностей (они являются встречными н. в. п. 
по 3.6.1). Находим такое а^со2, се^р, что та = т9 ta = t, U{a) = Ua и 

Теперь применение 3.6.2 с учетом выбора t завершает доказательство. 
3. 8. П р о в е р к а (iii). Фиксируем я е о и докажем принадлежность 

к Е^з множества Е — {(a, i, Uni): а е со2 и f e w } (это более подробная 
запись множества (Uni: ос е со2 и J G СО)). 

Запишем следующую формулу: cpn(cc, i, и, v, и', i/)^aeco2&ieco&0, 
где 0 есть дизъюнкция Qt\/QZ9 а 0Ь 62—такие формулы: 

Q2^[u' =ukvr =v&[ma>ny ифи(
пУу v=hVnt]]. 

С одной стороны, из определения 3.6 вытекает следующее утверж
дение. 

1. Пусть а ^ со2 и i ^ со, а и\ v' e Ясо2 произвольны. Тогда формула 
<рп(а, i, {/л;, Vnb и', и') истинна в Ясо2, вела а только если и' = U^1 и 
V = С+1-

А € другой стороны, из 3.4.2 и 3.5,4 следует 
2. Множество {(a, t, а, У, и\ v'): в Ясо2 истинно cpn(a, f, и, и, a', v')} 

принадлежит совокупности Д̂ > . 
Теперь непосредственно приступаем к изучению сложности множест

ва Е. Вводим еще одну вспомогательную формулу: г|эп(а,/, /, g)^a<=co2& 
&ieco&[f, g— функции, определенные на множестве а+1]&/(0) = 
= g(0)=0& {для каждого предельного р ^ а выполняется /(Р) = ( J / ( Y ) 

" g (P)= Uff(T)]&(Vpe<z)9n(a, i, /(P), g(P), / (P+D, g (p+ l ) ) . 

Сразу же отметим, что из утверждения 2 вытекает 
3. Множество {(a, i, /, g) : в Ясо2 истинно i|)n(a, i, /, g)} принадле

жит Д<2) . 
Кроме того, из утверждения 1 и определения 3.6 следует: г|)п(а, i, f, g) 

истинно в Ясо2, если и только если Др) = [/Р. и g(p) = I/P. для всех 
Р ^ а . Значит, выполняется равенство Е={(а, i, и): в Ясо2 истинно 
3f3g b|^(a> /, /, g)&/(a)=w]}. Из этого равенства и из 3 получаем: 
£е=Е<2> . 
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Проверка требования 3.6 (iii) для второго множества (1/J* :аЕ0)2 и 
i^co) аналогична. 

Таким образом, проверка требований (i, ii, iii) из формулировки тео
ремы 3.6 для построенных выше последовательностей закончена. Теоре
ма 3.6 доказана. 

3.9. С и с т е м а U*. Итак, мы построили последовательности 
(£/а : ос<=(о2) и (1/ а :аео)2) , удовлетворяющие требованиям 3.6 (i, ii, iii). 
Эти последовательности фиксируются в дальнейшем изложении. Напом
ним, что их построение, как и все рассуждения § 3, проходит в конструк
тивном универсуме L. 

Определим U* = lim Ua и V* = lim Va и сформулируем несколько ут-

верждений, относящихся к U* и V*. 
1. Если р ^ а ^ с о 2 , то пара (£/а, Va) принадлежит PS, продолжает 

пару (£/р, Ур) и выполняется P{U*)^P(Ua)^P(U*). 
2. Unc = U 0%, Vnt = U У пи Uni П Vnt = 0. 

а~со2 аесо2 

з. p(t/*) = и Р(иа). 
ао*>2 

Утверждения 1, 2 легко получаются из 3.6 (i) и определения lim. Для 
доказательства 3 нужно обратить внимание на то, что в каждом р^Р0 
«участвует» лишь не более чем счетное число /^Fun . 

Несколько менее тривиальной является следующая 
ЛЕММА 4. Пусть п, i e со. Тогда множество Uni имеет мощность со2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное: card (Uni) ^ ^ I - Тогда 

U*ni(= H(D2 и поэтому, в силу 3.2, множество D = {((/, V) е PS: 
Uni'^zUni} принадлежит 2а2) (с параметром Uni). Значит, согласно 3.6 (ii) 
(при т = 0), найдется такое а^со2, что выполняется либо (а), либо (б): 

(а) (f/a, У а ) & 0 ; 
(б) нет пары (£/, F) ^ D , продолжающей (Ua, Vе"). 
Если выполняется (а), то по определению множества D будет Uni^Uniy 

что противоречит утверждению 2. 
Пусть выполняется (б). Покажем, что и в этом случае получается 

противоречие. Поскольку (с7а, Va) e AS по 3.6 (i), то множество Vni имеет 
мощность ^CO-L. Тем самым, согласно предположению в начале доказа
тельства, Vnt U U*nt также имеет мощность ^со1# Значит, найдется / е Fun, 
/ ф. Уы U Uni. Теперь определяем систему U' условиями: Unt = Uni U 
U {/} и Umj = i/щ/ при m=f=n\/j=j=i. Из выбора / ясно, что пара ([/', Va) 
принадлежит PS, продолжает пару (JJa, Va) и удовлетворяет / е £/т\ По
следнее означает, что ([/', Va) принадлежит D. Но это противоречит фор
мулировке (б). 

Итак, обе возможности (а) и (б) ведут к противоречию. Лемма до
казана. 

ЛЕММА 5. Пусть п е о . Тогда множества Сп = {(i, f)' i e со и 
f е £/^} и С = {(i, / ) u ' E ( o a / е V„f} принадлежит S{?+8. 
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Доказательство проводим для Сп\ доказательство для Сп аналогично» 
Из утверждения 2 имеем: Сп = {{i, / ) : ie= со & (Я а е со2) [/ еЕ £/£]}• Теперь 
С л е И ш следует из 3.6 (iii). 

§ 4. Конструктивность всех аналитически определимых в L [G] 
множеств натуральных чисел 

4.1. Т р е т ь я ф о р м у л и р о в к а о с н о в н о й т е о р е м ы . По
строенная в 3.9 система U* будет играть центральную роль в доказа
тельстве основной теоремы. Именно, теперь мы будем доказывать ОТ в 
такой форме: 

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА (третья формулировка). Если G есть 
U*-г. ф., то: 

(i) каждое a^L[G][]Rf аналитически определимое в L[G], является 
конструктивным; 

(ii) каждое конструктивное г^со аналитически определимо в L[G]. 
Вывод второй формулировки ОТ (1.4) из третей тривиален в силу 

существования £/*-г. ф., 2.4.3. 
Доказательству утверждения (i) посвящен § 4. Сперва в 4.2—4.6 мы 

вводим специальный аппарат отношения fore для изучения аналитиче
ской истинности в L[G], основанный на теореме о представлении 2.7.1. 
Затем в 4.7—4.9 доказывается утверждение (i). Доказательство исполь
зует одно утверждение — принцип ограничения 4.8(*),— проверка ко
торого выделена в отдельный § 5. 

Все рассуждения 4.2—4.6 и 4.8 проходят в конструктивном универ
суме L, как и рассуждения § 3. 

4.2. ~&Я - фор мул ы. Вводится специальный язык для изучения 
аналитической истинности в генерических расширениях. Здесь и ниже 
в § 4 буквами га, п, k обозначаются натуральные числа и переменные 
типа 0 (с областью пробегания со), буквой х — переменные типа 1 
(с областью пробегания ^(со)), буквой с — «коды», элементы множест
ва cod. 

Элементарной ~&Я-формулой называем формулу одного из следую
щих видов: m + n = k, m-n = k, m = n, k<=x, k^c. Далее, ~&Я-формулой 
называем формулу, полученную из элементарных с помощью ~ , & и 
кванторов Я&, Я*. Вид логических знаков ограничен по техническим 
соображениям. 

Для каждой ~&Я-формулы ср определяется ее сложность ел. ср: 
ел. ср = 0, если ф — элементарная формула; 
ел. <р&ф=тах(с./г. ф, ел. г|;); 
ел. 3.fap(k)=CA. г3.хср(х)=сл. ф; 
СЛ. ~Ц) = СЛ. ф + 1 . 
Интерпретация ~&Я -формул будет введена в 4.7. 
4.3. О т н о ш е н и е fore. Перед его определением вводим такое опре

деление: Tm={(U, V)(=PS: найдется такое р^со2, что U[<m]=U*[<m] 
и V[<m]=V%<m]}. Ясно, что Tm+i^Tm=T0 = PS. 
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Теперь определяем отношение р forĉ /ycp. В этой записи 'Предполагает
ся, что (С/, V)^PS, p^P(U)y а ~&Я-формула ф замкнута. Определение 
идет индукцией по длине формулы ф. 

(i) Пусть (замкнутая) формула ф имеет один из видов: m + n = ky 
m-n = k, m = n. Тогда plorcuvq>, если и только если ф истинна при обыч
ном понимании сложения, умножения и равенства натуральных чисел. 

(ii) Пусть ф есть формула k^c, где &^со и с= (Qt: Zeco) ecod. Тогда 
р lorcuv ф, если и только если найдется такое q^Qh, что p}=^q. 

(iii) р iovcuv ф&\|), если и только если р forc^y ф и р iovcuv я|з. 
(iv) plorcuv'3_kq)(k), если и только если найдется такое few, что 

piovcuvq)(k). 
(v) p forcLry Зхф(х), если и только если найдется такое cecod, что 

plOYCuv ф ( с ) . 
(vi) plorzuv~q, если и только если нет таких пар ([/', Vf)^TCJl^y 

продолжающих (U, 1/), и таких р ' ^ Р (£/'), что р'^р и / / forc^y ф. 
Определение fore закончено. Рекомендуем сравнить это определение 

с первоначальным определением вынуждения П. Коэном (3), стр. 218— 
219, в свете теоремы о представлении 2.7.1. Роль «параметрического 
пространства» играет у нас со как совокупность констант для натураль
ных чисел, и cod как совокупность констант для множеств натуральных 
чисел. 

Отметим следующие свойства fore: 
1. Если piovcuvq, то ((/, V)^PS, p^P(U) и ~&!3.-формула ф замк

нута (по определению). 
2. Если pforct/уф, пара (U\ V')^PS продолжает (£/, V), р ' е Я (£/')' 

и р ' ^ р , то p'forcL-'v-'cp. 
3. Если (£/, У)^Тсл.ч, то pforci/уф и piorcuv~y не могут выполнять

ся одновременно. 
Утверждение 2 без труда проверяется индукцией по определению 

отношения fore, a 3 следует из определения (vi). 
4.4. О п р е д е л и м о с т ь о т н о ш е н и я fore. Ниже в 4.7 мы дока

жем, что отношение fore связано с истинностью в генерических расши
рениях примерно так же, как и обычное вынуждение. Доказательство' 
этого факта будет существенно использовать специфику построения си
стемы [/*, 3.9, и в особенности свойство 3.6 (ii). Для возможности при
менения этого 'Свойства исследуем сложность отношения fore. 

Пусть ф(&1, . . . , km, # ! , . . . , Xi) есть ~&Я-формула и все ее свободные 
переменные выписаны. Определяем множество 

Рогсф= {(р, [/, У, ku . . . , kn, cu . . . , ct) : ([/, V) e P S , p^P(U), 
^Go), c{(=cod и p forcL̂ y ф (ku . . . , km, ci9 . . . , Ci)}. 

ТЕОРЕМА. F o r c e s ( Д ^ (определение 2<f в 3.2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для элементарных формул ф теорема сразу 

получается из различных утверждений 3.2, при этом квантор «Vq^Qk» 
в определении 4.3 (ii) является ограниченным и не повышает уровня 
определимости. Далее, проводим доказательство индукцией по длине 
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формулы ф. Индуктивные шаги 4.3 (iii, iv, v) также не представляют 
труда, и рассматриваются с помощью 3.2. 

Нетривиальным является лишь индуктивный шаг 4.3 (vi), который 
мы сейчас и разберем. Для простоты предположим, что ~&Я-формула 
Ф замкнута, т. е. не имеет свободных -переменных. Тогда по определению 
будет: 

Forc^p = {(/?, U, V): (U, V)^PS, PEEP (U) и V р', V U', V V [([/', V) е 
е Г „ . ф * ( ( / ' , V) продолжает (£/, V) &// е Р (£/')&// > /7-^ 

-ЧрМ/' , П^Рогсф]}. 
Если теперь предположить, что Forc<p ен 2 .̂ф+2 (индуктивное предполо

жение), то из 3.2 и Тт G 2i2|2 мы получим Foro^p^Efi^+a, т- е- F o r a g e . 
^ ^Й^ф+г» т а к к а к ^ - ~ Ф == сл- Ф + 1-

Наконец, использованное в этом рассуждении утверждение Тт е 2^+а. 
очевидно из свойства 3.6 (iii) последовательностей Ua и Fa, см. 3.9, 
а также из 3.2 и определения Гш. Индуктивный шаг сделан, теорема до
казана. 

4.5. О т н о ш е н и е fore с п а р а м и (Ua, Va). Для краткости усло
вимся писать /Погсаф вместо plorcua[/a Ф, где Ua и Va—члены последо
вательностей, фиксированных в 3.9. Докажем два утверждения об отно
шениях forca. 

1. Если р, q^P(U*)9 p^q, aeco2 и /НогСаф, то найдется такое Я<=со2, 
что q fore* ф. 

2. Если р, pi^P'(£/*) непротиворечивы, a, ai^co2, ^o я£ могут одновре* 
менно выполняться р к>гса~ф и pt !огса,ф. 

Д о к а з а т е л ь с т в о 1. Из 3.9.1 и 3.9.3 следует существование та
кого Я*=со2, А ^ а , что q^P(U^). Теперь применяем 4.3.2 с учетом 3.9.1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о 2. Предположим противное: р± forca, ф и 
/Ногса~ф. Согласно 2.3.3, найдется такое q^P(U*)J что q^p -и q^Pi. 
Рассуждая аналогично доказательству 1, находим такое |Зесо2, что 
q forcp фй(/ forcp~<p. Это дает противоречие с 4.3.3, так как пара (£/р, У13) 
очевидным образом принадлежит каждому множеству Тт. 

4. 6. ТЕОРЕМА О ПЛОТНОСТИ. Пусть ~&3.-формула <р замкнута. 
Тогда множество Q= {p<=P(U*)\ найдется такое а<=со2, что piorca(p или 
р fovea~ф} плотно в P(U*). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем p(=P(U*) и найдем такое p'<^Q, 
что p'z^p. Фиксируем также такое бесо2, что p^P(Ub) (существует в 
силу 3.9.3). Доказательство начинаем с определений: т = сл.ц) и D = 
= {(U, V)^PS>m: найдется такая пара (£/', V')^Tm и такое p'<=P(Uf), 
что U=U'[^m], V=V'[^ml р'^р и / / f o n w Ф} (определение PS^m 
и U[^>m] в 3.1). Из 3.2, теоремы 4.4 и утверждения Г т е 2 ^ | 2 <в доказа
тельстве 4.4 получаем Z)<=2^j2. Значит, по 3.6 (ii), найдется такое у е ^ , 
7 ^ 6 , что пара (£/т, 1/т) будет m-запирать множество Z). Это означает, 
что выполняется одно из следующих двух утверждений: 

(а) пара (f/T[^m], V\^m\) принадлежит множеству D; 
(б) нет пар (U, У ) е Д продолжающих (U\^m\ V\^rn\). 
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Пусть выполняется (а). По определению Z), найдутся такие 
(£/', Vf)^Tm и р ' е Р (£/')> что выполняются два следующих условия:. 

(1) £/ /[>m]=J/T[>m], V'[^m]=V^m]n p'^p; 

(2) р' forcc/'уф. 

Заметим, далее, что ([/', У ) е Г т влечет по определению Гто сущест
вование такого (3^со2, что выполняется: 

(3) и\<т]=и*[<т]и V'[<m]=V*[<m]. 
Определяем а = тах((3, у) и из (1), (3) и 3.9.1 имеем: пара (Z7a, Va) 

принадлежит PS и продолжает пару ([/', У7)- Отсюда и из (2) и 4.3.2 
следует //forcacp, т. е. p'^Q. Наконец, р'^р выполняется по выбору //, 
(1). Случай (а) рассмотрен. 

Пусть теперь имеет место (б). Покажем, что тогда будет pforcT~cp 
(т. е. уже р принадлежит Q). Предположим противное. Заметим, что из 
выбора б, 3.9.1 и у^8 следует р^Р(£Л). Значит, предположение про
тивного влечет, по определению 4.3 (vi), существование такой пары 
(£/', Vf)<=Tm, продолжающей (U\ 1/т), и такого р ' ^ Р (£/'), что р'Ю^р и 
p'forccr^cp. Теперь, обозначая U=U/[^m] и V=V/[^m], очевидно, име
ем (£/, l/)eZ). Кроме того, пара (£/, V) будет продолжать (£ / т [^т] , 
У т [^т ] ) , так как (£/', V') продолжает пару ([/т, Ут). Но это противо
речит предположению (б). 

Противоречие завершает доказательство pforcT~<p. Тем самым уже 
само р принадлежит множеству D в случае (б). 

Оба случая рассмотрены, теорема доказана. 
4.7. С о г л а с о в а н н о с т ь и с т и н н о с т и и fore. До сих пор рас

суждения § 4 проходили в конструктивном универсуме (см. 4.1). В этом 
пункте рассуждения проходят в универсуме всех множеств. 

Перед доказательством теоремы о связи истинности и fore, играющей 
центральную роль но всем аппарате fore, введем интерпретацию 
~&Я-формул. Если ф есть ~&Я-формула и G^P0 (например, G есть 
U*-r. ф.), то определяем cpG как результат замены в ср каждой констан
ты cecod на cG (определение cG см. в 2.7). Формула cpG будет аналити
ческой формулой с параметрами из L[G]. Заметим, что фс совпадает с ф, 
если ф не имеет констант из cod. 

ТЕОРЕМА. Пусть ~&'3.-формула ф замкнута и G есть и*-г.ф.. Тогда 
Ф° истинно в L[G], если и только если найдутся такие а^оо^ и p e G , что 
pforcacp. 

Доказательство проводим индукцией по длине ф. Тривиальное рас
смотрение формул 4.3 (i) и индуктивных шагов 4.3 (iii, iv) оставляется 
читателю. Рассмотрим формулу ф вида 4.3 (ii), т. е. ф есть формула 
^ Е С , где yfeeco и с= (Qi: Z^co) <=cod. 

Пусть ф° истинно в L[G]. Это означает, что k(=cG
7 т. е. G H Q ^ O по 

определению cG (см. 2.7). 
Введем множества Q+= {p^P(U*): найдется такое q^Qk, что p^q) 

и Q~='{p^P(U*) : p противоречит каждому q<=QkDP(U*)}. Нетрудно 
проверить, используя 2.3.3, что множество Q = Q+{jQ- плотно в Р (£/*). 
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Кроме того, Q конструктивно, так как с и, следовательно, Qfe,— кон
структивны (см. 2.7). 

Итак, GnQ¥=0. Пусть peGflQ- Заметим, что не может быть p e Q " , 
так как GplQ^O, a G^P(U*)—фильтр. Следовательно, имеет место 
p e Q + . Но по определению 4.3(H) это и означает, что р1отсак^с, где 
аесо^ таково, что p<=P(Ua) (такое а существует в силу 3.9.3 и 
ре=Р (£/*)). 

Обратно, пусть p ^ G , aeco^ и plorcak^c. Это означает по опреде
лению 4.3(H), что p^q для некоторого q^Qk. Заметим, что из p^q, 
^ / G P 0 И p^P(U*) вытекает q^P(U*). Значит, поскольку G — фильтр и 
p ^ G , (Имеет место q^G. Таким образом, Gf)Qk=£Oy т. е. k^cG по опре
делению 2.7. 

Случай формул ф вида 4.3(H) рассмотрен. 
Сделаем теперь индуктивный шаг 4.3 (v), т. е. рассмотрим такую 

~&Я-формулу Ц)(х), что теорема уже доказана для ф(с) при любом 
«c^cod, и докажем теорему для формулы Зхф(л:). 

Пусть С3.хц)(х))а истинно в L[G]. По теореме 2.7.1 найдется такое 
•c^cod, что ф(с)с истинно в L[G]. Индуктивное предположение влечет 
существование таких p^G и а^со^, что рк>гсаф(с). Тем самым 
pforca Эхф(л:) по определению 4.3 (v). 

Обратно, пусть p^G, a^co^ и р forca Э.хц)(х). Это означает, что 
р1отсац)(с) для некоторого cecod. По индуктивному предположению, 
<p(c)G истинно в L[G] и т. д. 

Сделаем, наконец, индуктивный шаг 4.3 (vi). Предположим, что тео
рема доказана для формулы ф, и докажем ее для ~ ф . 

Предположим, что ( ~ ф ) с истинно »в L[G]. Это означает, что фа ложно 
в L[G] и тем самым, по индуктивному предположению, нет таких p^G 
и a^G)£ , что piorcaq>. Следовательно, по теореме 4.6 и в силу генерич-
ности G, найдется такое p^G, что р!:огса~ф для некоторого аесо£ , 
что и требовалось. (Замечание: множество Q из условия теоремы 4.6 
конструктивно, так как все рассуждения в 4.2—4.6 проходили в L.) 

Обратно, пусть p^G, a^co^ и р):огса~ф. Предположим противное: 
( ~ ф ) с ложно в L[G], т. е. фа истинно в L[G]. По индуктивному предпо
ложению, найдутся такие Pi^G и а ^ с о ^ , что р^ ):огса1ф. Но G — фильтр, 
т. е. р и pi непротиворечивы. Это дает противоречие с 4.5.2. Индуктив
ный шаг сделан, теорема доказана. 

4.8. П р и н ц и п о г р а н и ч е н и я . В этом пункте вновь рассуждаем 
в L. Сразу же отметим такое следствие теоремы 4.7: 

С л е д с т в и е 1. Если р ^ Р (£/*), a G % и замкнутая ~&!3.-формула ф 
не содержит констант из cod и удовлетворяет р forca ф, то р\\—* «ф истин
но (sL[G])>>. 

Несколько замечаний к формулировке этого следствия. Через 
|—* обозначено отношение \—и; а U* — система из 3.9. Далее, непо
средственно получая это следствие из теоремы 4.7, мы должны были бы 
записать р||—* «ф° истинно в L[G]». Но так как следствие ограничивается 
лишь формулами, не .имеющими констант из cod, то верхний индекс G 

<§ Серия математическая, № 6 
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можно опустить, поскольку для всякой такой формулы <р и всякого G^P0, 
формула q>G совпадает с ср. 

Отметим также, что каждая замкнутая ~&Я -формулаг не содержа
щая констант из cod, будет (замкнутой) аналитической формулой, не 
имеющей параметров из R, и, следовательно, можно говорить о ее истин
ности или ложности (в L[G]). 

Теперь формулируется следующий «принцип ограничения»: 
(*). Пусть ~^-формула ф замкнута и не содержит констант из 

cod. Пусть также га^со, ел. ф ^ т , (£/, V)^PS, p^P(U) и plorcuv~q). 
Тогда р [ m 1огсиу~у (определение р [ m в 2.3). 

Этот принцип 'будет доказан ниже. А здесь с его помощью докажем 
теорему, непосредственно ведущую к доказательству 4.1(1). 

ТЕОРЕМА 2. Если p^P(U*) и ~&!&-формула ^>{k) с единственной 
свободной переменной k не содержит констант из cod, то р\\—* «множест
во {&^о:г|)(&) истинно (в L[G\)} конструктивно». 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определяем Qk={p^P(U*): найдется такое 
aG(o2, что либо р\\—*я|)(к), либо р\\—*~i|)(k)}, и Q= П Qk- Таким обра-

зом, Q состоит из всех p<=P(U*)y «решающих» каждую формулу г|)(к), 

Из определения Q следует такое утверждение: 
(1) если q^Q, то q\\—* «множество {k^(u:ty(k)} конструктивно». 
Действительно, определим r={k^ay: q\\—*i|)(k)}. Тогда, с одной сто

роны, г конструктивно, так как вынуждение выразимо в «исходной мо>-
дели» L ![(5), 1.1.9]. А с другой стороны, из q^Q следует, что. 
q\\— *«{^ео): яИ&)} = г». 

Благодаря утверждению (1), для доказательства теоремы достаточ
но доказать такую лемму: 

ЛЕММА. Если p<=P(U*)y то найдется такое q(=Q, что q^p. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Поскольку множество \р\ конечна 

по 2.2(i), то найдется такое теса , что ел. ty(k)<Cm и \р\^т. Проверим, 
следующее вспомогательное утверждение: 

(2) если йесо, pf<=P(U*) и \р'\^т, то найдется такое p"<=Qh, что 
р"^р' и \р"\<^т. 

В самом деле, по теореме 4.6 найдутся такие аесо2 и feP (£/*), что 
i^zp', и либо /forca~i|)(&), либо / fo rc a ~ ~яр(&). Покажем, что р" = 
= t ) т будет искомым. Действительно, p"^P{U*) следует из t^P(U*)y 
\р"\^т очевидно из построения, а р"^р' без труда получается из t^pr 

и |р ' | ^т. 
С другой стороны, по выбору т мы получим сл.^(к) ^т и сл.~ 

~ty(k)^:m. Значит, применим принцип ограничения (*), который дает: 
либо // /forca~i|)(&), либо p"forc a ~ ~г|)(&). Следствие 1 позволяет пе
рейти к.'||—*: либо p"|b-*~i|y(k), либо р" |Ь~ *~ — -ф (к). Но последнее 
утверждение очевидным образом влечет р"\\— *^(k). Таким образом,. 
p"^Qhi что и требовалось. Утверждение (2) доказано. 

Продолжаем доказательство леммы. Доказанное утверждение (2) 
позволяет индукцией по k построить последовательность (pk: k^®), удо
влетворяющую таким трем условиям: 
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(i) р0 = р и pk+i(=Qh для всех k<=u>\ 
(ii) | pk | ̂ m для всех &eo>; 
(iii) Pk^pk+i для всех &eco. 
Покажем, что эта последовательность мажорируется некоторым q^ 

е Р (£/*), которое и будет искомым. Введем следующие обозначения: 
ek = Pk (0), (sni, Xni) = pk (n, i). 

Далее, определяем 
e = \Jek, sni = U s^ и Xni = U Xk

ni. 
k—ti) k~to feCD 

Наконец, вводим функцию q, определенную на множестве (0}|J(coXo)) 
условиями q(0) =е и q(n, i)= (snh Xni) для всех п, /есо. 

Первым делом докажем, что q^P(U*). Поскольку все построения 
этого пункта проходят в L, то q автоматически конструктивно. Теперь 
нужно проверять условия 2.2 (i—vii) для q. Начнем с 2.2 (i). 

Из (iii) следует, что (eh: йесо) будет возрастающей (нестрого) по
следовательностью конечных функций, ek^odX(Rr)L) Vk. Но согласно 
(ii) будет dom(eh)^m Vk. Значит, (eft: 4 Е Й ) стабилизируется и e = eh 
для некоторого k. Тем самым требование 2.2 (i) для q выполнено. 

После этого проверка 2.2 (ii—vii) для q без особых трудностей осу
ществляется с учетом (iii) и принадлежности к P(U*) каждого pk. По
дробности оставляются читателю. 

Итак, qeEP(U*). Кроме того, из построения очевидно, что q^pk Vk, 
и тем самым q^p=^p0. Наконец, из (i) следует q^Qh Vk, т. е. q^Q. 
Итак, q — искомое, лемма доказана. Доказательство теоремы закончено. 

4.9. К о н с т р у к т и в н о с т ь а н а л и т и ч е с к и о п р е д е л и м ы х 
м н о ж е с т в . Рассуждения этого пункта проходят в универсуме всех 
множеств. Мы уже имеем достаточно информации для доказательства 
утверждения 4.1 (i) 

ТЕОРЕМА. Если G есть 1)*-г. ф. и a^L[G]f]R аналитически опреде
лимо в L[G], то а конструктивно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть <р(k) — аналитическая формула без па
раметров, определяющая а в L[G]\ а={£<=со: в L[G] истинно ф(/е)}. Вы
разив в ф(&) знаки V, -^, = и V через ~ , &, Э, мы получим ~&Я-фор-
мулу г|)(&) без констант из cod, так же удовлетворяющую a={k^(o: в 
L[G] истинно ty(k)}. Применение в этой ситуации теоремы 4.8.2 с учетом 
известных (5)> 1.1.9, соотношений между вынуждением и истинностью 
в генерических расширениях, завершает доказательство. 

Таким образом, желаемый результат 4.1 (i) доказан нами в предпо
ложении, что выполняется принцип (*) из 4.8. 

§ 5. Доказательство принципа 4.8(*) 

Доказательство этого принципа основано на идее, использованной в 
доказательстве леммы на стр. 261 в (3). Сперва в 5.1—5.3 мы вводим и 
изучаем особые преобразования множеств, входящих в аппарат fofc, a 
затем в 5.4—5.6 доказываем принцип 4.8(*). 

6* 
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Все рассуждения § 5 проходят в конструктивном универсуме. 
5.1. П р е о б р а з о в а н и я . Фиксируем /ПЕШ. Через Гш обозначаем 

совокупность всех таких биекций я множества о) на себя, что я(/) = / для 
каждого / < Ж Каждой паре я^Г™, b^coi мы сопоставим преобразова
ние [nb], действующее на множества нескольких видов. 

Итак, пусть я е Г т и Ь^оог, определяем действие [nb]. 
Если ft^Seq и a = dom(/z) (eo)i), то через Ыг обозначаем функцию /г', 

определенную на а условиями: h'(y) = h(y) при у^а—Ь и h'(y) = 1—h(y) 
при y^af]b. Ясно, что bh^Seq и a = dom(bft). 

Аналогично, если feFun, то через bf обозначаем функцию / ' eFun, 
определенную так: f'(y)=f(y) при Y ^ ^ I — b и f'(y) = l—f(y) при V G 6 . 

Если s^Seq и г/^Fun, то полагаем bs={bh: h^s) и bu={bf: f^u}. 
Пусть теперь U является системой. Через [nb] U обозначаем систему 

U\ определенную условиями: Uni = Uni при n<Z.m и U'n(n)i = bUni при 
n > m (напомним, что Uni S Fun, 2.1). Благодаря я<=Г т , эти два условия 
не дают противоречия и определяют Ukc при любом k e со. 

Если X^coiXFun, то полагаем ЬЯ={(-у, Ь/) : (у, f)^X}. 
Пусть р^Р0. Через [nb]p обозначаем (единственное) q^P0i удовле

творяющее таким трем условиям: 
1) если е = р(0), то q(0) есть функция ег, определенная на множестве 

я" | р | условием е' (я (/)) = е (/) V / e | р | (напомним, что | р \ = dom (p (0)) = 
= dom(e),2.2); 

2) если п^т и р(п, i) = (s, X), то q(n(n), i) = {bs, ЪХ)\ 
3) если n<m, то q(n, i) =p{n, i). 
Из я е Г т следует, что эти три условия вводят единственную функцию 

q, определенную на множестве {0}|J(<*>Xco). Мы предлагаем читателю 
убедиться в том, что эта функция q действительно принадлежит Р0. 

Далее, если с= (Qk: feeco)ecod, то полагаем [nb]c = ( Q / : &есо), где 
Qh'={[nb]p:p(=Qk} V&eco. 

Наконец, если ср есть ~&Я-формула, то через [яЬ]ср обозначаем ре
зультат замены в ср всех констант c^cod на [nb]c. 

Определение преобразования [nb] закончено. Отметим, что это опре
деление очевидно зависит не только от я, Ь, но и от т. Мы не указываем 
эту зависимость от т явно для уменьшения громоздкости. Ниже из кон
текста всякий раз будет ясно, какое т участвует в определении. 

5.2. С в о й с т в а п р е о б р а з о в а н и й [nb]. Натуральное число т 
из 5.1 остается фиксированным. Фиксируем также я ^ Г т и bsah . Не
сложная, хотя местами и довольно громоздкая проверка следующих де
вяти утверждений, предоставляется читателю. 

1. Если р^Ро, то [nb]p<=P0 (мы уже отметили это в 5.1). 
2. Если U — система, To[nb]U — также система. 
Э\ Если (U, V)<=PS, то ([nb]Uf [nb]V)^PS. 
4. Если cecod, то [nb]c^cod. 
5. Если p^P{U)f To[nb]p<=P([nb]U). 
6. Если р*=Ро и U— система, то ([nb]p) \m==p[m и U\[<.m] = 

= {[nb]U)[<m]=[nb](U[<m]). 
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7. (следствие 6 и 3). Если (£/, V)^Th, k^m, то ([nb]U, [л&] V)€=7\. 
8. Если p-^q, то [nb]p^[nb]q\ если система V продолжает систему U, 

то [nb]V будет продолжать систему [nb]U. 
9. Действие [nb] обратимо в следующем смысле: если, например, р^ 

G P 0 , ТО [п~Щ{[пЬ]р) ={пЬ]([п~1Ь]р) =р; аналогичная обратимость имеет 
место при действии на системы, коды (элементы множества cod) и 
~ &№-формулы. 

5.3. И н в а р и а н т н о с т ь fore. Фиксируем в этом пункте /песо. 
В формулировке и доказательстве следующей теоремы действие всех 
преобразований [nb] осуществляется в смысле этого т. 

ТЕОРЕМА. Если (U, V)EEPS, peEP(U), яеГ» , &£-o>i, ~Ш.-формула 
Ф замкнута и удовлетворяет сл.<р^.т+1 и, наконец, если pforcuvip, TO 
выполняется [nb]p !огс[яЬ]^[я6]У{яЬ]ф. 

Доказательство проводим индукцией по числу логических знаков 
( ~ , &, 3) в ф сразу для всех множеств £/, V, р, я, b указанного вида. 
Достаточно доказать следующие шесть утверждений: 

1. Теорема верна для каждой формулы ф вида 4.3 (i). 
2. Теорема верна для каждой формулы ф вида 4.3 (ii). 
3. Теорема верна для формулы фДфг в предположении, что она верна 

для каждой из формул (pt и ф2. 
4. Теорема верна для формулы 3&ф(&) (k — переменная типа 0) в 

предположении, что она верна для формулы ф(&) при любом &&со. 
5. Теорема верна для формулы Э.х<р(х) (х — переменная типа 1) в 

предположении, что она верна для формулы ф(с) при любом c<^cod. 
6. Теорема верна для формулы ^<рб предположении, что она верна 

для формулы [nb]q> (и, естественно, в предположении, что выполняется 
С Л . ~ ф ^ / П + 1 ) . 

Утверждения 1 и 2 представляют первый шаг индукции, а утвержде
ния 3—6 — индуктивный шаг. Перед доказательством этих утверждений 
обозначим U'=[nb]U, V/ = [nb]V и p'=[nb]p. 

Утверждение 1 очевидно из определения 4.3 (i), так как условия 
(£/', V) EEPS И //«=Р(£/') имеют место благодаря 5.2.3 и 5.2.5. 

Д о к а з а т е л ь с т в о 2. Итак, пусть ф есть AGC, где £&со и с = 
= (Qr. /&co)<=cod. По определению 4.3(ii), piorcuv<p означает, что най
дется q^Qu, удовлетворяющее 

(1) p^q. 
Из утверждений p<=P(U) и (1) с помощью 5.2.5 и 5.2.8 имеем: 
(2) множество p'=[nb]p принадлежит P(U') и удовлетворяет p'z^q', 

где q'=[nb]q. 
Но согласно определению [nb] с и определению 4.3 (ii) утверждение (2) 

влечет р' forc^,^ e [nb] с, т. е. р' f o rc^ , [nb] <р, что и требовалось. Дока
зательство 2 закончено. 

Тривиальные доказательства 3 и 4 оставляются читателю. 
Д о к а з а т е л ь с т в о 5. По определению 4.3(v), piovcuv

T3.x^(x) 
влечет pforcwp(c) для некоторого cecod. Но теорема верна для ц>(с) 
по предположению. Значит, выполняется p'toTCwrf (с'), где ц>'(х) есть 
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формула [пЬ]ц)(х), а с'=[nb]c (^cod по 5.2.4). Следовательно, по 4.3 (v), 
мы имеем p'forctry'Hxq/^), т. е. p/fovcU'v{^b],3.xxp(x)i что и требовалось. 

Д о к а з а т е л ь с т в о 6. Через ф' обозначаем формулу [тсЬ]<р. Ясно, 
что [яЬ]~ф есть ~ q / . Определяем k = cA.<p/\ тогда k^im, так как сл.ф' = 
— ел. ф, а ел. ~ ф ^ : т + 1 по формулировке 6. 

Предположим противное: теорема не верна для ~-ф, т. е. выполняют
ся следующие два утверждения: 

(3) pforct7F~ф, 
(4) не верно, что р' югс с / ,у /^ф'. 
Поскольку (£/', Vf)<=PS и p'^P(Uf) следуют из условия теоремы и 

5.2.3, 5.2.6, то по определению 4.3 (vi) утверждение (4) дает существова
ние такой пары (1У, V')<=7\, продолжающей пару (£/', У) , и такого р ' е 
^ P ( U ' ) , р ' ^ р ' , что выполняется: 

(5) р'forcy, у,ф'. 
Но по формулировке доказываемого утверждения 6 теорема верна 

для формулы ф/ = [яЬ]ф. Значит, на (5) можно подействовать преобразо
ванием [я_1й] и получить: 

(6) pforcuv ф, где р=[я~1&]р/, U = [n_1b]U/ и V=[n-ib]V/ (совпадение 
формул ф и [лг^ф следует из 5.2.9). 

С другой стороны, из выбора LT, V, р', определения £/', V, рг (в на
чале доказательства теоремы) и различных утверждений 5.2, применяе
мых к преобразованию [я_1Ь], нетрудно получить: 

(7) (U, V)e=7\, (U, V) продолжает (£/, У), P^P(U) и р ^ р . 
Теперь утверждения (3), (6) и (7) ведут к противоречию в соответ

ствии с определением 4.3(vi). Полученное противоречие опровергает 
предположение противного (конъюнкцию (3) и (4)). Утверждение 6 и 
теорема доказаны. 

5.4. Н а ч а л о д о к а з а т е л ь с т в а п р и н ц и п а 4.8(*). П р е д п о 
л о ж е н и е п р о т и в н о г о . После предварительных рассуждений 5.1 — 
5.3 приступаем к доказательству 4.8(*). До конца § 5 фиксируем замк
нутую ~&Я-формулу ф, не содержащую констант из множества cod. 
Фиксируем также, в соответствии с формулировкой 4.8(*), такие m, k, 
р, U и V, что выполняется следующее утверждение: 

1. т(=со, к = сл. ф<с:т, (£/, V)<=PS, p(=P(U) и plorcuv~q). 
Докажем, что р[т ! о г с ^ ~ ф . Предположим противное. Поскольку 

р [ m^P(U) легко следует из p<=P(U), то по определению 4.3(vi) пред
положение противного влечет существование множеств р, V, F, удовле
творяющих таким двум условиям: 

2. (0\ F)e=7\, (0,V) продолжает (U,.V) up^P(U). 
3. р > р [ши /Иогс^-рф. 
Ниже в 5.6 мы собираемся получить противоречие, которое опроверг

нет сделанное предположение противного. 
5.5. П о с т р о е н и е £/', V, р\ Эти множества, играющие важную 

роль в получении противоречия, будут построены действием на £7, V и р 
подходящего преобразования [nb]. Укажем выбор я и ft. 
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В ы б о р я. По определению 2.2 (i) множества \р\ и \р\ будут конеч
ными множествами натуральных чисел. Значит, найдется такое iV^co, 
что | / 7 |и | , р |—^ Теперь нетрудно выбрать я ^ Г т , удовлетворяющее та
кому требованию: Vj[m^.j<N-*~n(j)'^N]. Фиксируем это я е Г т . 

В ы б о р Ь. Полагаем F = (J (UnAJVm). Поскольку (£7, V)^PS, TO 

.F^Fun будет множеством мощности ^coi. Пусть ((/а, ga): «E©i) —ка
кая-то нумерация множества FxF. Определяем Ь = {аесо4: / а(а) = 
= £«(«)}• 

Из выбора Ъ и определения 5.1 немедленно вытекает: 
(а) если /<=/% то Цф.Р (определение bf см. в 5.1). 
Итак, выбраны я е Г т и ft&oi. Теперь определяем р/==[пЬ]р, U' = 

==[nb]tf и V/={nb]V (действие [nb] осуществляется в смысле фиксирован
ного в начале 5.4 натурального числа т). Доказываются следующие свой
ства множеств //, U\ V: 

1. (U\V')esTk9 p' e=P(U')9 p'),m=£imm 

2. U'[<m] = U[<.m\ и V'[<m\=V[<ml 
3. \р\П\р'\<=т. 
4. p 'forc^cp. 
5. £о/ш п > m w t eco , mo £/„* fl ^ = U'm П *̂* = 0. 
Утверждение 1 следует из 5.4.2 и 5.2.7, 5.2,5, 5.2.6. 
Утверждение 2 следует из 5.2.6. 
Для доказательства 3 отметим, что по выбору N выполняется \p\^N. 

С другой стороны, нетрудно проверить, что \р\ = я" | /? | , и тем самым по 
выбору N и я будет: если / е | / / | , то либо ]<.т, либо j^N. Теперь 3 оче
видно. 

Далее, утверждение 4 следует из 5.4.3 и теоремы 5.3; совпадение фор
мул ф и [nb](p имеет место в силу отсутствия в формуле ср констант из cod. 

Осталось проверить 5. Пусть п^т, £(=оо. Докажем, например, что 
Unif)V'nl = 0 (второе равенство доказывается аналогично). Пусть, напро
тив, g^Unif)Vni. Поскольку система V продолжает U по 5.4.2, то мы по
лучим g^Uni и тем самым g^F. 

С другой стороны, из я ^ Г т , п^т, g^V'ni и определения V'=[nb]V 
следует существование таких п'^т (именно, n/ = n~i(n)) и f^Vn'b что 
g = bf. Снова / G F ПО определению F. 

Итак, /, g^F и g = bf. Но это противоречит (а). Утверждение 5 дока
зано. 

5.6. З а в е р ш е н и е д о к а з а т е л ь с т в а 4.8(*). Итак, построены 
множества £/', V и //, удовлетворяющие требованиям 1—5 из 5.5. Ис
пользуем эти множества для получения противоречия, которое опроверг
нет предположение противного из 5.4 и тем самым завершит доказатель
ство принципа 4.8(*). 

Положим р" = р У р' (определение действия V см. в 2.3) и введем 
системы U" и V условиями (fnt = Uni U U'm и V'm = Vni U V'ni. 

Доказываются следующие вспомогательные утверждения. 
1. Если п-<т и t e c o , то Uni^Uni и Uni^V-'nt-
2. Если п> i е со, то Uni П У'т = U'm П Ут = 0. 
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3. Пара (U", Vй) принадлежит PS и продолжает пары (U, V) и 
{V, п -

4. £/"(<&]= ^ K f e ] и V'\<k]=V\<k\ {k введено в 5.4). 
5. Пара (U", Vй) принадлежит Th. 
6. p"^P0i р " ^ Р , Р"^Р'. 
7. р"е=Р(С/"). 
Утвержедние 1 следует из 5.4.2, 5.5.2. 
Утверждение 2 при п^пг сразу получается из 5.5.5. Если же п<ту 

то 2 непосредственно следует из 1 и равенства U'nif)Vni=0, вытекающе
го из (£/', V ) e P S (а последнее справедливо благодаря 5.5.1, так как 
Tk^PS). 

Далее, (£/", V")^PS следует из утверждения 2 и того обстоятель
ства, что пары (U, V) и (С/7, У7) принадлежат PS (для пары (С/, V) это 
отмечено в 5.4.1). Оставшаяся часть утверждения 3 очевидна. 

Для доказательства 4 достаточно применить 1 с учетом k^.m и опре
деления U" и V"'. Теперь из 4, определения 7\ и утверждения (£/', У7) еГ^ 
(см. 5.5.1) получаем доказательство 5. 

Для доказательства утверждения 6 отметим, что из 5.5.1 и 5.4.3 еле* 
дует р' \ т^р [ т. Теперь 6 следует из 2.3.5, 2.3.2 и 5.5.3. 

Наконец, напомним, что p^P(U) и p'^P(Uf) (см. 5.4.1 и 5.5.1). От* 
сюда и из определения системы U/f и множества р" = р\/р', в соответ
ствии с уже доказанным р^еРо, имеем р " е Р ([/"). Утверждения 1—7 
доказаны. 

Теперь получаем противоречие. Из утверждений 3, 6, 7, и 5.4.1, 4.3.2 
следует p//forcf7"V"~cp. Аналогично, используя 5.5.4 вместо 5.4.1, имеем 
p"forCtf"v"(p. Но два последних утверждения противоречат друг другу 
согласно 4.3.3, так как (£/", V")^Tk отмечено в утверждении 5, a k=cA* 
Ф выполняется по 5.4.1. 

Полученное противоречие опровергает предположение противного в 
5.4 и завершает доказательство принципа 4.8(*). Тем самым полностью 
доказаны теорема 4.9 и утверждение (i) из третей формулировки ОТ 
в 4.1. 

§ 6. Аналитическая определимость в L [G] всех конструктивных 
множеств натуральных чисел 

В этом параграфе мы собираемся доказать утверждение (и) из тре
тей формулировки ОТ. Тем самым основная теорема будет полностью 
доказана. Начнем с определения формул, которые обеспечат определи
мость в L[G] каждого конструктивного г^со. 

6.1. Ф о р м у л ы Фп. Для каждого песо вводится следующая форму
ла Фп(5, /) с переменными 5 и i и конструктивными параметрами £/*,. 
У* и п: On(SJ)^S<=Seq&ieEa&(Vf^U*ni)[S не покрывает f\&{Vf^V*ni) 
[S покрывает f]. 

Поясним использование формул Фп Для определимости. Пусть G есть 
[Лг.ф.. Теорема 2.6 и утверждение lint П V*ni = 0 из 3.9.2 влекут 
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С л е д с т в и е . Если п<=ы и i^gG(n), то формула On{Sni, i) истин
на в L[G]. Тем самым, в силу S „ J G L [ G ] , в L[G] истинна и формула 
3 5Ф„(5, 0. 

(Специфика построения U* не влияет на справедливость следствия.) 
Мы докажем, уже с использованием специфики £/*, что если i£jEgG(n), 

то 35ФП(5, i) ложна в D[G] (теорема 6.3). Таким образом, множество 
r = gG(n) окажется определимым в L[G] формулой 35ФП(5, i). При этом 
утверждение 2.5.1 гарантирует возможность определить каждое кон
структивное г^со формулой такого вида. Наконец, с помощью 3.9.5 бу
дет доказано, что каждая формула 35ФП(5, i) эквивалентна в L[G] под
ходящей аналитической формуле (даже входящей в 2*Ь5 ). Это завер
шит доказательство (и) из 4.1. 

6.2. У т о ч н е н и е т е о р е м ы о п р е д с т а в л е н и и . Нам понадо
бится несколько более сильная формулировка теоремы 2.7.2, опираю
щаяся на 2.5.3. 

Введем следующее определение: множество c=(Qh: / i^Seq)eCod 
называем /г, /-избегающим, если для всех /zeSeq и p^Qh выполняется 
P ( / I , 0 = (O,O). 

С л е д с т в и е (из теоремы 2.7.2). Пусть G есть и*-г. ф. S^L[G], S^ 
^Seq. Пусть также я, few и i(=EgG(n). Тогда найдется такое п, 1-избе-
гающее ceCod (£/*), HTOS = CG. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 2.7.2, найдется (не обязательно 
я, /-избегающее) c 'eCod (£/*), удовлетворяющее c/G = S. Пусть c/=(Qh

/: 
AeSeq). Определяем Qh={p(=Qh': p(n, i) = (0, 0)} и c=(Qh: /z^Seq) и 
покажем, что с — искомое. 

Из построения следует: c^Cod(U*) и с является п, /-избегающим. 
Значит, по выбору с', достаточно доказать равенство c/G = cG, т. е. экви
валентность GOQh=0=G(~)Qh = 0 для любого /z^Seq, а эта эквивалент
ность немедленно получается из 2.5.3. 

6.3. Ф о р м у л и р о в к а и н а ч а л о д о к а з а т е л ь с т в а «теоре
мы о л о ж н о с т и » . Нашей очередной целью будет доказательство сле
дующей теоремы: 

ТЕОРЕМА. Пусть G есть 17*-г. ф.} п, feco и i€£gG(n). Тогда формула 
35ФП(5, i) ложна в L[G]. 

Доказательство этой теоремы мы закончим в 6.5. Оно начинается 
предположением противного: формула Фп(5, i) истинна в Z|G] при ка
ком-то S^L[G]. По следствию 6.2, найдется такое я, [-избегающее с = 
= (Qh: AeSeq)eCod(C/*), что S = cG. Таким образом, формула Фп{с°, I) 
истинна в ЦО\. Отсюда следует существование такого p0^G, что выпол
няется 

1. р0 |рФ„(с°, J). 
Здесь и ниже мы пишем ||—* вместо \—и*- Напомним, что G и х для 

всякого x^L — константы языка вынуждения, 2.4. 
Теперь будем получать противоречие. Введенные множества п, i, G,. 

Ро, с= (Qh: /i^Seq) фиксированы в рассуждениях 6.4—6.5. 
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6.4. М н о ж е с т в о D. Все рассуждения этого пункта проходят в L. 
Первым делом, благодаря 3.9.3, мы можем фиксировать такое |Ресо2, что 
Po^P(U^). Теперь вводим следующее определение. 

Если у^(х)и f^Fun и р^Р0 таковы, что (Vfiea)1)[jx>'\>->-J0 противоре
чит каждому #^Q/inl то пишем St (у, f, p). 

З а м е ч а н и е . Если / ^ F u n и iwecoi, то h = f\\i принадлежит Seq и 
Qm = Qh фиксировано в 6.3. 

Докажем две леммы о формуле 31. 
ЛЕММА 1. Если f^V*ni,y^(ovp&P(U*) и р>р0, mo ~%{yjf,p). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из 6.3.1 р>р0, f^V*ni и определения формулы 

Фп следует р||—* «cG покрывает f». Это означает, что найдутся такие 
p1^P(U*), рг>р, и [хе©!, |ы>у, что ^Ц—*«h <= cG», где h = f\ fxeSeq. 
Согласно определению cG (см. 2.7), отсюда следует существование тако
го q^Qhy что pi не противоречит q. Тогда р также не противоречит q, так 
как pi^p. Это и дает ~Ш(у, f, p). 

ЛЕММА 2. Если f<=Unu то найдутся такие t<= P(U*) и у^щ, что 
t>p0 и 9t(7,/, t). . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из 6.3.1, f^U*ni и определения формулы Фп 
следует существование таких ^^оц и teP (£/*), что t^p0 и выполняется 

(1) t\—* «cG не покрывает f выше у». 
Покажем, что t — искомое, т. е. 91 (Y, /, t). Предположим противное. 

Тогда существуют такие \х<^ыи \х>у, и q^Qflili что t не противоречит q. 
Полагаем h = f\\i. 

Заметим, что t(=P(U*) имеет место по выбору t, a q^P(U*) следует 
из c^Cod (£/*). Значит, применяя 2.3.3, имеем: множество tr — t\/q при
надлежит P(U*) и удовелтворяет f^t и f^q. 

Последнее утверждение, в частности, влечет t'\\— * «q^G» и, далее, 
/'|f— *«h^cG» по определению с с и в силу q^Qh. Но это очевидно проти
воречит (1) и t'^t, \i>y. Лемма доказана. 

Теперь определяем D как совокупность всех таких пар (£/, V) (=PS, 
что найдутся v^coi, f^Vni и p(=P(U), удовлетворяющиеp^pQu%(y,f,p). 
Используя различные части утверждения 3.2 об определимости, нетруд
но проверить, что D e l ® (с параметрами /, /?0, се#со2). Значит, приме
няя свойство 3.6(H) фиксированных в 3.9 последовательностей £/а, Уа, 
мы можем найти такое а^со2, а ^ Р , что выполняется одно из следующих 
двух утверждений: 

з. (г/а, V«)EED. 
4. Нет пар (U, У ) Е Д продолжающих пару (Ua, Va). 
Мы покажем, что каждое из этих утверждений приводит к противо

речию. Начнем с утверждения 3. 
Итак, пусть (Ua, Va)^D. По определению D и в силу 3.9.1, 3.9.2 это 

означает, что найдутся такие p^P(U*) и [ G V * P ЧТО р ^ р 0 и Щгу, /, р). 
Но это противоречит лемме 1. Итак, утверждение 3 быстро привело к 
.противоречию. 
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6.5. 3 а в е р ш е н и е д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы 6.3. Теперь 
мы собираемся привести к противоречию и утверждение 4 из 6.4. Рас
суждения этого пункта, как и рассуждения 6.4, проходят в L. 

Итак, пусть нет пар (£/, V)^D, продолжающих (£/а, Va). 
Для P^PQ и т, /есо через Fp(my /) обозначаем множество {g(=Fun: 

TJv[(v, g)^X]}, где X — вторая компонента пары р(т,• / ) , т. е. р(ту /) = 
= (s, X) для некоторого s^Seq. 

Из определения 2.2 следует: Fp(my / ) ^ F u n не более чем счетно. 
Далее, множество £7^ имеет мощность ^сох в силу (£/а, Va) <= PS 

(см. 3.9.1). С другой стороны, Uni имеет мощность со2 по 3.9.4. Значит, 
найдется / Е Й — £̂ »-. Фиксируем это / е Fun. Доказывается 

ЛЕММА. Найдутся такие p<=P(U*) и 7^соь ^то р^р0, f&Fp(n, i) и 
.выполняется §((у, /, /?). 

(Напомним, что /г, £, /?0 фиксированы начиная с 6.3.) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По 6.4.2 найдется такое t^P(U*), t^p0, и та

кое yG(Oi, что выполняется 
(1) *(y,f,t). 
Преобразуем слегка t для получения искомого р. Пусть t(n, i) = (s,X). 

Положим Xi={(v, g)^X: g¥=f}, т. е. Х± получается из X удалением всех 
пар вида (v, / ) , где / e F u n фиксировано выше. 

Теперь определяем p^P(U*) условиями: р(0) =t(0), p(n, i) = (s, X^ 
и p{m, /) =t(m, /) при тфп\ \ф[. Покажем, что построенное р вместе с 
выбранным выше у будут искомыми. 

Из t(=P(U*) и построения р ясно, что р действительно принадлежит 
Р(£/*). Далее, изменение р по сравнению с t касается только функции / 
в п, i-я компоненте. С другой стороны, p0^P(Ua) (это следует из сс^р, 
выбора (3 в 6.4, и 3.9.1), a f££U%.. Отсюда с учетом t^p0 нетрудно полу
чить р^ро-

Утверждение f€£Fp(n, i) выполняется по определению р. 
Осталось проверить % (у, /, р). Предположим противное. Это означа

ет, что существуют [i&Di, \х>у, и q<=Qflll такие, что выполняется 
(2) р не противоречит q. 
Покажем, что тогда и t не противоречит q (это даст противоречие с 

(1)). Достаточно проверить, что для t и q выполняется критерий непро
тиворечивости 2.3.4, используя то обстоятельство, что этот критерий вы
полняется для р и q согласно (2). 

По построению р справедливы равенства р(0)=/(0) и р(пг9 /) = 
= ^(т, /) при тфп\/ ]Ф1. Значит, учитывая (2) и критерий 2.3.4 для р 
и q, имеем: для доказательства непротиворечивости t и q достаточно 
проверить лишь условия (2) и (3) из 2.3.4 для t, 9, причем только для 
тех п, I, которые фиксированы, начиная с 6.3. Но для этих я, i выполня
ется равенство q(n, /) = (0, 0), так как q^Qm,'a. множество c=(Qh: 
•ЛeSeq) является п, /-избегающим (см. 6.3). В этой ситуации выполне
ние 2.3.4 (2,3) для /, q (и рассматриваемых п, i) очевидно. 

Итак, непротиворечивость t и q установлена. Но этот факт противо
речит утверждению (1) в силу выбора \i>y и q^Qm. 
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Полученное противоречие завершает доказательство St(|y, /, p) к 
леммы. 

Возвращаемся к доказательству теоремы 6.3 (разбор случая 6.4.4). 
Согласно доказанной лемме, найдутся такие p^P(U*) и Y&COI, что /е£ 
(£Fp(n, i) и выполняется: 

(3) р^р,и%(ъ1р). 
Определяем систему U условиями: Umj = Umj U Fp(m, j) Vm, / e со, и 

систему У — условиями: Fm/- = 1/̂ / при m=J=n\J j=f=*i и Km- = Vnt U {/}• 
Учитывая / £=Ё f/nt и р^ Р ((/*), нетрудно проверить, что пара ([/, V) 
принадлежит PS и продолжает пару (£/а, Уа). Также очевидно, что р& 
GEP(C7) и fGV'ni. Теперь из (3) следует ((У, V)EED. 

Итак, нашлась пара (£/, V)^D, продолжающая пару (£/а, l/a). Ha 
это противоречит предположению 6.4.4. 

Таким образом, каждое из предположений 6.4.3, 6.4.4 приводит к 
противоречию. Тем самым предположение противного в 6.3 также при
водит к противоречию. Теорема 6.3 доказана. 

6.6. Ан а л ит ич ее к а я о п р е д е л и м о с т ь в с е х к о н с т р у к 
т и в н ы х м н о ж е с т в . Теперь мы уже можем доказать утверждение 
(и) из третей формулировки основной теоремы (см. 4.1). Фиксируем в 
этом пункте произвольный U*-r. ф. G и докажем, что каждое конструк
тивное г^со аналитически определимо в L[G]. Сперва получаем 

С л е д с т в и е 1. Если г^со конструктивно, то найдется такое песо,, 
что г= {ieco: в L[G] истинно 35Фп(5, /)}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу 2.5.1, найдется такое песо, что r = gG(n)... 
Это п и будет искомым, благодаря следствию 6.1 и теореме 6,3. 

Теперь покажем, что каждая формула 3S<Pn(S, i) определяет в L[G] 
аналитически определимое множество. 

ЛЕММА 2. Пусть п е с о и r = { t e c o : e L[G] истинно 3SCDrt(S, i)}. 
Тогда ГЕЕ 2 ^ Б в L[G]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначаем H={x^L\[G]: транзитивное замы
кание х не более чем счетно в L[G]} и Z= {XGL: МОЩНОСТЬ транзитивного 
замыкания х не больше со[ в L}. 

Заметим, что о^ счетно в L[G] no 2.5.1, а со£ несчетно в L[G] (это* 
обычным путем выводится из 2.3.1 и 2.3.3, см., например, (4), лемма 5б> 
на стр. 68). Значит, со[[С] = cog. Отсюда и из определений Н и Z следует: Z— 
= H(~)L={z^H: в Н истинно «г — конструктивно»}. Но формула «быть 
конструктивным множеством» есть Е4-формула (см. (10), стр. 38 или 82).. 
Следовательно, выполняется: 

(1) Z e S f , m. е. Z определимо в Н некоторой ^-формулой. 
С другой стороны, ясно, что Z есть множество (Ясо2) . Значит, множе

ства Сп = {(i, /):t'Gfi) и f GE Uni} и С'п = {(*, f): i е со и f <= Vni) принадле
жат 2f+3 по лемме 3.9.5. Отсюда и из (1) получаем: 

(2) множества Сп и Сп принадлежат 1>п+3. 
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Далее, по определению формулы Фп и множеств Сп и С/ , выполня
ется равенство: r={/sco: в Н истинно 3SV/f(£, f)^Cn~+S не покрывает 
./]&[(*, f) ^Cn-^S покрывает /]]}. 

Из этого равенства и (2) следует: 
(3) множество г принадлежит 2ЛЫ. 
Наконец, определимость в совокупности Я всех наследственно счет

ных в L[G] множеств связана с аналитической определимостью следую
щим образом (см. (и) , лемма на стр. 281): 

Пусть т > 1 и aczco принадлежит L[G]. Тогда а е 2 т , если и 
.только если а ^ 2^+1 в L[G]. 

Из (3) и сформулированного утверждения вытекает выполнение 
Л Е 2 , 1 + 5 в L[G]. Лемма доказана. 

Из следствия 1 и леммы 2 вытекает основной результат этого пара
графа: 

ТЕОРЕМА 3. Если г ^ о конструктивно, то г аналитически определи* 
мо в L[G], каков бы ни был U*-e. ф. G. 

Соединяя эту теорему с теоремой 4.9, завершаем доказательство 
основной теоремы ОТ в ее третьей формулировке (см. 4.1). 

Автор глубоко признателен проф. В. А. Успенскому за ценное обсуж
дение. 

Поступило 
26.Х. 1978 
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