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О системах с числом линейных уравнений не менее половины от числа
переменных

А. В. Селиверстов
Рассмотрим систему из m линейных уравнений от n переменных над полиномиаль-

но вычислимым полем K, характеристика которого не равна двум. α11x1 + · · ·+ α1nxn + α10 = 0
· · ·

αm1x1 + · · ·+ αmnxn + αm0 = 0
.

Задача о существовании {0, 1}-решения, где каждая переменная принимает значения
из множества {0, 1}, NP-полная. Мы рассмотрим алгоритм полиномиального времени,
позволяющий при условии m < n ⩽ 2m сводить почти любую исходную задачу к ана-
логичной задаче с большим числом линейно независимых уравнений. Хотя на малой
доле входов (среди входов как-то ограниченного сверху размера) алгоритм не меня-
ет систему, например, когда {0, 1}-решений достаточно много. При этом исходная и
новая системы всегда имеют одно и то же множество {0, 1}-решений. Этот алгоритм
получается небольшим изменением алгоритма из доклада [1], но теперь достаточно до-
бавить лишь одно новое уравнение. Алгоритм основан на приведении к ступенчатому
виду матрицы Маколея [2]. Это позволяет ускорить метод ветвей и границ для по-
иска {0, 1}-решения, хотя в худшем случае требуется перебор большого числа оценок
переменных.

Теорема. Пусть ε > 0, m < n ⩽ 2m и произвольно фиксированы коэффициенты
α11, . . . , αmn линейных членов системы из m линейно независимых линейных уравнений
от n переменных. Если свободные члены αi0 линейных уравнений независимо и равно-
мерно распределены на множестве S ⊆ K мощности ⌈1/ε⌉, то обсуждаемый алгоритм
не добавляет ни одного линейно независимого линейного уравнения с вероятностью не
выше числа ε.

Работа выполнена в рамках государственного задания ИППИ РАН, утвержденного
Минобрнауки России.
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