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ВВЕДЕНИЕ 

Дескриптивная теория множеств, истоки которой восходят 
к трудам Бореля, Бэра, Лебега начала столетия, сформирова
лась в 20-е и 30-е годы как самостоятельное направление, зани
мавшее в то время видное место в математических исследова
ниях- Через занятия дескриптивной теорией прошли (и имеют в 
ней признанные результаты) такие ученые с мировым именем, 
как П- С. Александров, Л. В. Канторович, А, М- Колмогоров, 
М. А. Лаврентьев, а для Н. Н. Лузина и П. С. Новикова эта 
область стала одной из главных в их математической деятель
ности. 

УСИЛИЯМИ, главным образом, отечественных математиков бы
ли созданы « приняли в целом законченный вид к концу 30-х го
дов такие разделы дескриптивной теории, как теория борелев-
ских множеств, теория A-множеств (называемых также анали
тическими, или суслинскими множествами), теория решет, 
индексов и конституант, теория СЛ-множеств и проективных мно
жеств второго уровня, общая теория операций над множества
ми (от которой несколько позже произошла теория R-мно-
жеств). 

Все эти исследования, объединяемые сейчас под общим на
званием: классическая дескриптивная теория множеств, харак
теризуются— если взглянуть на них с современной точки зре
ния— унаследованным из теории функций традиционным пони
манием математических доказательств как деятельности по 
установлению свойств объектов, имеющих в каком-то смысле 
реальное существование. Дериватом такого подхода была инту
итивная установка исследователей на то, что каждое (или, по 
крайней мере, каждое «осмысленное») высказывание о «реаль
ных» множествах либо истинно — и тогда его можно доказать, 

1* 3 



приложив большие или меньшие усилия, — либо ложно, и тогда 
его можно опровергнуть; главная же задача математиков состо
ит в изыскивании новых способов и методов доказательств. 

Такие представления, свойственные большинству областей 
математики, до некоторых пор хорошо «работали» и в дескрип
тивной теории множеств, пока последняя ограничивалась отно
сительно «простыми» множествами такими, как борелевские 
или A-множества. Ситуация, однако, совершенно изменилась, 
когда специалисты по дескриптивной теории перешли к изуче
нию открытых Н. Н. Лузиным проективных множеств. Если для 
первого — низшего уровня проективных множеств, образованно
го борелевскими множествами, Л-множествами и CA-множест-
вами, — удалось создать богатую результатами теорию, то для 
множеств второго проективного уровня были получены лишь от
дельные существенные результаты, а более высокие проектив
ные уровни вообще оставались terra incognita — для них, в 
сущности, было известно только то, что на каждом уровне по
являются множества, которых не было на предшествующих 
уровнях. И причина невозможности содержательного исследова
ния заключалась отнюдь не в недостаточном уровне технических 
средств. После изысканий П. С. Новикова, Р. Соловея и других 
стало известно (а Н. Н. Лузин был убежден в этом еще в сере
дине 20-х годов), ЧТО многие важные вопросы о проективных 
множествах высоких уровней — а в некоторых случаях и второ
го, и даже первого уровня — в принципе не допускают опреде
ленного, положительного или отрицательного ответа на базе 
принятых в математике методов и способов рассуждения. 

Так, П. С. Новиков показал в [11], что из предположения о 
существовании неизмеримого по Лебегу множества второго про
ективного уровня невозможно вывести противоречие. Позже 
Р. Соловей [69] установил, что из предположения об измеримости 
всех проективных множеств действительной прямой также нель
зя вывести противоречие. Таким образом, проблема измеримо
сти проективных множеств оказывается неразрешимой. Такой 
'же оказалась судьба и'большинства остальных открытых про
блем классической дескриптивной теории. 

Естественно, что такое положение заставило математиков, 
работавших в дескриптивной теории, обратиться к поискам НО
ВЫХ аксиом, не относящихся к традиционным постулатам клас
сической математики, по допускающих более или менее прием
лемое обоснование и позволяющих получить определенные от
веты на неразрешимые в рамках традиционного подхода во
просы. Первоначально в роли такой дополнительной аксиомы 
рассматривалась аксиома конструктивности Гёделя, главные 
приложения которой к проблемам дескриптивной теории были 
получены П. С. Новиковым [11]. Определенный интерес вызы
вала также аксиома измеримого кардинала и эквивалентная ей 
в плане приложений к дескриптивной теории «гипотеза дие-
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зов»1'. Но наибольшим вниманием и признанием среди специали
стов по дескриптивной теории в последние 10—15 лет пользу
ются две аксиомы, связанные с бесконечными играми: аксиома 
детерминированности AD и аксиома проективной детерминиро
ванности PD. Им и посвящена настоящая статья. 

О популярности этой тематики в современных исследованиях 
свидетельствует хотя бы то, что помимо массы журнальных 
публикаций, приложениям детерминированности полностью или 
в значительной степени отданы четыре тома серии Lecture Notes 
Math.: [38, 37, 35, 36] в хронологическом порядке. Однако изыс
кания по детерминированности мало отражены в отечественных 
изданиях: можно упомянуть только § 6 восьмой главы пере
водной «Справочной книги» [3] и главу 2 брошюры [5]. Это 
обстоятельство оказало определенное влияние на выбор стиля 
нашей статьи. Автор предпочел, не стремясь к максимальному 
охвату всех направлений, уделить больше места наиболее важ
ным результатам, но привести их с доказательствами. Такой 
же способ изложения, отметим, принят и в упоминавшейся 
«Справочной книге», 

Несколько слов об структуре обзора. В первом параграфе 
приведены некоторые необходимые определения и факты, каса
ющиеся проективных множеств. Следующий § 2 вводит в тео
рию игр и детерминированных множеств. Затем в §§ 3—7 мы. 
рассматриваем главные приложения аксиом AD и PD к про
блемам теории проективных множеств, связанным со свойства
ми регулярности, отделимостью, униформизацией, однозначны
ми и счетнозначными множествами, борелевским и суслииским 
представлениями проективных множеств. В последнем § 8 из
лагаются некоторые результаты, основанные на теореме Марти
на о детерминированности борелевских множеств. 

Закончим введение указанием на те работы из библиогра
фического списка, которые могли бы рассматриваться в качест
ве вводного курса в теорию детерминированности. Работа [591 
(в особенности, первая часть) содержит обзор «ранних» иссле
дований по детерминированности. В книге [381 освещена дру
гая область приложений аксиомы детерминированности — ин-
финитарная комбинаторика. Фундаментальная монография [58] 
включила практически все значительные результаты в дескрип
тивной теории, связанные с детерминированностью и получен
ные к концу 70-х годов. To же можно сказать и о статьях [25, 
34], но там более узкий круг вопросов рассматривается на бо
лее популярном уровне. Добавим сюда и уже отмечавшиеся [3, 
гл. 8, § 6] и [5]. В перечисленных работах, а также в [23] затро
нуты также и некоторые философско-математические вопросы 
о месте гипотез детерминированности среди принятых теорети
ко-множественных аксиом. 

••> Приведем список работ, достаточно полно представляющих названные 
направления: ([4, § 2], [14], [26], [34, п. 5.4], [50], [52], [67]). 
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§ 1. Проективные множества и проективная иерархия 

Дескриптивная теория множеств занимается множествами, 
•'расположенными в некоторых определенных пространствах и 
обладающими вследствие этого унаследованной внешней струк
турой. Первоначально исследования ограничивались, как пра
вило, множествами действительной прямой R и евклидовых про
странств Rm. Однако уже к началу 30-х годов выяснилось, что 
по ряду причин в качестве основного пространства удобнее рас
сматривать не действительную прямую, а бэровское простран
ство, приводившее к существенным упрощениям в некоторых 
важных выкладках. 

Стремясь к геометрической наглядности, Н. Н. Лузин в сво
их «Лекциях» [48] использовал реализацию бэровского прост
ранства в виде множества J всех иррациональных точек пря
мой R. В современных работах чаще рассматривается другая 
реализация — произведение счетного числа экземпляров мно
жества натуральных чисел 01== {0, 1, 2 , . . . .} , — облегчающая ис
пользование логических средств в рассуждениях. Итак, бэров-
ским пространством называется множество Ж=ш а всех со-после-
довательностей натуральных чисел, снабженное топологией 
прбизведения (топология на со дискретна). Каждая точка a£Jf 
может быть представлена в виде а=-.<а0, а ь а 2 , . . . , ан,... >, где 
а- =a(k) Geo для всех k. 

Вместе с бэровским пространством обычно рассматривают
ся производные от него пространства вида а>'Х^т, где I, m — 
натуральные числа, не равные нулю одновременно. Такие про
странства мы будем называть точечными пространствами (point-
'space или product space в англоязычной системе), расположен
ные в них множества — точечными множествами, а различные 
семейства, составленные из таких множеств, — точечными клас
сами. 

В литературе по дескриптивной теории выработаны полез
ные соглашения относительно употребления букв. Натуральные 
числа обозначаются малыми латинскими буквами (i, а, к 
и т. п.), точки пространства Ж—буквами а, р, -у. б, Е, точки 
произвольного точечного пространства 96 — буквами х, у, г. 
Точечные множества принято обозначать большими латинскими 
буквами, а точечные классы — буквами 2, П, А, Г (как прави
ло, с различными индексами). Для обозначения ординалов (ко
нечных и трансфинитных порядковых чисел) резервируются 
буквы %, r\, S, %, %. 

Простейший точечный класс образует открытые множества 
с которых начинается построение проективной иерархии. Эта 
иерархия состоит из проективных классов Е.,1, П,,1, Д,.1, где 
л-бсо. Начальный класс Е01 — это класс открытых множеств 
точечных пространств. При любом п класс П„х включает в себя 
дополнения Е..1 -множеств, а класс А.,1 —общая часть классов 
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£„- и П..1—включает все такие множества, которые одновре
менно принадлежат классам Е.-1 и П„-. Наконец, в класс LJ,+1 
зачисляются проекции множеств из П„-. Здесь имеется в виду 
тот специальный способ проектирования, при котором множество 
РсЗОХ-^ (где SO—любое точечное пространство) переходит 
в свою проекцию 

пР = {х£35: найдется <х6Ж такое, что < х, а > &Р}, 
т. е. проектирование вдоль самой последней (= «правой») оси, 
когда эта ось есть Ж. 

Точечное множество называется проективным, когда оно 
принадлежит одному из проективных классов. Проективные 
множества составляют наименьший класс точечных множеств, 
содержащий все открытые множества и замкнутый относитель
но операций дополнения и проектирования. 

Проективная иерархия и понятие проективного множества 
были введены Н. Н. Лузиным в [46]. Н. Н. Лузин обозначал 
проективные классы через Ап, САп, Вп, что соответствует •£.,-,' 
П„-, А-.1. Из результатов работы" М. Я-Суслина [71] следует, 
что класс Е1- совпадает с классом всех точечных Л-множеств 
(открытых Суслиным и интенсивно изучавшихся еще до опубли
кования заметки [46]), а класс А!1 —с классом всех борелевских 
точечных множеств1). Кстати борелевские множества сами обра
зуют иерархию классов, индексированных конечными и счетными 
ординалами (см. ниже § 8). 

В проведении практически любого рассуждения, где фигу
рируют проективные множества, бывает необходимо «вычис
лять» класс множества, получаемого некоторой операцией из 
множеств известных классов. Такие вычисления удобнее, как 
правило, проводить не с самими точечными множествами, а с 
отношениями, которые этими множествами определяются. 

Использование отношений вместо множеств можно пояснить 
на примере множеств пространства SC = со- X •№ • Пусть ХС^ЗС. 
Договорившись писать X(i, j , а) вместо { i, j , a ) 6X\ мы 
отождествляем множество X с соответствующим ему отноше
нием, обозначая последнее той же буквой: X(i,j,a). В этой 
записи буква а —аргумент типа JV — обозначает произвольную 
(т.е. «переменную») точку JV, а буквы i и j — аргументы типа 
оз — обозначают произвольные натуральные числа. 

Операции над отношениями такие, как конъюнкция Л. 
дизъюнкция у , отрицание ~1> кванторы а и V, а также 
подстановка, имеют скорее логический, чем геометрический ха
рактер, допуская однако, и естественную геометрическую интер
претацию (отрицание = дополнение, Я = проекция и т. п.). 
Обращение с проективными отношениями предполагает выработ
ку определенных навыков такой интерпретации и, если угодно, 

•> О ранних работах по дескриптивной теории см. обзоры [2, 8, 10, 13]. 
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определенной психологической установки. Однако все это себя 
оправдывает, давая возможность быстро вычислять класс про
ективных отношений и множеств с помощью небольшого числа 
довольно простых правил. Приведем эти правила. 

1. П р а в и л о р а с ш и р е н и я : .£„' U И ^ С ^ ^ при любом /г. 
Это правило отражает факт расширения проективных классов 
c увеличением индекса п. Отметим, что расширение здесь стро
гое: именно, -У зШД ГУ-З-ЕД Ai+isei..1 и П„1 для всех п. 

2. П р а в и л о н е п р е р ы в н о й п о д с т а н о в к и . Отноше
ние, полученное из отношения данного проективного класса Г 
(Г-=Е„1, П.,1 или Ал1 здесь и ниже) подстановкой непрерывных 
всюду определенных на соответствующих точечных пространст
вах функций, принадлежит тому же классу Г. Например, если 
отношение Р(к,п) (т.е. множество PCZWXJV) имеет класс Г, 
а функции E i ^ X <--->-•--> G: сох •>"->-•/•Л Я ^ Х 6 1 - * - ^ непре
рывны, то отношение Q(i, j , a, P).^P(F(Q (i, а), р, i), Н (а, /)) 
также имеет класс Г—другими словами, множество 

Q = { < *, j , а, р > : < F(G(/, а), р, i), Н(а, j) > 6-Р} 
пространства ш2 х •Л"2 принадлежит Г. 

Геометрически этому правилу соответствует факт замкнуто
сти каждого проективного класса относительно взятия полных 
прообразов при непрерывных всюду определенных функциях. 

3. П р а в и л о п о д с т а н о в к и п а р а м е т р о в . Если 
Р(.,., а,...) — отношение проективного класса Г с выделен
ным аргументом а типа JV (т. е. обозначающим «переменную» 
точку JT\ естественно, вместо • а здесь может стоять любая дру
гая буква из числа букв, резервированных выше для обозначе
ния точек Jf), а а0бЖ—фиксированная точка Ж (т. е. пара
метр), то отношение Р ( . . . , а , , . , . ) также принадлежит Г. Ана
логично для аргументов типа со (они заменяются, естественно, 
натуральными числами). 

Таким образом, переменные аргументы отношений можно 
менять (с сохранением проективного класса) конкретными пара
метрами (точками JV или натуральными числами). Геометриче
ски такая замена соответствует сечению посредством гиперпло
скости. 

Отметим, что правило 3 есть частный случай правила 2: 
фактически, речь идет о подстановке функций-констант, каждая 
из которых, конечно, непрерывна. 

4. П р а в и л о о т р и ц а н и я . Отрицание ~\Р(.,.) отноше
ния - ° ( . . . ) класса Е„! будет отношением класса П..1; символи
чески, "1_У = П.,1. Аналогично, ~\Ип

1 = Т,п1 и ~\Ап
1 = А Л 

С геометрической точки зрения это означает, что операция 
дополнения переводит Хп

г в П„1 и обратно, а дополнения А..1-
•множеств остаются в АВЧ 
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5. Правило конъюнкции и дизъюнкции. Любое 
отношение, полученное из отношений данного проективного-
класса Г с помощью знаков конъюнкции /\ («и») и ДИЗЪЮНКЦИИ 
V (не исключающее «или»), будет отношением того же класса Г: 

Ar=vr=r. 
Геометрически это соответствует положению о замкнутости 

каждого проективного класса относительно конечных объедине
ний и пересечений. Однако правило для отношений имеет более 
широкую область действия, позволяя, например, заключить,, 
что конъюнкция P(i, a)AQ(a- Р) двух Г-отношений Р и Q 
имеет класс Г, тогда как соответствующее множество 

{ < i, a, p > : P(i, a)AQ(<*. P)} 
не является, конечно, пересечением множеств Р и Q. 

Перед изложением «кванторных» правил напомним, что за
писи 3 x . . . и Vx. . . означают соответственно: найдется х та
кое, что., . , и для всякого х выполняется . , . . При этом, в со
ответствии с принятым выше соглашением об употреблении 
определенных букв, запись, скажем. За понимается как 
Яа-З-уТ, a Vk — как V/гбсо, и т. п.. 

6. Правила для к в а н т о р о в типа Jr. (а) Если 
Р(..., а,...) — отношение класса Е,.1 с выделенным аргументом 
а, то отношение ЭаР(. . . , а,. . .) также принадлежит £„-. Гео
метрически это соответствует замкнутости каждого из классов 
Е^1 относительно операции проектирования. 

Сформулированное правило можно в символическом виде 
записать в виде равенства а,^лЕ„1 = Е,,1, где а*^ означает при
менение квантора к одному из аргументов типа Ж (т. е. обо
значающему произвольную, «переменную» точку JV). Используя 
этот способ записи, сформулируем еще несколько пунктов пра
вила 6 и следующее правило 7. 

(б) v ^ n , . i . - l V ; (в) аЖГУ=-Е1.и; (г) у Ж Е ^ == П?.+] • 
7. Правила для к в а н т о р о в типа to. 

( а ) , ^ 1 - - ^ , . 1 ; (б) f l l ^ n » 1 ; 
(в) если п>\, то vtuE„1 = E„1 и а»П„- = П„-. 

Содержание правил 6 и 7 можно выразить еще и так. Каж
дый из классов E„J замкнут относительно д"^ и а°\ а если 
/г>1, то и относительно Vй. Каждый класс П„- замкнут отно
сительно v ^ и Vе0, а если п>\, то и относительно а™. Отсю
да, кстати, следует, что классы \п

х при п>\ замкнуты 
относительно аШ и vw. 

Приведем еще одно (и последнее) правило, которое, в отли
чие от предыдущих, более естественно формулируется для, 
множеств, а не для отношений. 
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8. П р а в и л о для с ч е т н ы х о б ъ е д и н е н и я и п е р е с е 
ч е н и я . Если#>1 , то классы Е,,1, Yln

l, Ап
г замкнуты относитель

но операций счетного объединения и счетного пересечения (приме
няемых, естественно, к семействам множеств, расположенных 
й каком-либо одном из точечных пространств). Дополнительно, 
класс Е-1 замкнут относительно счетного объединения, а класс 
По1 —относительно счетного пересечения. 

Мы не будем останавливаться на обосновании этих правил 
(соответствующие доказательства можно найти в [3, гл. 8, 
§§ 1—31; [4, п. 91; [12, две последние главы]) и перейдем к из

ложению основных понятий, связанных с детерминированностью. 
-«Работу» правил 1—8 можно будет увидеть в выкладках следу
ющих параграфов. 

§ 2. Введение в теорию детермин ированности 

Предположим, что зафиксировано некоторое множество А 
«бэровской плоскости» Jf2=J?Xfll — игровое множество, крат
ко— ИМ. Этим множеством задается игра G(A) двух лиц, 
'Обозначаемых, как правило, I и П. Игра проходит следующим 
образом: 

игрок I пишет натуральное число «о; . . 
игрок II, зная «ход» % пишет свое натуральное число Ь0; 
опять игрок I, зная &о> пишет натуральное а,\\ 
игрок II, зная аь пишет натуральное Ь\\ 

ж так далее до бесконечности. В конечном счете получается па
ра точек 

. а=- (a.,:i6w > =• { «о> #i. #2. • • • > 
р = < btUeco > = < b0, Ьъ *•--...> 

[пространства Ж, называемая партией. Если оказалось, что 
< а, |3) 6A, то партия считается выигранной игроком I, а в про-

•тивном случае определяется выигрыш игрока П. 
Игроки могут делать свои ходы, руководствуясь заранее 

выбранными стратегиями. Стратегией в играх рассматриваемого 
вида может служить любая функция, заданная на множестве 
FC =ш<й) всех конечных кортежей натуральных чисел (с пустым 
.кортежем А) и принимающая значения в множестве натуральных 
чисел. Если игрок I придерживается стратегии a:EC{to}co, 
то каждый свой ход at он должен делать в соответствии с ра
венством аг=а(&0, ...,6г_1) или. короче, аг=сг(рМ). где (Ш = 
= < bQ, . . . ^ л ) —кортеж первых I ходов игрока П. В част-

яости, начальный ход а0 дается равенством а0=сг(Л), далее 
•a1=a(60), а-—а(£-, #1) и т. д. Таким образом, стратегия or 
полностью определяет последовательность а-= { a0) аь а2, ... > 
эсодов игрока I по последовательности 0 = ( Ь0, Ьг, Ь2, •. • > 
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ходов игрока И. Определенную таким образом последователь
ность а принято обозначать через сг*р. 

Совершенно аналогично, если игрок II придерживается стра
тегии т, то каждый свой ход bt он делает согласно равенству 

bL=x(a0,. ,.,%) = x(a l i + 1 ) , 
где a l i -+ 1 = < a0> • • • >#i > —кортеж первых (i + 1) ходов 
игрока I. Даваемую этими равенствами последовательность р 
обозначают через <х*т. 

Говорят, что стратегия 0 является выигрывающей страте
гией (кратко: ВС) для игрока I в игре G(A) (= в игре с ИМЛ), 
бели <сг>}<Э, P>6A, какова бы ни была точка Р'бЖ. Другими сло
вами, выигрывающая стратегия обеспечивает выигрыш, как б ы 
ии играл противник. 

Аналогично, % является ВС для игрока II, когда <а, а>Цт> 
«A для любой точки аб JV, 

Множество А и игра G(A) называются детерминированны
ми,' если один из игроков (оба одновременно очевидно не могут) 
имеет ВС в игре G(A). 

Рассматриваются различные принципы, или гипотезы детер
минированности, утверждающие детерминированность множеств 
того или иного класса. Наибольший интерес с точки зрения 
приложений к дескриптивной теории представляют: 

аксиома детерминированности AD, постулирующая детерми
нированность каждого множества ЛеЖ.- , и 

аксиома проективной детерминированности PD, постулиру
ющая детерминированность всех проективных множеств A<=JV2 

Вообще, для каждого (например, проективного) класса Г 
рассматривается принцип Г-Det, утверждающий детерминиро
ванность всех множеств А^-^У2 класса Г. 

Несколько слов о взаимоотношениях гипотез детерминиро
ванности с аксиомами системы Цермело — Френкеля, принятой 
большинством специалистов в качестве основы теоретико-мно
жественных конструкций. Система эта обозначается аббревиату
рой ZFC или ZF в зависимости от того, включена или нет акси
ома выбора AC в число аксиом (таким образом, ZFC = ZF+ 
+AC). Аксиома AD противоречит аксиоме выбора (хотя бы по
тому, ЧТО влечет измеримость по Лебегу каждого множества 
действительной прямой, см. ниже). Пока что остается открытым 
вопрос о непротиворечивости систем ZF+AD и ZFC+PD. Един
ственным аргументом в пользу непротиворечивости можно на
звать лишь фактическое отсутствие противоречий в тех очень 
богатых картинах следствий, которые уже получены для обеих 
этих теорий. 

Несовместимость с аксиомой выбора заставляет, конечно, не
сколько скептически ОТНОСИТЬСЯ к ВОЗМОЖНОСТЯМ аксиомы AD. 
К счастью, аксиома AL> совместна с более слабым, чем АС (но 
достаточным для доказательства таких «позитивных» следствий 
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AC, как теорема о счетности счетной суммы счетных множеств 
или счетная аддитивность меры Лебега), принципом зависимого 
выбора DCl\ Именно, Кехрис показал в [331, что если система 
'2F+AD непротиворечива, то она остается таковой после добав
ления DC. В то же время ни принцип DC [70], ни аксиома вы
бора АСа для счетных семейств непустых множеств [33] не ЯВ
ЛЯЮТСЯ теоремами ZF+AD. 

Однако нетрудно доказать, что AD (плюс аксиомы ZF) 
влечет аксиому выбора ДЛЯ счетных семейств множеств бэровс-
кого пространства (а тогда и любого другого из пространств 
вида сйгХЛт> а также любого евклидова пространства Rm). 
Приведем это простое рассуждение. Нужно построить, предпо
лагая AD, функцию выбора для семейства непустых множеств 
X0, Xv Z j , . , „ c / . Рассмотрим для этого игру G(A), опре
деляемую множеством А = {{ a, f$> :p$Aa(o,}. Игрок I не может 
иметь выигрывающей стратегии в этой игре, поскольку какой бы 
начальный ход а0 он ни сделал, игрок II обеспечит себе выигрыш» 
делая свои ходы bt так, чтобы их последовательность совпала бы 
с выбранной им заранее (после хода ай\) точкой pgXa.,. Следо
вательно, игрок II имеет ВС г в игре G(A). Эта стратегия 
приносит искомую функцию выбора. Действительно, пусть &бш. 
Рассмотрим партию в игре G(A), где игрок I делает все свои 
ходы равными числу k, а игрок II отвечает по стратегии т. По
следовательность Р = <&. : £бсо> ходов II в этой партии (вполне 
определенную, коль скоро фиксирована т. и задано k) мы обо
значим через /(/г). Тогда f(k)6Xk при любом k в силу определе
ния A и выбора т, т. е- f является функцией выбора для семей
ства множеств Хк. 

Если перейти теперь от непротиворечивости к вопросу об ис
тинности (= доказуемости в ZF или ZFC) гипотез детерминиро
ванности, то начать можно будет со следующей теоремы, да
ющей простой, но достаточный для многих приложений резуль
тат. 

Т е о р е м а Г е й л а — С т ь ю а р т а [24], Каждое открытое 
множество A s / 2 детерминировано, т. е. выполняется S-'-Det 

Доказательство этой теоремы включает некоторые моменты, 
достаточно общие для работы с детерминированностью — в 
частности, понятие игры, начинающейся с определенной пози
ции. 

Пусть в добавление к множеству A s . # 2 заданы два корте
жа и, vGFC. Игра G(u; v; A) — или игра G(A) с позиции и; v — 
отличается от игры G(A) только тем, что игрок I обязан сде
лать свои первые i ходов, где i — длина кортежа и, так, чтобы 

•) Принцип DC постулирует следующее. Если бинарное отношение В. 
на множестве X таково, что Ух£Х &У&Х (хЕу), то существует последо
вательность х„ хи Хц, ... элементов Xi множества X такая, что XiExi+t 
для всех /. 
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они как раз составили «, а игрок 1Г должен делать первые / 
(j=длина v) хоДов так, чтобы эти ходы составили кортеж о. 

Например, если заданы кортежи и-=<а0, а1> и t>=-<&о>, то 
игра G(a0, a1; Ь0; А) (•= игра G(A) c позиции a0, a\\ b0) преду
сматривает, что игрок l делает начальный ход ао, затем игрок 
I I делает ход bo, снова игрок 1 делает ход а1 — в этих трех хо
дах игроки не имеют выбора, будучи обязанными брать ими со
ответствующие члены кортежей и к v, — а все последующие хо
ды Ъи a2) Ь2, аг, bs,... могут уже быть выбранными произволь
но. Результат же такой игры определяется как и в игре G(A), 
т. е. с учетом первых ходов, диктуемых кортежами к и о. 

Понятие стратегии и выигрывающей стратегии в играх, на
чинающихся с определенной позиции, поясняется на примере 
той же игры G(a0, a1; b0; А). Стратегией для игрока 1 в этой иг
ре будет любая функция а : FC{to}co, удовлетворяющая условиям: 
ог(Л)=а0 и ст(Ьо) =а1. Такая стратегия будет выигрывающей 
для игрока I, если <ст>|<р, |3><3A, какова бы ни была точка ^бЛ-", 
удовлетворяющая р(0) = 60 (в общем случае — удовлетворяющая 
И Е Р ) . Точно так же вводятся понятия стратегии и ВС для игро
ка II: в рассматриваемой игре нужно потребовать, чтобы 
т(а0) =Ь0, и в этом случае т будет ВС для игрока И, если 
<a, a:4-T>IA для любой точки а / такой, что a(0) = a0 и a(l)=-
= а 1 ( « с а в общем случае). 

Наконец, говорят, что позиция и; v является выигрывающей 
для игрока I (или для игрока 11) в игре G(A), когда игрок I 
(соответственно, игрок II) имеет ВС в игре G(u; v\ A). 

Изложив эти определения, обратимся непосредственно к 
доказательству теоремы Гейла—Стыоарта. Рассмотрим произ
вольное открытое множество A^./F2» Допуская, что игрок I He 
имеет ВС в игре G(A), укажем, как должен действовать игрок 
И, чтобы выиграть в этой игре. 

Пусть игрок I делает некоторый начальный ход а0. По 
предположению, начальная позиция Л; Л не является выигры
вающей для I; следовательно, и позиция а0; Л не будет для это
го игрока выигрывающей. Поэтому игрок II может представить 
такой свой ход Ь-> что позиция а-; Ьо снова не будет выигрыва
ющей для I- Один из таких ходов Ь0 (для определенности, пусть 
наименьший) и возьмет игрок II своим ответом на ход а0 про
тивника. 

Пусть, далее, игрок I производит очередной ход а1. Анало
гичное рассуждение показывает, что игрок II имеет ход 61 та
кой, что позиция flo, a1; bo, by не является выигрывающей для 
противника- И так далее. 

Из этого описания действий игрока II не составляет труда 
извлечь стратегию т, обладающую тем свойством, что для 
любой последовательности aQjV ходов игрока I, если определить 
р--=а*т (последовательность ответов II по стратегии т), то, 
каково бы ни было т, позиция а\т; р \ tn не является выигры-
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вающей для 1 в игре G (A). В частности, ко всякому т найдет
ся пара < а т , р т > ЧА такая, что а \т=ап \т и р l/n—P« \m 
(иначе позиция а \т; §\т уже была бы выиграна игроком I 
независимо от всех последующих ходов обоих игроков). Дру
гими словами, имеется сходящаяся к < а, р) последователь
ность точек < ат, р т ) замкнутого дополнения множества А. 
Следовательно, < а, (3) <$A и это всякий раз, когда р=а*т. 
Так что найденная стратегия т в самом деле будет ВС для 
игрока 11 в игре О(А), что и требовалось. • 

С л е д с т в и е . Все замкнутые множества детерминированы., 
т. е. выполняется iV-Det. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждой точки а—(а0, а1г 
аь ... >б./Г положим ог = <а1, а% ... >. Рассмотрим произвольное 
замкнутое A&/f2. Ввиду непрерывности отображения а1-*- сг 
множество Б={<а, |3>: <|3, a">-IA} открыто, а потому детерми
нировано. Если теперь игрок I имеет ВС в игре G(B), то стра
тегия т=<т будет ВС для II в игре G(A). Если же игрок II 
имеет ВС т в игре О(В), то ВС сг для игрока I в игре G(A) 
можно задать посредством равенства а(и)—х(и~) для всех 
uGFC (кортеж иг получается удалением из и самого левого 
члена — ср. с определением а~). • 

В дальнейшем результат теоремы Гейла — Стьюарта не
сколько раз усиливался (см. [34, § 3l), пока Мартин не доказал 
в [53] следующую теорему: 

Т е о р е м а б о р е л е в с к о й д е т е р м и н и р о в а н н о с т и . 
Все борелевские множества детерминированы, т. е. выполняется 
A,--Det. 

И этот результат уже представляется максимально возмож
ным в ZFC (фактически, доказательство использует только 
аксиомы ZF-\-DC). Дело в том, что гипотеза E^-Det 
(и эквивалентная ей n---Det) уже невыводима (см. следующий 
параграф) в ZFC, хотя, как показал Мартин [52], ее можно 
вывести из аксиомы измеримого кардинала. Исследования Хар-
рингтона [26], Стила [72] (см. также [34[) показали, что гипо
теза E^-Det эквивалентна утверждению о том, что любые 
два неборелевских Е1--множества борелевски изоморфны, а также 
эквивалентна «гипотезе диезов», интенсивно изучавшейся в связи 
с измеримыми и рамсеевскими кардиналами (см. [34]; [58, 
гл. 8; [69]). 

Теперь краткая историческая справка. Впервые бесконечные 
игры некоторого специального вида, связанные с доказатель
ством свойства Бэра, появляются в исследованиях Банаха и 
Мазура конца 20-х — начала 30-х годов. Общая концепция игр 
рассматриваемого вида была введена Гейлом и Стьюартом в. 
T24L Однако начало серьезных исследований в связи с детер
минированностью следует связать с заметкой Мычельского и 
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Штейнгауза [60] и последовавшими работами [59], [61], [22], где 
было показано, что AD влечет измеримость по Лебегу, свойство 
Бэра и существование совершенного подмножества при условии 
несчетности — для всех множеств действительной прямой-

Следующий ключевой момент в работах по детерминирован
ности происходит уже во второй половине 60-х годов. В заметке 
Блэквелла [16] было показано, как, используя теорему Гейла — 
Стьюарта, можно доказать некоторые классические теоремы о-
множествах первого проективного уровня, в частности, теоре
му отделимости для класса 214 Немедленно Московакис (см.. 
[15]) и Мартин [51] обнаружили, что, приняв аксиому проек
тивной детерминированности PD, можно выяснить законы от
делимости и редукции на всех уровнях проективной иерархии 
(классическими средствами это можно сделать только для нуле
вого, первого и второго уровней). Так был открыт продолжа
ющийся до настоящего времени период интенсивного развития 
приложений детерминированности к дескриптивной теории мно
жеств. 

В ходе этих исследований претерпел определенные измене
ния и взгляд на природу аксиом AD и PD. Если на этапе ран
них работ но-детерминированности (первая половина 60-х го
дов) специалисты склонны были рассматривать эти аксиомы 
просто как интересные математические гипотезы с необычными 
следствиями (примерно в том плане, как топологи относятся к 
аксиоме Мартина), то уже в 70-е годы на AD и PD стали смот
реть как на постулаты, претендующие на истинность в «мире 
реальных множеств», либо, по крайней мере, в некоторых ес
тественных частях этого «мира». Для такой точки зрения при
водятся более или менее убедительные основания (см. об этом 
в [5, гл. 2 и заключение], [3, гл. 8, § 6], [23], [58, части 7, 8 и 
заключение]). Этот подход отразился и в терминологии: Моско
вакис ввел в [55] концепцию «игрового универсума», понимая 
под этим мир множеств, в котором выполняется определенная 
гипотеза детерминированности, предпочитая говорить об истин
ности в этом универсуме, а не о выводимости из соответствую
щей гипотезы. 

Ниже мы будем говорить об истинности в полностью детер
минированном универсуме, в проективно детерминированном 
универсуме, или, вообще, в Г-детерминированном универсуме, 

, понимая под этим, строго говоря, выводимость из AD, PD или 
гипотезы Г-Det соответственно. («Обычный» математический 
универсум множеств будет Зо'-детерминированным по теореме 
Гейла — Стьюарта, и даже А1'-детерминированным по теореме 
Мартина.) В качестве же базисной теории множеств (к которой 
добавляется та или иная гипотеза детерминированности) будет 
использована теория ZF+DC; применение «полной» 'аксиомы 
выбора AC мы будем специально оговаривать (фактически, это 
касается ТОЛЬКО ОДНОГО утверждения из § 7),. 
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§ 3. Свойства регулярности точечных множеств 
в детерминированных универсумах 

Под общим названием: свойства регулярности обычно пони
маются следующие три свойства точечных множеств: 

1) И з м е р им ость. В евклидовых пространствах это свой
ство можно ассоциировать с мерой Лебега. Пространства вида 
•oi'XJf"1 не имеют какой-либо одной меры, чем-то выделяющей
ся среди других мер, и поэтому более естественным здесь будет 
говорить о свойстве абсолютной измеримости. Точечное множе
ство X абсолютно измеримо, когда оно измеримо (т. е. имеет 
определенное — конечное или +oo — значение меры) в смысле 
любой заданной на рассматриваемом пространстве счетно адди
тивной о-конечной (т. е. все пространство есть счетная сумма 
множеств конечной меры) борелевской (это значит, что каждое 
измеримое множество совпадает с точностью до множества ме
ры 0 с подходящим борелевским множеством) меры. 

2. С в о й с т в о Б э р а . Множество X имеет это свойство, 
когда оно совпадает с точностью до множества первой катего
рии с подходящим открытым множеством. Другими словами, 
требуется, чтобы существовало открытое в рассматриваемом 
пространстве множество U такое, что симметрическая разность 
XAU—(X—U)\}(U—X) есть множество первой категории. 
В свою очередь, множествами первой категории называются 
счетные объединения нигде не плотных в данном пространстве 
множеств. 

3) С в о й с т в о с о в е р ш е н н о г о я д р а . Это свойство 
заключается в том, что данное множество должно либо быть не 
более чем счетным, либо включать совершенное подмножество. 
Совершенные множества пространств alXJfm при m ^ l име
ют, как известно, мощность континуума с, так что точечное мно
жество со свойством совершенного ядра имеет мощность либо 
{le} Ко, либо ровно С — и в обоих случаях не может служить 
контрпримером к континуум-гипотезе. 

Мы уже упоминали в предыдущем параграфе о достижениях 
первых работ по детерминированности: AD влечет абсолютную 
измеримость, свойство Бэра и свойство совершенного ядра для 
всех точечных множеств. Элементарный анализ доказательств 
этого положения показал, что проективной детерминированности 
достаточно для доказательства всех трех свойств регулярности 
для каждого проективного множества и, более точно, в Ея1-де
терминированном универсуме все ].У-множества обладают этими 
свойствами. Затем был получен еще более сильный результат: 

Т е о р е м а 1 (jy-Det)1). Все множества класса Ll
n+1 абсо

лютно измеримы, обладают свойством Бэра и свойством совер
шенного ядра. 

•> Запись, скажем, Sn '-Det после слова «теорема» означает, что' данная 
теорема доказывается средствами ZF+DC+ (Sn'-Det), 
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(В книге [581, где, кажется, впервые приведено доказатель
ство этой теоремы, она отнесена к неопубликованным работам 
Мартина и Кехриса начала 70-х годов. Сами эти авторы указы
вают в [341, что главный технический прием был изобретен Со
ловеем.) 

Отметим один специфический момент в сформулированной 
теореме (и присущий, как будет показано ниже, многим другим 
теоремам такого же типа). При п — 0 гипотеза XV - Det являет
ся теоремой в ZF — теорема Гейла — Стьюарта из предыдущего 
параграфа. Следовательно, и заключение об измеримости, свой-
стве Бэра и свойстве совершенного ядра у всех Е^-множеств 
является обычным математическим фактом, не опирающимся ни 
на какие гипотезы детерминированности. Впрочем, результат 
этот, конечно, не нов: еще в первых работах по дескриптивной 
теории (П. С. Александров, М. Я. Суелин — см. [13, § 3], 
Н. Н. Лузин [45]) было показано, что каждое 21'-множество 
(т. е. A-множество в принятой тогда терминологии) имеет все 
три свойства регулярности. Действительно заслуживающим 
внимания явилось то, что теорема 1 очень естественно обобща
ет упомянутые классические достижения, обращаясь в послед
ние при n — 0. 

Мы приведем здесь доказательство только того фрагмента 
теоремы 1, который касается свойства совершенного ядра — он 
особенно важен в приложениях к теории однозначных и счетно-
значных множеств (см. § 6). А для свойства Бэра в конце этого 
параграфа будет дан эскиз доказательства даже еще более 
сильного результата, чем содержащийся в теореме 1. 

Итак, докажем, что в Е„1-детерминировэнном универсуме 
каждое точечное Т}п+\-множеств о XCJV имеет свойство совер
шенного ядра. План доказательства сводится к следующему: 
для специально построенной игры О будет показано, что если 
игрок I имеет ВС, то множество X включает совершенное под
множество, а если ВС есть y игрока II, то X не более чем 
счетно. А детерминированность игры мы выведем из гипотезы 
IV-De t . 

-Не ограничивая общности, можно предполагать, что Xc®, где 

а ) = 2ю
=--{беЖ:УА(б(А) = 0 или 1)} 

•—канторов дисконтинуум. (Действительно, нетрудно' устроить 
гомеоморфизм между Ж и подходящим ко-счетным в 3) множе
ством, позволяющий провести редукцию к указанному частному 
случаю.) Найдется П^-множество Q c ^ X - ^ такое, что 

X = xQ={5:SyQ(6,y)}. 
Зафиксируем перечисление < I \b\, v [b] > , bQa, всех пар 
( I, v > go-XEGoi- We FC01—-множество всех конечных корте

жей нулей и единиц (включающее и пустой кортеж Л). Каждой 
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паре точек а— ( а0, а1, а2 ) . . . > W и Р--= < Ьй, 61, 62). •. > б-Л* 
сопоставим точки 

D(a,p)=-«[601- <аг*> At»[dJ- <a2*> ' . . . 625 , 
где а;*=-т1п{1,аЛ, (я**) есть кортеж с единственным чле
ном а Д а знаком * обозначена операция соединения кортежей, и 

Функции D и Я , конечно, непрерывны, откуда с помощью пра
вила 2 из § 1 нетрудно вывести, что множество 

А={ < а, р > 6Ж-: < D (а, р), Я (р) ) €Q} 
принадлежит Б..1, так что соответствующая игра G(A) детер
минирована. 

Небольшое пояснение. По существу, игра G(A) сводится 
к тому, что игрок I делает ходы аг*== 0 или 1; ходы же игро
ка II обязаны быть парами </*> «j > , где /(6о-, а •у.—-кортеж 
нулей и единиц. Из чисел ^ составляется точка у = ( loJw- ) 6 
GJV, а из кортежей vt и чисел а.* —точка 8 = щ" (а..* > "••V 
Л ( а2* > " . . .625. После этого, игрок Г выигрывает в том и 
только в том случае, когда ( 6, у > <]iQ. Это действительное со
держание игры О (А) полезно иметь ввиду при разборе следую
щих выкладок. 

Отметим также, что начальный ход а0 игрока I совершенно 
не влияет на исход партии; по существу, I «пропускает» ход,. 
предоставляя право фактически начать партию противнику. 
В работах по дескриптивной теории в детерминированных уни
версумах доказательства теорем о совершенном ядре обычно 
строятся с инверсией функций игроков, т. е. ходами игрока I 
являются пары (I, u>ea>XFCoi, а игрок II отвечает нулями и 
единицами, и тогда «безразличных» ходов уже нет. Изменение, 
предпринятое в нашем изложении, вызвано подготовкой к при
менению изложенной в ее доказательстве конструкции для до
казательства теоремы о расщеплении счетиозначных множеств' 
в § 6: нужно, чтобы счетность X соответствовала наличию ВС у 
игрока I. 

Благодаря детерминированности игры G(A), один из игро
ков имеет выигрывающую стратегию. 

С л у ч а й 1: игрок I имеет ВС (Г в игре G(A). Убедимся, 
что тогда X не более чем счетно. Можно предполагать, что 
стратегия сг имеет своими значениями только числа 0 и 1 (иначе 
просто заменим каждое значение о, большее, чем 1, на еди
ницу). 

Дадим следующие определения. Конечную последователь
ность t= <а0, &о,..., ah-h &,,_!, ah) (нечетной длины) назовем 
о-согласованной (кратко: <т-СП), если а— а(Ьй,..., Ь.-О для 
всех i{le}&. Далее, пусть 66.25. Пару, состоящую из числа i6co и 
or-СП t = <a0, bo,..., ah>, условимся называть 6-максимальной,, 
когда, во-первых, кортеж 
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jw(t)~v{boY <ai> M M * <a2> * . . . * - [**_il* <a*> 
является началом S (т. е. w(t)c§), и во-вторых, нет чисел 
bke.® и аА+1 = 0 или 1 таких, что 1=1 [bk], ak+l=o(b0, . - . , bk,b bk) 
и w(ty<o\bkY (a^x) с б . 

Мы утверждаем, что ко всякой точке 66X HMecTca б-макси-
мальная пара. Действительно, раз 66X, то < б, у > 6Q для не
которой точки -Y==- < i0> î> ̂ • • • ) б-Л1". Положим a--=-<-•"(Л). Тогда 
tQ=(a0) будет а-СП, и при этом да(^о) = Л с б . Если пара 
(lo,to) не'является б-максимальной, то t0 можно продолжить, 

получая а-СП ti = < ao, b0, a- > такую, что •te)(t1)c6 и l[b0] = lQ. 
Если снова пара < 1Ь t1 > не будет б-максимальной, то суще
ствует еще более длинная о-СП t2= ( aQ, bQ, ах, &1, а^ > такая, 
что <w(t2)cib и l\bi\= lx. И так далее. 

Но этот процесс не может продолжаться до бесконечности, 
ибо мы получили бы партию а,= <а0, аи . . . >, р = <Ь0, .->ь.-.> в 
игре G(A), соответствующую стратегии а (а = сг*(3), и такую, 
что <D(a, p), Я(р)> = <б, v>eQ. чего не может быть, так как 
а—ВС для игрока I. Итак, построение обрывается, и на соот
ветствующем шаге k мы приходим к б-максимальной паре </, t>. 

Так что, в самом деле, для любой точки 66X существует 
б-максимальная пара ( ! , ( } . Убедимся, что в такой ситуации б 
однозначно определяется по I и t посредством а. ЭТОГО будет 
достаточно для доказательства счетности X, поскольку совокуп
ность всех пар (I, t> рассматриваемого вида счета а. 

Пусть t = (a0, b0,..., dh-u bh-\, ah}. Раз a>(t)c:6, то найдется 
m такое, что w(t) =8\m.. Этим равенством уже определены все 
значения б(/) с j<m. Покажем, как индукцией по i вычислить 
все значения 6(rn + i). 

Положим 1)'= < &(т), ..., 6(/n+£~--1) ) для каждого i 
(в частности, v°=A). Ко всякому i существует единственное 
натуральное Ь1, удовлетворяющее v [bl\ = ,ol и l\bL\ = l. Положим 
также al = a(b0, ..>., bk-\,bl). Тогда t —i* < bl, a1 > будет а-СП, 
причем / [Ь•]==/. Следовательно, ввиду б-максимальности пары 
< I, t ) , получается <w(tl)<£b. Однако ie)(tl) = w {t)"vr < a1 > , и 

ясно, что -ЙУ(t)'"'Z)'czS. Значит, а1фЬ(т + i). 
Вместе с тем, 6 ( / t t + i ) = 0 или 1, так как 66XC25, и а ' = 0 

или 1 в силу сделанного предположения о значениях стратегии ст '. 
Значит, при любом £б-а выполняется равенство 

6(w + i)-—1— ст(60, Ъь ..., *А_1, Ь1), (*) 
которое и позволяет последовательно найти все числа б ( т + 0. 

С л у ч а й 2: игрок II имеет ВС t в игре G(A). Проверим, 
что в этом случае наше множество X включает совершенное 
подмножество. Функция F(a)=D(a, а>|<т) непрерывна, а образ 
C={F(a): a.3.29} дисконтинуума S) включен в X по выбору т и 
в соответствии с определением А. Остается проверить взаимную 
однозначность F на D, тогда можно будет заключить, что С — 
искомое совершенное подмножество множества X. 
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Рассмотрим пару различных точек а = <йо, а ь . . .> и а ' = 
= <а0', а / , . . . > дисконтинуума и через т обозначим наимень
ший индекс такой, что am'{ne}am. Положим 

bt = i(a0, ...,at) и bi
r==x(a0', ,..,al') 

для всех L Тогда 
• ' ( -H[*or.{ei) , . -W ,{e1 )" . . . I 

E(a ' ) -=a[Vr (a{):v[bx'Y (a2')* . . . . 
По выбору т мы получим al

r = ah а тогда и й/--=6. для всех 
i < / » , но ат'фат. Значит, F(a)=fcF(a'), что и требовалось. • 

Обратимся теперь к свойству Бэра. Результат, доказатель
ство которого сейчас будет изложено, связан с «гейм-операто
ром» Московакиса [56]. Пусть ЗС — одно из точечных прост
ранств, и B s - ^ X / 2 . Каждая точка X&W определяет сечение 
S/x-={<a, $);В(х, a, (3)} и тем самым задает игру 0(В/х), в 
которой один из игроков может иметь выигрывающую страте
гию. Московакис предложил такое определение: 

£)B = {xQ3s: игрок I имеет ВС в игре О (В/х)}. 
Действие оператора о можно символически изобразить беско
нечной строкой чередующихся кванторов по натуральным числам: 

x€o-3~aa(0)vp(0)aa(l)vp(l). . . в (х, а, р); 
но любая попытка придать точный смысл бесконечнокванторной 
приставке неизбежно возвращает к стратегиям-

Для каждого класса Г точечных множеств, через г)Г при
нято обозначать совокупность всех множеств вида QB, где В — 
множество из Г, расположенное в одном из пространств вида 
SCV^W*. В проективно детерминированном универсуме оператор г> 
действует на проективные классы так, что выполняются ра
венства Qn„I = LjI+i, oE„I = nji.+i (собственно, требуется только 
гипотеза .С,-1- Det) — см. следующий параграф. Поэтому резуль
тат теоремы 1 для свойства Бэра вытекает из следующей 
теоремы Кехриса [31]: 

Т е о р е м а 2. Пусть Г — проективный класс, и выполняется 
Г-Det. Тогда каждое множество из о Г имеет свойство Бэра. 

Доказательство мы проведем ТОЛЬКО для множеств простран
ства JV и ограничимся лишь изложением принципиальных мо
ментов. Достаточно показать, что, каково бы ни было XCJ\T 
класса £)Г, либо X имеет первую категорию, либо найдется 
бэровский интервал J\r

w = (абЖ: тиса) (где wQFC) в JV такой, 
что разность Ж , — X имеет первую категорию. Итак, пусть 
X = -QBCJV, где множество Bcj^3 принадлежит Г. 

Рассмотрим игру G, в которой оба игрока, I и И, каждым 
своим ходом выбирают одну из пар вида ( а, и, > , где a6<J-> 
а u&FC, и -?-- Л. Таким образом, игрок I (он, как обычно, начи-
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нает) делает ходы (а0, и0), < a1, щ > , < а2, щ. > , . . . , а игрок-
II—-ходы { Ьа, v0) , (bi,Vi), < b2, v2 > » • • • • Д л я определения 
результата составляются точки 

а== < а0, «1. а2, • • . > , р = < 60, 61. b2. • • • > . 
Y=и0" г)0" й1" -"Г Иг ^ . . . 

пространства Ж . Выигрыш I происходит в случае, когда <Y, а, 
'Р>6В, a иначе выигрывает П. 

Игра О детерминирована. Чтобы доказать это положение, 
нужно зафиксировать перечисление натуральными числами всех 
пар <а, и> указанного вида (так, как это сделано в доказатель
стве фрагмента теоремы 1). После такого преобразования мы 
придем к игре вида G(A), где А:=Ж2™ множество класса Г 
'(оно получается из В непрерывной подстановкой). 

Ввиду детерминированности, один из игроков имеет ВС в иг
ре G. 

Случай 1: игрок II имеет ВС т в игре G. (Мы предпочли по
дробнее рассмотреть этот случай, представляющийся более по
казательным). Докажем, что X имеет первую категорию.. 

Для дальнейшего условимся, что буквами и и v (с индекса
ми) обозначаются только кортежи из FC, не равные Л. Стра
тегия т определяется на кортежах вида 

•Cat), «О ) > < ai, И1 > , . . ., < aft_i, ttft-i> (1) 
и принимает значения среди пар (b,v) (bQm). Последователь 
ность вида 

t= ( ao, «о, b0, Щ, ..., aft-i, ttft-i, bk-i, Щ-i > (2) 
назовем т-согласоваш-юй (кратко: т-СП), если для любого i < k 
выполняется < bL, -о. ) = т( < а0, щ > , . . . , <&;,#•>). Если при 
этом а&л, yQjV, кортеж 

W (t) — Uu Vo U\ Vi . . . * Uk-\ " Щ-i 
удовлетворяет соотношению <w(t)czy, и нет ни одной т-СП 
f вида t" ( а,г, Uii, bn, v/t) такой, что <w(tr)czy и ak = a, —то 
пару { a, t ) будем называть Y-максимальной. 

Утверждается, что ко всякой точке у&Х существует 7"мак* 
еимальная пара (а, />. Идея та же, что и в доказательстве тео
ремы 1, только каждое число ак (аналог /•.) вычисляется по фор
муле ah=a(b0,... , &ft~i), где а — заранее фиксированная ВС 
для игрока l в игре G(B/y), существующая ввиду того, что 
•уб 0-5- Детали мы опускаем. 

Приняв утверждение о существовании максимальных пар, 
выведем первую категорию для X. Пусть yGX, а пара (a, t) яв
ляется Y-максимальной; t есть т-СП вида (2). Пусть U&FC, ифА 
произвольно, и 

(b,V) = Х ( <.йо, И 0 ) , . . . , < aft.j, ttfi-l ) , < a , И ) ) . 
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Определяемый этим равенством кортеж V&FC —-{Л} обозначим 
через г>(г£). 

Последовательность t' — t"{a,u,b,,o(u)) будет т-СП, 
и поэтому ввиду у-максимальности пары < a, t > мы получаем: 
-~j (t') = w (t)*uKv(u)<T-y. Таким образом, точка у принадлежит 
множеству 

Wt=jyW(t)— [)U(IFC,U^A.JY'WWU-V(U)' 

Ввиду произвольности точки y6X в этом рассуждении' 
можно заключить, что Xc\jWt. Но каждое из множеств W* 

t 
нигде не плотно. 

• С л у ч а й 2: игрок I имеет ВС or в игре G. Пусть <а, n> = 
= сг(Л) — начальный ход по стратегии ст. Выкладки, близкие к 
проведенным в случае 1, позволяют вывести, что Jfu—X будет 
множеством первой категории. Дополнительный момент здесь 
состоит в том, что каждое сечение В/у, yGJF, множества В при
надлежит, как и само В, классу Г (правило 3 § 1). Следова
тельно, в силу предположения Г-Det, если y&JP—X, то игрок 
II имеет ВС в игре G(B/y). • 

Заканчивая этот параграф, укажем на одно принципиальное 
следствие теоремы 1. П. С. Новиков показал [111, что сред
ствами аксиом ZFC невозможно доказать выполнение хотя бы 
одного из рассматриваемых трех свойств регулярности для 
всех множеств класса W2. Следовательно, и гипотеза Si'-Det 
невыводима в теории ZFC, ибо по теореме 1 она влечет все 
три свойства (собственно, достаточно ограничиться хотя бы од
ним из них, скажем свойством совершенного ядра) для всех 
множеств класса 2\, • 

§ 4. Теоремы отделимрсти и редукции 
в детерминированных универсумах. Нормированные классы 

Понятие отделимости было введено в дескриптивную теорию 
множеств Н, Н. Лузиным. Рассмотрим пару непересекающихся 
множеств X, Y какого-нибудь точечного пространства. Насколь
ко простым может быть множество Z, отделяющее X от Y (это 
означает, что X<=Z, a Y{\Z—0)?. Показатель простоты сущест
вующих множеств-отделителей (среди которых находится и мно
жество X) Н. H. Лузин предложил в [48] считать своеобразной 
дескриптивной мерой «расстояния» между непересекающимися 
множествами X я Y. 

Наибольший интерес в исследованиях отделимости в проек
тивной иерархии вызывал вопрос о ТОМ, ДЛЯ каких проектив
ных классов Г имеет место следующее утверждение — принцип 
отделимости": 

') Точнее, первый принцип. Рассматривался еще и второй принцип отде
лимости, о котором см. в [2, 10, 14, 6], 
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Г-Sep: Ко всякой паре непересекающихся Г-множеств X, Y 
существует множество Z, принадлежащее, вместе со своим до
полнением, классу Г и отделяющее X от У. 

Отделимость играла очень важную роль в развитии дескрип
тивной теории в.20-е и 30-е годы. В современных работах чаще 
рассматривается следующий более удобный принцип редукции, 
восходящий к статье Кур атовского [40]: 

Г-Red: Ко всякой паре Г-множеств X, Y найдется пара не" 
пересекающихся Г-множеств Х'СХ, 'V'CY, объединение X'\JY' 
которых совпадает с объединением XIJY. 

(О такой паре X', У говорят, что она редуцирует данную 
пару X, Y). 

Классы Д,-1, будучи замкнутыми относительно операции раз
ности двух множеств, очевидно, выполняют как Sep, так и Red. 
Значительно сложнее обстоит дело с классами Е„г и П,,1. Исследо
вания Н. Н. Лузина [48], П. С. Новикова [63], Куратовского [40] 
показали, что для классов Е--1, П1\ Е2

Х имеет место прщщип 
редукции, но не принцип отделимости, а классы По1, L11, П21, 
напротив, удовлетворяют Sep, но не Red. Высшие же проектив
ные уровни совершенно не поддавались попыткам выяснить за
коны отделимости и редукции. Вместе с тем, проблема отдели
мости и редукции — наряду с проблемой свойств регулярно
сти— традиционно ставилась на первое место среди 
классических задач дескриптивной теории. Именно поэтому сле
дующая теорема, доказанная независимо Мартином [51] и 
Московакисом (см. [15]), произвела очень большое впечатление 
на специалистов: 

Теорема о т д е л и м о с т и и р е д у к ц и и (E^-Det). 
Классы 

EQ1, П11, Е21, . . . , £ 2 ^ , П2-.+1. Е2-.+2 
удовлетворяют принципу редукции, но не удовлетворяют прин
ципу отделимости. Напротив, классы 

По1, ЕД П-1, . . . , n L 
удовлетворяют принципу отделимости, но не принципу редукции. 

Таким образом, в проективио детерминированном (т. е. с аксио
мой PD) универсуме имеется ряд «редуцируемых», но не «отде-' 
лимых» классов 

Е о , П 1 , Е 2 , . . • J.-.--2I-H "2-1-1-11 ---2;Н-2- • • • 

и ряд «отделимых», но не «редуцируемых» классов 
По1, Е11,.П2-,....ЩЯ, •--2Л+1. П2л+2. • • • • 

Гипотеза, San'-Det оказывается достаточно сильной, чтобы про
должить оба ряда до уровня 2п+2. И при n=0 мы приходим 
через посредство теоремы Гейла -—- Стьюарта § 2 к новому, осно-
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ванному на играх, доказательству отмеченных выше классиче
ских результатов об отделимости и редукции (собственно, та
кая возможность использования игр была продемонстрирована 
Блэквеллом [16] еще до выхода работ [151 и [51]). 

Некоторое время оставалась невыясненной причина «осцил
ляции» редукции об отделимости между Е-классами и П-клас-
сами. Этот вопрос удалось прояснить с помощью «гейм-оператора», 
о котором уже шла речь в § 3. Дело в том, что гипотеза 
£m

a-Det влечет выполнение равенств 
фП/—Еи-н» О-^т — П/п-и. 

так что в проективно детерминированном универсуме «редуциро
ванные» классы получаются из начального класса -V, a «отдели
мые»—из- ПО1, последовательным,применением оператора г> 

Приведем доказательство этих равенств. Можно ограничить
ся первым из них, ибо второе легко получается из первого 
в предположении E^-Det тем же способом, который исполь
зован в выводе следствия из теоремы Гейла —• Стыоарта в § 2. 

В к л ю ч е н и е с п р а в а н а л е в о . Пусть Xc#, XeEm+i. 
Тогда X—{х : .?aQ(x, a)} для подходящего Пщ1 — множества 
Qc.a.'X-^. Теперь X — -QB, где 

В=*{ < х, а, р ) :Q(x, а)Лр6^}бП1т . 
В к л ю ч е н и е с л е в а н а п р а в о . Пусть Х = г>В, г д е 5 с $ ? х 

Х - ^ 2 - множество класса П...1. Таким образом, 
X={x:3a:EC{to}o>Vp£(a*p, p». 

Чтобы представить квантор Яо посредством квантора по Jf, за
фиксируем раз навсегда пересчет натуральными числами корте
жей из FC. Пусть Ш — кортеж, соответствующий числу йбш, 
таким образом, FC—{[k] : k£a>}. Теперь каждая точка е-ЗИР за
дает стратегию [el: именно, [e1([k])-=8(ft) для всех k. 

Отображение < е, р > {cdot}-^[e]*p, разумеется, непрерывно, и поэто
му наше множество 

X-{a:3e6^VpS([8]*p, Щ 
имеет класс Л]п+\ (используются правила 2 и 6 из § 1). 

Начиная изложение доказательства теоремы отделимости 
и редукции, отметим следующее: если для некоторого класса Г 
выполняется принцип редукции, то для класса ~]Т дополнитель
ных множеств будет выполняться принцип отделимости (просто 
перейдем к дополнениям). Изобретенное П. С. Новиковым [62] 
изящное рассуждение с использованием «дважды универсальных 
пар» показывает, что Sep и Red не могут выполняться для одного 
и того же класса Г = 2 я 1 или П-Л (см. доказательство теоре
мы 3.2 в книге [3, с. 249]). Так что достаточно проверить только 
лишь принцип редукции для классов S01, П11, . . ..IlL+i,• ^In+n 
в Ег^-детермйнированном универсуме. 
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Ключевым моментом классических доказательств теорем 
отделимости и редукции было использование (в той или иной 
форме) множества всех не более чем счетных ординалов. Связь 
первого и второго уровней проективной иерархии с ординала
ми имела наиболее естественное выражение в открытых 
П. С. Новиковым принципах сравнения индексов (о них см. 
в [10], [63], [6, § 3]). В современных исследованиях используют
ся произошедшие от этих принципов два родственных понятия —-
норма и полное предупорядочение. 

Нормой на множестве X называется всякая функция Ф, 
отображающая X в ординалы. Каждой норме Ч:Х-+Охй, задан
ной на точечном множестве Xc.a?, сопоставляются бинарные' 
отношения < Ф и < ф (на X), < * и < * (на Й7): 

х<ФГ-Ф(x)<Ф(у), „х<Фу<->Ф(x)<Ф(у); 
х<>~*екл(уе#-*-Ф (л)<ф(у)); 
х < ;у<*хех/\ (уех->Ф (х) < Ф (у)). 

Если отношения <*ф и <*ф (они более важны, чем < ф и < ф> 
принадлежат (как множества пар) данному классу Г, то ф назы
вается Г-нормой, 

Полным предупорядочением множества X называется всякое-
нестрогое отношение частичного порядка {le} на X, удовлетворя
ющее следующим двум условиям: 

1) если х, у&Х, то *{le}y или y{le}x (но не предполагается, что 
H3x{le}yA«/{le}x следует х=у), и 

2) нет бесконечных цепочек xo>xi>--2> . • . элементов xt 
множества X {х<у означает, что x{le}y, но не выполняется y{le} 
< * ) • 

Например, если ф — норма на X, то отношение {le}., будет 
полным предупорядочением X. Обратно, легко видеть,, что ко 
всякому полному предупорядочению {le} множества X имеется 
норма .ф на X такая, что {le} совпадает с {le}-,. 

Наконец, ключевое определение. Класс Г называется нор
мированным, если каждое множество из Г несет Г-норму. При
ложение этих понятий к доказательству теоремы отделимости 
и редукции получается благодаря следующему утверждению: 
•.если проективный класс Г нормирован, то он удовлетворяет 
принципу редукции. Доказательство очень простое. Рассмот
рим пару Г-множеств X, У;=Й?. Следующее множество 

Р = {(Х, i > :(x6XAi — 0)V(xerAJ-=l)} 
также принадлежит классу Г, ибо получается из Г-множеств 
X, Y,{0}, {1} с помощью А и V (правило 5 § 1). Поэтому 
найдется Г-норма Ф: P->Ord. Теперь пара Г-множеств 

X'={x:(x,0) < ; < x , l > } , • J " « { x : < * , l > < ; < x , 0 > } 
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обеспечивает редукцию исходной пары (множества X' и Y' 
принадлежат Г, ибо получаются из Г-отношений <*ф и < ф 
непрерывной подстановкой—правило 2 § 1). 

В силу всего сказанного, для доказательства теоремы отде
лимости и редукции будет достаточно доказать следующую 
теорему: 

Первая т е о р е м а п е р и о д и ч н о с т и (E^-Det). Классы 
£0

3, 1V, Е-Л . . . , £'.,, Щп+1, Цп+2 нормированы . 
Известные доказательства этого первого фундаментального 

положения дескриптивной теории детерминированных универ
сумов следуют такой схеме: сначала проверяется нормирован-
ность класса Е-1, а затем выполняется индуктивный переход 
Е , , , 1 -^ 1 ^ , {to}EJii+2. Имея в виду описанное выше действие опера
тора г), существо этой схемы можно было бы выразить 
в том, что нормированиесть переходит с класса Г на Г)Г« 
Доказательство такого общего утверждения было получено 
Московакисом [58, гл. 6], однако оно слишком сложное для 
того, чтобы поместить его в настоящей статье. Мы приведем 
первоначальное, принадлежащее Мартину [51] и Московакису 
[15] доказательство первой теоремы периодичности. Оно состо
ит из трех лемм; 

Лемма 4.1. Класс Е-1 открытых множеств нормирован. 
Лемма 4.2. Если класс ГГ, нормирован, то класс Е' , 

также будет нормированным. 
Лемма 4.3 (E^-Det). Если класс Е^ нормирован, то и 

класс П^+1 будет нормированным. 
Подчеркнем, что лемма 2 не предполагает каких-либо гипо

тез детерминированности. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 4.1. Каждое открытое точеч

ное множество X является объединением X—iJ^^X,, открыто-
замкнутых множеств X,, (напомним, что рассматриваются толь
ко множества пространств вида со'Х-^'"; для евклидовых прост
ранств это утверждение, конечно, неверно). Если х&Х, то опре
делим значение нормы ц>(х) равным наименьшему числу k, при 
.котором хбХк, Без труда можно доказать, что 'ф будет «откры
той» нормой. • 

Доказательство леммы 4.2 основано на идее минимального 
индекса П. С. Новикова [63]. Построим 2},,+1-норму на Е),,+1-
множестве X = {x<S.2?:aaP(x, a)}, где Р с ^ Х - ^ —множество 
.класса П..1, несущее П^-норму Ф. Положим 

i|)(x)=min gp<P(x> a) 

.для каждой точки xdX. Построенная норма -ф: AT->-Ord является 

..Е^-нОрмрй: например, . ' . ' : . ' ' 
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х < 1у^хеХА{уеХ {to} ф (.дс) < чр (у))^ЯаУр ЦР (х, а)Л (Я {у, р) {to} 
{to}9(^, а)<Ф (у, p))^3aVp( < х, а > <*ф < у, р >), 

т.е. отношение <* имеет класс S^+1 (правило'6, § 1). • 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 4.3. Требуется построить 

П^+1-норму на П^+1-множестве X-={x6<27: vaP (х, a)}, где 
Рсй7Х-^" — множество класса Е„Л на котором задана Е,,.1-
норма ф. Каждой паре точек х, ув№ сопоставляются игры Оху 
и G' с игровыми множествами 

Л , У Н < « . р>6Ж2: -]((х, а) < ; < у , Р > »-
и , 

Ку-{<а' Р>ел^ (х, р> <;<у, a>} 
классов Пт1 и £„,- (по выбору Ф). Все эти игры детерминиро
ваны, ибо гипотеза S^-Det • влечет nm--Det (см. вывод 
•следствия из теоремы Гейла —Стьюарта в § 2). 

Рассматриваются следующие бинарные отношения на ЗС: 
х <нч/-(->игрок II имеет ВС в игре Gxy; 
х < *«/*+игрок I имеет ВС в игре G' . 

Мы утверждаем, что < * и < * — отношения класса П)л+Ь 
Действительно, скажем, < * тождественно дополнению множе
ства QB, где 

5 - { < x , у, a, p > : - | (<x , a> < ; < у , Р>} 
—множество класса nm

J. Но лБбЕ* согласно сказанному 
выше о действии оператора л на множества класса П .̂1. ТОЧНО 
так же рассматривается и отношение <* . 

Теперь остается проверить, что отношения < * и < * 
совпадают с < * и <* для подходящей нормы ф на X. Чтобы 
доказать существование такой нормы, вполне достаточно 
доказать следующие семь утверждений; 

(1) Если xQX, а уеЖ — Х, то х<*у. 
(2) Если x<*y, то xQX> 
(3) Если xQX, TO выполняется x < * x . 
(4) Если x<*i / и y<*z, то x<*z. 
(5) Если х<*у, то x<*y . 
(6) Если х, yQX, то х<*у++~\(у<*х). 
(7) Нет бесконечно убывающих в смысле <*• цепочек эле

ментов мнoжe\'cтвa X. 
Выигрывающая стратегия а для игрока I, приносящая дока

зательство утверждения (1), состоит в следующем: он, незави
симо от ходов П, делает свои ходы а. согласно равенству а.= 
-=a(t), где а — заранее фиксированная точка' ЛГ такая, что 
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{у, аУфР (а существует благодаря у $ X). В то же* время, 
какую бы ни сделал игрок II последовательность р своих ходов, 
он получит <x, р>6Р ввиду xGX. Стало быть, (х, |3><ф*<г/, а>. 

Точно так же доказывается утверждение (2). Если x^X, то 
игрок I обеспечивает себе выигрыш в игре GXII, делая свою по
следовательность ходов а так, чтобы (х, аУфР. 

Утверждение (3) вовсе тривиально: игроку II достаточно по
вторять ходы игрока 1, обеспечивая Р = а и <x, a>:{le}-p|<:<x, Р> 
(важно, что хвХ — это дает (х, а>&Р для всех а). 

Для доказательства (4) пусть игрок II имеет ВС та в игре 
G-„ и ВС Т2 в игре Gvt. ВС г в игре От для игрока II получается 
своеобразной композицией стратегий %\ и х^. 

%(ай,..., ah)=x2(b0,..., Ьк), "• 
где 61==Ti(a0,..., a.) для всех t. Эта стратегия выполняет ра
венство а:ф:т= (a^Ti) ^f.%2 для всех абЖ. 

Докажем (5). Пусть игрок I имеет ВС а в игре Gay'. Тогда 
ВС х для II в игре Gxv можно задать равенством: 

х(а0,..., ак) = а(а0,..., ак^). 
Легко видеть, что для любой точки абЖ если р-=а>Цт, то 
ff>|<a=p и <x, а><ф*<#, Р> по выбору а, 

Доказательство (6). Слева направо. Пусть напротив, игроки 
I и II имеют выигрывающие стратегии а и х в играх Gv/ и Gxv 
соответственно. Рассмотрим партию <а, р>, в которой игроки 
придерживаются указанных стратегий: т. е. а=в^.$ и р=а.4-:Р. 
Немедленно приходим к противоречию: 

<у, Р > < ; < . * , а ) и ( x , a ) < ; < t / , p ) . 
Справа налево. Раз у<*х не выполняется, то ввиду детер

минированности игр (?„/ игрок II имеет ВС т в игре Gyx, Пока
жем, что эта стратегия будет ВС и в игре Gxv для игрока II. 
Пусть a&JV произвольно и р = а>)<т/. Тогда не выполняется 
(У> P><-.*<x, a>. Но {х, а> и (у, р> принадлежат Р, поскольку 
х, у$Х. Следовательно <x, a>{le}<-*<*/, p>. 

Наконец, утверждение (7). Предположим противное: суще
ствует бесконечная <*-убывающая последовательность точек 

XiGX (где rgco). При любом i игрок I имеет ВС о - в игре 
0'хшх1- Зададим последовательность точек а&Ж равенствами 
ai(l) = ol(ai+1\l) индукцией по / одновременно для всех i. 
Таким образом, а/(0) = аг(Л), а{(1) = at (ai+1(0)), щ(2) = 
-=a,(a/+1(0), ai+1(l)), и т. д. В результате получим а;== 
— a^aiHl, т. е. {.*/+1, а/+1 > <* (xh щ) для всех i. Другими 
словами, Ф (х0, <х0) > Ф (^1, а-,) > ф (x2, а2) > . . . , чего не может 
быть, поскольку значения Ф-ординалы. • 

Недавно проведенное Стилом исследование [73] дало следую
щий результат: если Г-класс точечных множеств, удовлетво
ряющий некоторым достаточно элементарным условиям и не 
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совпадающий с классом ~|Г дополнительных множеств, то в 
предположении полной аксиомы детерминированности AD в 
точности один из классов Г, 1Г удовлетворяет принципу 
отделимости. 

Нормы и полные предупорядочения используются сейчас 
отнюдь не только для доказательства теорем отделимости, 
О различных приложениях этих понятий в теории детерминиро
ванных универсумов см. сборник [35]. 

§ 5. Униформизация и лестницы 
в детерминированных универсумах 

Исследования, связанные с проблемой униформизации, со
ставляют один из наиболее важных разделов как классической, 
так и современной дескриптивной теории множеств. Изложим 
несколько необходимых определений. Пусть 95 и °У- — пара то
чечных пространств. 

Множество P^SGX6^ называется однозначным, или уни
формным (в смысле ЗСхЩ), когда'каждое его сечение 

P/x={yGf-: Р(х, у)}, 
где хбЖ", содержит не более одной точки. Проекция лР множе
ства Р^ЗСХУ- (на пространство ЗС) задается равенством 

лР={х<5,3): Р/хф0}={хЪ&: %уР (х, у)}. 
Если Pc:Qc,2?x ^> множество Р однозначно, и nP = nQ, то 
говорят, что множество Р униформизует Q. 

Проблема униформизации в дескриптивной теории мно
жеств состоит в том, чтобы к данному проективному классу Г 
подобрать по возможности наименьший класс Г' такой, что 
каждое Г-множество допускает униформизацию множеством 
класса Г' (в этом случае говорят, что Г' является униформиза-
ционным базисом класса Г). Обычно речь идет о решении 
вопроса о выполнении для того или иного проективного класса 
Г следующего принципа униформизации: 

Г-Unif: Каждое Г-множество можно униформизовать мно
жеством этого же класса Г. 

Проблема униформизации ,как и само это слово, была вве
дена в дескриптивную теорию И. Н. Лузиным [47], однако еще 
до выхода этой работы Н. Н. Лузиным и П. С. Новиковым бы
ло получено несколько интересных результатов по униформи
зации борелевских и 21

1-множеств (см. следующий параграф). 
Наиболее же важная классическая теорема униформизации, 
доказанная Кондо [39] с помощью введенной П. С. Новиковым 
(см. [49]) униформизационной техники, состоит в том, что прин
цип униформизации выполняется для класса П11. Этот резуль
тат вошел в математику под названием: теорема Новикова — 
КОНДО. 
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Униформизация влечет редукцию для того же класса. Дей
ствительно, чтобы редуцировать пару Г-множеств X, У Е 9С 
проведем униформизацию' Г-множеств а 

Q = { ( x , i ) :(x6XAi — 0)V(xeKAi' — l)} 
множеством PC.Q того же класса Г и возьмем множества 

X'={x:P(x,0)}, Y'={x:P(x, l)}. 
Они принадлежат Г и редуцируют пару X, У, В этом рассуж
дении предполагается, что Г - проективный класс 

Таким образом, в силу сказанного в предыдущем параграфе, 
принцип униформизации не выполняется для класса IV. Факти
чески, П. С. Новиков построил- [69] Подмножество в / Х ^ . не 
допускающее униформизации множеством класса ЕЛ так что и 
класс П0

! замкнутых множеств не удовлетворяет Unit, По оче
видным соображениям это справедливо и для класса открытых 
множеств Е--1. 

Униформизация переходит с класса П11 на Е2
Х и вообще с 

любого UJ- на -E^+i. Действительно, рассмотрим произвольное 
Е,„+.-множество Qc&Xf. Тогда Q = { < x, у > :3aQ' (x, у, a)} 
для подходящего Пт'-множества Q ' c r ^ x ^ X ^ . Используя 
Пх'-ипИ, униформизуем в смысле •Ж'ХС^Х.ЛО множество Q' 
посредством Г1т

]-множества Р' и возьмем в качестве Р множе
ство { { х, у > :SfaP' (Л, у, а)}. 

Таким образом, E2
J - Unit и отрицание П^1 - Unif являются 

следствиями теоремы Новикова-Кондо. 
Естественно, в свете результатов предыдущего параграфа и 

сказанного здесь, напрашивается предположение о том, что в 
Ег-гдетерминированном универсуме все классы первого ряда (см. 
теорему отделимости и редукции в § 4) удовлетворяют принципу 
униформизации, кроме, конечно, класса Е-,1. Именно так и обстоят 
дела, однако понятие нормы и первая теорема периодичности 
оказываются слишком слабыми для того, чтобы работать с 
униформизацией. Приходится использовать более сложное по
нятие лестницы, извлеченное Московакисом [55I из классиче
ских работ [39, 49] по униформизации. 

Лестницей на точечном множестве X называется набор <р= 
= <Ф,,:й6ш) норм фй: X{to}Ord, удовлетворяющий следующему 
условию: 

(A) Если х0, Xi, #2,. . . GX и lirnx. = #, причем ко всякому k 
имеется ординал %h такой, что почти все по i (т. е. за исключе
нием конечного числа индексов i) ординалы фк(д;<) совпадают с 
%н то xGX и фЛ(л:) {le}X,t для каждого k. 

Подобно нормам, лестницы классифицируются с точки зре
ния определимости. Лестница ф=<ср :̂/гбо>> на множестве Х<=8С 
называется Г-лестницей, когда оба множества 

{(k,x,y) :x*£lfy}, {{к, х, у) ; х < ^ } 
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в пространстве со Х.-2?- имеют класс Г. Необходимым и доста
точным условием для этого в случае, когда Г — проективный 
класс, будет требование того, чтобы каждая норма <рк была 
Г-нормой. 

Если на каждом множестве данного класса Г существует 
Г-лестница, то говорят, что класс Г имеет свойство лестницы. 
В этом случае, по крайней мере для проективных классов Г, на 
каждом Г-множестве X можно задать Г-лестницу ф=.<Ф*: &€со>, 
удовлетворяющую таким двум дополнительным условиям: 

(Б) Если x0, xi, x2» •«•-3X и для любого к почти все по i ор
диналы <р*(х4) совпадают с некоторым одним A,-.eOrd, то найдет-
Ья точка х&Х такая, что 1imx- = x; 

(В) Если j<k и фл(л)<фя(у), то 9i'(x){le}<p-i(y). 
Лестницы, удовлетворяющие (Б) и (В), называются хоро

шими. 
Докажем это утверждение. Пусть на Г-множестве l e i " 

(можно ограничиться рассмотрением множеств ТОЛЬКО этого 
пространства) задана Г-лестница *ф = <-])..: &«S(o>. Требуется по
строить хорошую Г-лестницу на X. Выберем ординал % так, что
бы было ^к(а)<Х для всех £бо> и абЖ„ Каждому k сопостав
ляется порядковый изоморфизм fh множества 

С* = { < -so- 'o. -SIЛИ- • -.6*. U > :Ь<Я.Мес-} , 
упорядоченного лексикографически, на соответствующий (един-

ственный) ординал щ. Положим 
Ф* (а) •= / * (^о (а), а (0),..., я!)А (а), а (А)) 

для a6X и kgco. Легко проверяется, что нормы Фй составляют 
искомую хорошую лестницу Ф на X. 

Роль хороших лестниц раскрывает следующее 
П р е д л о ж е н и е [55] (на основе работ [39, 49]). Пусть 

т>\. Если класс Wm
l имеет свойство лестницы, то он удов

летворяет принципу униформизации. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Униформизуем Пт- -множество 

Qc.3?Xl¥- Согласно предыдущему, на множестве Q имеется 
хорошая Пщ1 -лестница Ф= < Ф,.:£б<о > . Положим 

s^{(k,x,y) е®хжхТ- уу'(<х,у) <;ft<x,y'>)}, 
Р= {(х, у > : VkS(k,x,y)}, 

и покажем, что Р униформизует наше множество Q (класс Ит 
множества Р обеспечивается правилами 6 и 7 § 1 и тем, что 
Ф является Пт

а-лестницей). Прежде всего, 
< x, у > ВР-* < х, у > <*Ро < х, у > {to} ( х, у > 6Q, 

т. е. PCQ. Остается проверить, что для каждой точки х£££, 
если сечение Q/x непусто, то Р/х содержит ровно одну точку. 
Положим для этого Bo^Qlx и A/— inf Ф/,(л:, у'), 

У£ВВ 
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Bk+\=\y'S(k, x, у)}={уЛк(х, {/)=Ы 
для всех k. Каждое из множеств .Sft, конечно, непусто, причем 
Р/х совпадает с пересечением всех Вк. Остается проверить, 
что это пересечение содержит ровно одну точку. 

Заметим, что 5[С.50 до определению. При k>l включение 
&1ц£=Ёь Дается «хорошестыо» лестницы Ф. Следовательно, при 
i>k выполняется -fi.cr5* и, выбрав в каждом Bt произвольным 
образом точку у{, мы получим 4k(x, у^ — К всякий раз, когда 
iyk- Снова ввиду «хорошести» найдется точка t/ =-= lim г/- такая, 
что (х, у) 6Q, т. е. yeQ/x, и ФА (x, у) < Xk — фактически == h — 
для всех к. Но это и означает, что г/бП Вк. 

Если г/'— другая точка пересечения всех Вп, то, повторив 
проведенное рассуждение для последовательности у, у', у, у', . . , , 
мы получим сходимость последней, откуда у' = у, • 

Итак, свойство лестницы для класса П^1 приводит к дока
зательству принципа униформизации для классов П -̂1 и sJ-.+i, 
т. е. лестницы играют по отношению к униформизации примерно 
ту же роль, что и нормы —к редукции. Эта аналогия продол
жается следующими двумя теоремами Московакиса [55]: 

Теорема у н и ф о р м и з а ц и и (S^-Det). Классы II,1, 221, . . . 
. . . , 2.зя, Пгя+ь 2г«+2 удовлетворяют принципу униформизации, 
а классы 2-1, Пг1.,.-., IlL, 22«-fi,nL+2, а также 201 и По1 — 
не удовлетворяют. 

В т о р а я т е о р е м а п е р и о д и ч н о с т и (2..ft-Det). Классы 
2о, П-, , 2г , . . .| 2ги, Пм+1> ^2п+ч 

имеют свойство лестницы. 
Как было показано, вторая теорема влечет первую. Сама же 

вторая теорема периодичности доказывается по той же схеме, 
что и первая теорема периодичности в § 4: 

Лемма 5.1. Класс 2-1 открытых множеств имеет свойство 
лестницы. 

Лемма 5.2. Если класс №,-., m > l , имеет свойство лест
ницы, то класс 2m+i также имеет это свойство. 

Лемма 5.3 (2-m-Det). Если класс 2-m имеет свойство лест
ницы, то это свойство будет и у класса Пт+ь 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 5.1. Построим 2-1 -лестницу 
на открытом множестве X— IJ Жю где ccEC, а Ж„ (для tt£FC) 

"6е 

есть бэровский интервал: Ж а =Ца6Ж:иса}. Для каждого а(<Х 
через та обозначим наименьшее число т такое, что а\т£с. 

Если .kgto, то существует единственный порядковый изо
морфизм / Д множества со* с лексикографическим порядком на 
соответствующий (также единственный) ординал. Положим 
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%(o)-=/^(<ma) > U ) ) 
для всех agX и Абсо. Нормы фй и составляют 30

1-лестницу на X. • 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 5.2. Построим 2т+1-лестаицу 

на 2}п+1-множестве Х={х^%ЛаР (х, а)}, где РСЗРХЛ'—мно
жество класса Пт1. Благодаря предложению, доказанному перед 
теоремой униформизации, можно считать, что множество Р 
однозначно, т. е. для всякого хбХ существует единственная 
точка ад-6Ж такая, что Р (х, ах). Далее, существует хорошая 
П^-лестница Ф= < ФА:А6-- > на X. Положим г]зА(л:)-=Фй(л;, а̂ .) 
для х£Хвк£ю. Нормы а|зА дают искомую 2)и+1-лестшщу на X. • 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 5.3. Пусть PciSX^i Я62.У. 
Построим - Пда+1-лестницу на множестве X=--{x:V'aP (х, a)}. 
Свойство лестницы для класса 2.-., приносит хорошую 2?„-лест-
ницу ф = { Ф&:Абсо > на множестве Р. 

Теперь нам опять будет нужна введенная в § 4 нумерация 
кортежей натуральных чисел, при которой каждому k6<» взаимно 
однозначно соответствует кортеж [k]QFC. В дальнейшем пред
полагается выполнение такого требования: если [AJc;[k2]i то 
kx<k2. ' '• 

Пусть Л", г/6.2? и Лбш. Рассматривается игра GkXy — G([k]; 
Щ; Акху) с игровым множеством 

А,!ху = { < а, р > : П( < х, a > < ^ < у, р > )}, 
начинающаяся с позиции Щ; [k] (см. § 2). Как и в доказатель
стве леммы 4.3, ко всякому k существует nj^i-норма %. на X, 
удовлетворяющая, каковы бы ни были х, у, эквивалентности 

x < l у«->игрок ll имеет BC в игре Оцхг 

Остается проверить, что эти нормы образуют лестницу на X. 
Пусть х0, хх, х2> • > • 6Xi x-=Hmx2, и при любом /г почти все 

по i ординалы •tyki.Xi) совпадают с одним зависящим от k орди
налом А,/,. Требуется проверить, что .x:6X и я])/, (х) < .\ft для всех k. 
Не ограничивая общности, можно предполагать, что i|;ft (-*•,.) — %к 
для любой пары i > k (иначе, просто переходим к подходящей 
подпоследовательности). Тогда при /fe<m. мы получим ^.(x,.) — 
— ̂ (xm) — ̂ , т. е. игрок II имеет некоторую ВС xkn в игре 
°кхтхк-

Чтобы доказать XQ.X, фиксируем произвольную точку а£Ж 
и удостоверимся, что < х, а > QP. Если гбсо, то существует 
единственное натуральное kt такое, что [kL]=a\i. При этом 
ki < k*+1 для всех i ввиду принятого требования к нумерации 
кортежей, так что т, = т,^г+1 будет ВС для II в игре G;== 
= Qkixk xk • Существует последовательность точек atQjV такая, 
что а(=аг+1*т2 для всех i: значения а. (/) определяются равенст
вами a,i(l)=a(t) при I < i , и aL(l) — xt (ai+l [/ + !) при 1>L (Игра 
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Gi начинается с позиции a \i; a\i, и поэтому равенство а2 (/)-== 
— т.(а.+ 1[£+1) будет выполнено автоматически и при l<.i-) 

"Таким образом, {л ; + 1 , o i+1) <*ч (Хп^щ) Для всех i, а 
.поскольку xk£X, Vk, то, каково бы ни было i, мы получаем 

<**., at)GP и Ф*,(лг*ж, *ы)<Ъ1(хк1, ai). 
Ввиду «хорошести» лестницы Ф, отсюда следует, ЧТО 

всякий раз, когда / < k ; . Поэтому для каждого j имеется орди
нал \i] такой, что ФДХЙ., а/) = (д.у. для почти всех i. Снова бла
годаря «хорошести», получаем lim< x/.., а2 > gP. Однако 
1im.x-.=-x, а Ита4==а. Итак, < х, а > 6P, а поскольку а произ
вольно в этом рассуждении, то xQX. 

Заметим, что по определению лестницы в рассматриваемой 
ситуации будет Ф/(х, а)<(д7 для всех J. Соединяя с неравен
ством (1) и учитывая выбор [ii, получаем 

ф,- {X, а)<фА(лй, а;), т. е < х, а > < ^ < xk, а, > (2) 

для любой пары i, k такой, что yfc = Ai (следует взять j = k). 
Вместе с тем, анализируя построение последовательности точек 
а / ; нетрудно заметить, что каждое значение щ(1) требует для 
своего определения знать только числа a(i')> Z ' < / . Следова
тельно, мы можем записать, что аг-=а*т', где х1 — стратегия 
(для игрока II), зависящая только от i. 

Теперь мы без труда докажем неравенство % (x) < ^А, где 
Лб» произвольно. Благодаря тому, что %, (xft) =-= Кк, достаточно 
убедиться, что игрок II имеет ВС в игре дкхХ/1- Обозначив че
рез i длину кортежа Щ, покажем, что т' будет искомой стра
тегией. Пусть aQjy произвольно. Если ЩФа, то игрок I проиг
рывает при любом ответе II, так что можно предполагать, что 
[&]са. Тогда, повторив выкладки из первой части доказатель
ства леммы, мы имеем k = kl, а*т;==аг и, наконец, 
< x, a > < ^ { Xk?u*Tl > , согласно (2). А это и означает выиг

рыш игрока II в игре QhXxk- О 
Значение лестниц в дескриптивной теории детерминирован

ных универсумов отнюдь не исчерпывается второй теоремой 
периодичности и приложениями к униформизации. Вместе с нор
мами и предупорядочениями, понятие лестницы занимает цент
ральное место в дескриптивных исследованиях. В частности, 
лестницам в детерминированных универсумах посвящено боль
шинство статей недавно опубликованного сборника [36] (о чем 
сказано в предисловии редакторов сборника). Отметим в нем 
интересную статью [74], где рассмотрен вопрос о лестницах на 
множествах класса Е11. Естественно, названный класс не имеет 
свойства лестницы, т. е. нельзя утверждать, что на любом -V-
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множестве имеется Е-,1-лестница (или хотя бы Е..1-норма). Вторая 
теорема периодичности (при n.--=0) дает следующий результат: 
на каждом Е^-множестве существует Е2

1-лестница. Как пока-
зано в [74], этот результат отнюдь не наилучший: на самом 
деле, каждое Е^-множество несет лестницу класса Вщ, (Ех1), где 
знак Вш, означает замыкание стоящего в скобках класса отно
сительно борелевских операций дополнения и счетного объеди
нения. 

§ 6. Проективные множества со специальными 
сечениями в детерминированных универсумах 

Пусть 3D, °у — два точечных пространства и Р^ЗЗу^Щ. На
помним, что каждая точка хЪ.90 задает сечение Р\х— {у : Р{х, у)} 
множества Р. Можно выделить множества Р такие, что каждое 
сечение Р/х содержит не более одной точки — однозначные, или 
униформные множества. Более слабое требование — не более 
чем счетность каждого Р/х — выделяет счетнозначные множест
ва. Однозначные и счетнозначные множества образуют наибо
лее простые категории множеств со специальными сечениями; 
помимо них, рассматриваются множества с компактными и 
с-компактными сечениями, с сечениями положительной меры и 
др. (см. работы [20, 17, 43]). Классические исследования по 
проективным множествам со специальными сечениями нача
лись еще во второй половине 20-х годов (обзор полученных ре-
зультатов можно найти в работах [2], [4, § 2], [6, § 4]). 

Ограниченные рамки настоящей статьи заставляют остано
виться подробно только на одной какой-нибудь задаче из рас
сматриваемой области. Мы рассмотрим задачу расщепления 
счетнозначного множества данного проективного класса на 
счетное число однозначных множеств того же класса. Скажем, 
что проективный класс Г имеет свойство расщепления, если 
любое плоское счетнозначное (в смысле данной пары точечных 
пространств SC, <У) Г-множество является счетной суммой од
нозначных Г-множеств. 

Изыскания Н. Н. Лузина [48] и П. С. Новикова [62] показа
ли, что свойством расщепления обладают классы А11 (борелев
ских множеств) и Si1. Этот результат, подобно теоремам отде
лимости, редукции и униформизации, обобщается в детермини
рованных универсумах на более высокие нечетные уровни: 

Теорема расщепления [77] (E:L-Det). Классы Агя-и 
и EL-H имеют свойство расщепления. 

Известные доказательства теоремы расщепления так или 
иначе включают использование ОДНОГО из вариантов теоремы 
[57, 58] о выборе выигрывающей стратегии. Мы предпочли вос
пользоваться тем вариантом, который позволяет обойтись без 
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обращения к «эффективным» классам, хотя и не является наи
более естественным. 

Т е о р е м а о в ы б о р е в ы и г р ы в а ю щ е й с т р а т е г и и 
(X^n-Det). Если Bc.SC X •^2» -9G2L, то существует функция 
®:-QB->JV класса %ln+i на QB (т.е. график Ф представляет 
собой пересечение QBX^ c некоторым подмножеством WX.JV 
класса %ln+i), обладающая тем свойством, что при любом хбг>В 
стратегия \Ф(х)] будет ВС для I в игре Q(B/x). (Определение 
стратегии [е] для sQjy см. в § 4.) 

Доказательство теоремы о выборе выигрывающей стратегии 
начинается с определения двух семейств игр. Пусть xG3?, kQ®, 
и. и v принадлежат CU* (т.е. являются кортежами натуральных 
.чисел длины k) и а€<о- Через QxkuV(a) обозначается игра с ИМ 
В/х, начинающаяся с позиции и" < а} ; v. Все эти игры детер
минированы, благодаря гипотезе LL-Det. 

Перед определением второго семейства игр каждой паре 
точек а, рб-Л̂  сопоставим точку Чарс-бЖ, заданную равенствами 
7 , -4af>^(2k)=a{k), 4aph-(2A; + l)=p(A) 

для: всех k. Согласно второй теореме периодичности, на нашем 
^„-множестве В имеется Е^-лестница, а тогда, как было по
казано в § 5, и хорошая Е^-лестница ф=?= <ФА:А6СО> . С ее 
'помощью каждому набору £б©, XG&; и, v&ah и a, a'&n сопоста
вим игру Gxkltv (а', а) с ИМ 

{ < -Чар'^.Ча'рЬ > : .( < X, а', р' > < ^ < x, a, р >)}, 

начинающуюся с позиции -$иф-* < а >; -^wvc-* ( а'), где со
единение Ни-Ос- кортежей и, v длины k определяется подобно 
соединению Чсфс- точек а, реж, т. е. ~$wv)r — кортеж длины 2k и 

-luv!r(2L) = tt{i), ~^uvb-(2i-\-\) = 4){i) 
для всех г<А. Игровые множества этих игр имеют класс njL 
по выбору лестницы ф, и потому детерминированы, поскольку 
из гипотезы EjL-Det следует nirDet (см. § 2). 

Дадим еще три определения: 
WXk={ (и, a, v > : и, ^бш*даб<-|>Лигрок I имеет ВС 

в игре Oxkuv(a)}; 
<ь'<xkuva*~*^ имеет ВС в игре Qxkuv{a', а)\ 
Mxk = { < tt, a', «•> QWxk: VaecoXaf<x/luva)}. 

Д е м м а 6 .1 . Пусть х&С, k6«- и точки а, Р б ^ таковы, что 
< a \k,a(k), $\k) QMxk для всех /г. Тогда < a, p > б-5/x. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При А —0 имеем < Л, а(0), Л > eMt-o. 
т. е. игрок I имеет ВС а в игре О^олл(а(0)). Далее, если k%®, 
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то a(k)<s£xk(a, ftwg . „ a при любом a6« по определению Мхк, 
т. е. игрок 11 имеет ВС xka в игре 0Гга=Ох1г^а р)(р р)(а(А), а). 
Определим, пользуясь этой системой стратегий, последователь
ность точек а-., р/гбЛ^ и стратегий тА, с помощью следующей 
системы равенств: 

(1) аА(/) = а(0 и pft(J)=-*P(0 при ^ < k ; 
(2) тй = т;ЛаА(А) для всех k\ 
(3) а0(0 — а(Ро(0), . . - , Po(^-l)) для всех 1\ 
(4) aft+1(i) = T / ( !(a f t(0),pA + 1(0),. . . ,a f t(/-l),p f t + 1( ;-1') '«ft(0) и 

Р*(О-=,-*(-*А(0)|рА+1(0), - . . , «* ( / ) , РА+ 1(0) при i > k . 
Соотношение (3) дает а0-=--"*Ро, т. е. < а0, Ро > ̂ В/х ПО вы

бору а. Далее, соотношение (1) показывает, что равенства (4) 
выполняются также и при i < k , ибо игры Оы начинаются с по
зиций 4 a \k, р \к^-" ( а > ; -За \k, p \ki-* < a(k) > . Значит, 
Haft+1pftb = -5а-,рА+1-5-*тл, т. е. < .х, aA+1, pA+1 > <^ f t<.x,o*,p4> 
для всех к. Соединяя это с доказанным { а0, Ро > QB/x, полу
чаем; 

< <хД, % > 6-5/Д: и ФА (#, a4 + i , rpM>< ФА (.к, aft, РА) 
для всех k. Свойство «хорошее™» лестницы Ф позволяет вы
вести отсюда (см- доказательство леммы 5.3) сходимость после
довательности точек < х, aft. PA > к некоторой точке -5. Но этой 
точкой может быть только точка ( х, а, р > . • 

Лемма 6.2. Пусть x&SO- Если XQQB, то найдется а&ь 
такое, что < Л, а, Л ) 6M.ro- Если k&a и (и, а,ъ ) &Mxk, &6<->. 
то найдется сем такое, что ( й " { ( ! ) , • ; , « " ( 6 ) > бМг.А-и. 
( Д о к а з а т е ' Л ь с т в о . Для множеств W,.ft вместо Мхк лемма 
очевидна. Поэтому предположение противного приносит нам 
точку хбШ, натуральное k, пару кортежей и, -ogco* и последо
вательность натуральных ah гб<-о так, что < и, а0, чз ) QWxk и 
"l(ai<.vft„.-a;+1) для всех iQa. Таким образом, игрок I получает 
ВС сг в игре Gxkav(a0) и ВС а ; в каждой игре Oxk„v(^i< a/+i), 
гбю.'С помощью этой системы стратегий можно построить по
следовательность точек а ;, Р/6.^", удовлетворающих соотноше-
ниям: cii \k = u, p. \k==v для всех г, 

a0-=-a*p0, и Ча;+1р;Ь-=-аг;Ма2Рг+1с- при г'бсо. 
По выбору стратегий а и а, получим (.а0, Ро ) б-5/x и 

П ( < * . a., ft > < • ft < -jc. ai+1> p^! > ) 

для всех iQa, откуда индукцией по i нетрудно вывести, что 
< сс„ р; > 6E/X и % (х, а.+1, р.+1) < ф* (x, a„ р.) 

для всех i, чего це может быть, так как ФА—норма. • 
- Продолжаем доказательство теоремы о выборе выигрываю1-
щей стратегии. Если x6Q-3> то стратегия с̂ .-—[<D(x)l должна 
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действовать на произвольный кортеж ю = ( bQ, ..., bk-\) 6EG 
так, чтобы < к, ах (•»), •» ) 6Mrt,. где « = < #0, • • • > ач-\ > и ai = 
'—--*(-,о> •••• .-'/-1) Для i<А. Лемма 6.2 обеспечивает возмож
ность такой стратегии, а согласно лемме 6.1 эта стратегия 
(точнее, любая из стратегий, удовлетворяющих указанному 
условию) будет выигрывающей для игрока l в игре Q(Blx). 
Остается обеспечить при этом построение Ф как З-^-функции 

на множестве г>5. 
С ЭТОЙ целью рассмотрим множество • 

M={ ( х, k, I, у, a ) ixe^A ( И , а, \)\ > Шхь) 
(где, напомним, Щ — кортеж с номером i). Оно принадлежит 

классу П ^ , : используем сказанное в § 4 о действии. опера
тора г) (существование ВС для игрока II в определении < ^ o z ) 
выражается посредством отсутствия ВС для игрока I). Так что 
согласно теореме униформизации § 5 множество М можно уни-

формизовать П2/|+] -множеством СО/И. По сути, С является 
функцией, заданной на некотором подмножестве Й?Х°-3 (цели
ком включающем п/?Хи 3) со значениями в со, и .при этом 
< х, k, I, j , С (х, k, 7, j)) 6M для любой четверки < х, к, I, j ) 

из области определения С, а график С является множеством 
класса Щп+У 

Теперь уже можно дать построение Ф. Пусть XQQB, И /б© 
произвольно. Значение а=Ф(.х.)(у) определяется следующим 
образом. Пусть ю ==[;']—( Ьй, . . . , bk^x) . Индукцией по i<k 
определяем набор чисел at с помощью равенств 

** a(-=C(x,j , num (a0,..., а,_1), num < b0, . . . , bt.{)), 
где для каждого кортежа чю че'рез num-о. обозначен его номер, 
т . е . w = [uumw]. Наконец, положим Щх)(])=аи. 

Чтобы убедиться, что функция Ф обеспечивает доказа
тельство теоремы о выборе выигрывающей стратегии, требуется 
только проверить, что она является Щ. t-функцией т £>В; то 
обстоятельство, что [Ф(х)] будет ВС для I в игре 0(В/х) 
при любом X£QB, обеспечивается, как мы видели выше, леммой 
6.1. Используя выбор множества С (в классе Щп+1) и различные 
правила из § 1, можно легко показать, что множество 

U={ < x, у, а > :хег)Вл®(х)(J)=a) 
также принадлежит Щп+1. Однако 

<b(x)^z^x£v)BAYJVa(U(x, у, a)^&(j)=a), 
откуда немедленно следует искомый факт о функции Ф. • 

Обратимся к доказательству теоремы расщепления. Рассмот
рим счетнозначное Г'к+1-множество PC-WXat-- Можно считать, 
ЧТО вторая ось есть Ж и, более того (см. начало доказатель
ства теоремы 1 в § 3), что Рс&хЗ) (где S----2B—канторов 



дисконтинуум). В этой ситуации покажем, что Р накрывается 
суммой счетного числа однозначных А,*..+1-множеств. 

Пусть P = { < x , 6 > :3yQ(x, б, у)}, где Q^SXSDX^ есть 
П^-множество. С помощью функций D и Н из доказательства 
теоремы 1 § 3 определим множество 

5 - { < x , a , p > e a 7 X - ^ 2 : < х, D(a, р), Нф)> <|Q}. 
Оно принадлежит Щп (правило 2 § 1), и при этом, в соответ
ствии с положениями упомянутого доказательства, мы имеем: 

£)B—{xQ3?: сечение Р/х не более чем счетно}, 
так что г)В = 3? ввиду счетнозначности Р. Теорема о выборе 
выигрывающей стратегии приносит 2|п+1-функцию <b\SC~+JV 
такую, что стратегия [Ф(лО] будет выигрывающей для I в игре 
G(P/x), каково бы ни было х£Э5. При этом можно считать, 
что Ф(л:)6® при любом x^.SC-~ см. замечание в начале разбора 
случая 1 в доказательстве теоремы 1 в § 3. Таким образом, 
Ф—функция из SC в 2). 

Возвращаясь к разбору названного случая, обозначим через 
Т множество всех последовательностей вида t = (a0, bo,..., ah-\, 
Ьк-и cth} чисел a —О или 1 и b.e© произвольной нечетной длины 
2k + 1 . Каждой последовательности t<&T сопоставляем функцию 
Ft : 2D-+-2), действующую следующим образом. Пусть eGZD. 
Стратегия cr=lel, вместе с t, определяют с помощью соотноше
ний w(t)cz6 и (# ) из разбора упомянутого случая единствен
ную точку 660, которую мы и обозначим через F.(е). Все функ
ции Ft : &)-+$) непрерывны. 

Ключевое свойство семейства так определенных функций Ft 
состоит в том, что для любой точки х6&, если еб25 и страте
гия [в] является выигрывающей для игрока I в игре О (В/х), 
то P/xC.{Ft(e,):tQT}. Следовательно, определив 

Pt={(x,Ft(0{x))):x6№}, 
мы получим семейство однозначных множеств P,c$?X-2->> 
объединение которых накрывает Р. При этом каждое Pt имеет 
класс Щп+1, согласно выбору Ф и непрерывности F ( , а тогда 
и класс А|,г+1, поскольку 

(х,Ь)еР^УЬ'ф'фЬ-у < х , б'> <£Р(). • 
Закончив доказательство теоремы расщепления, приведем 

еще несколько следствий изложенной конструкции, касающихся 
юднозначных и счетнозначных множеств в ^-детерминирован
ном (для фиксированного натурального n) универсуме. 

1. Счетнозначное Е ^ . .-множество Р накрывается счетно-
.?начным А!,л+1-множеством — именно, объединением всех мно
жеств Pt. Таким образом, в Г'..-детерминированном универсуме 
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каждое счетнозначное множество класса Щп+г можно накрыть. 
счетнозначным А'й+1-множеством. При n = 0 , как и выше в по-, 
добных случаях, получается классический результат—-теорема 
Н. Н. Лузина из [48]. 

Интересно, что однозначные £.5,,+1-множества накрываются 
однозначными же А' .-множествами —этот факт можно дока
зать также с помощью теоремы о выборе выигрывающей 
стратегии. 

2. Предположим, что наше счетнозначное множество Р при
надлежит классу &\nJrV Тогда этот же класс A^+i и м е е т и е Г О 

проекция яР={х: a6P(x, б)}. В самом деле, то, что лРвЩп+г-г 
тривиально (применим правило 6 § 1). A класс 1Р2й+1 дается. 
равенством 

3tP=U{x657: v6 (<x, 6>eP,{to} {x, 6>6P)}. 

Итак, проекции счетнозначных А^а+1 -множеств ЯВЛЯЮТСЯ 
(в предположении 2',,-Det) множествами класса AJ.,+,. При 
/1 = 0 этрт результат дает классическую теорему П. С. Нови
кова [62]. Интересно, что каждое А'п+1-множество XC.SC есть 
проекция подходящего однозначного множества Pc.SC у. jr клас
са Щп (для «=-.О — теорема Лузина [45, 48]). Этот обратный 
результат также доказывается с помощью теоремы о выборе 
выигрывающей стратегии. 

3. Униформизация. Снова предполагаем, что наше счетно
значное Р имеет класс А'н+1. Тогда Р униформйзуется 
A'n+1-множеством Р'сР. Действительно, по теореме расщепле
ния, Р есть сумма однозначных А^,-множеств Pk, kQa, причем. 
проекция %Рк любого из них также принадлежит А ,̂г+1 (см. выше). 
Поэтому каждое из множеств 

/-*---{<•*• a)ePk: xfjlj nPt} 
имеет опять-таки класс А',.,.. Остается взять в качестве Р' 
объединение всех Pk-

При /г=0 теорема о том, что каждое счетнозначное множе
ство класса Д-1 (т. е. борелевское множество, ибо класс А11 

тождествен классу борелевских множеств по теореме М. Я. Сус-
лина [71]) униформйзуется А^-множеством, была доказана 
П. С. Новиковым в [62]. 

Отметим принципиальное значение счетнозначности унифор-
мизуемого'множества. В предположении 2^-Det существует 
П|п-мнон<ество, не допускающее униформизации множеством 
класса Щп+г (и, разумеется, не являющееся счетнозначным).. 
Такое множество нетрудно получить, отправляясь от пари; 
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П^+1-множеств пространства JV, для которых нарушается 
принцип редукции (существующих согласно теореме отделимо
сти и редукции § 4). При я = 0 построение выполнено в работе 
П. С. Новикова [62]. 

Конструкция, дающая униформизацию счетнозначных А\п+1-
множеств, может быть использована для униформизации счетно
значных множеств класса Щп+1- Результат получается следую
щий: в Е^-детерминированном универсуме каждое счетнознач-
ное Е^.-множество можно униформизовать множеством, 
представляющим собой счетную сумму разностей 2|,.+1-множеств.. 

Пока что остается открытой задача униформизации 2^,+1-мно-
жеств общего вида посредством множеств, существенно более 
•простых, чем множества класса 2£я+2 (обеспечивающего уни
формизацию даже 21л+2-множеств по теореме униформизации из 
§ 5). Для я = 0 имеется важный результат Лузина — 
Янкова (см. [48] или [2, § 11]): счетные пересечения счетных 
сумм разностей "./-множеств составляют униформизационный 
базис для класса S1-. 

О других интересных приложениях теоремы о выборе выигры
вающей стратегии в дескриптивной теории см. в [57; 58, гл. 6]. 
Там же содержится более подробная информация о результатах, 
приведенных нами в пп. 1, 2, 3. Отметим, что сама теорема 
о выборе выигрывающей стратегии доказана в [58] для «эффек-
тивных» проективных классов, где она может быть сформулиро
вана более простым и естественным образом: в предположении 
ELrDet, если ебЖ, А—-множество класса %\',rs и игрок I имеет 
ВС в игре G(A), то игрок I имеет в указанной игре ВС, опре
деляемую точкой класса A^+i-

§ 7. Обобщенные борелевское и суслинское представления 
проективных множеств в детерминированных универсумах. 

Проективные ординалы 
Упоминавшиеся в § 1 нашего обзора теоремы М. Я. Суслииа. 

[71] о совпадении проективных классов 211 и Ai1 соответствен
но с классами A-множеств и борелевских множеств также по
лучили в детерминированных универсумах обобщения на более-
высокие проективные уровни. Но обобщения эти, в отличие от 
рассмотренных в предыдущих параграфах, предполагают и 
определенное обобщение рассматриваемых понятий. Пусть к — 
бесконечный ординал, и фиксировано некоторое топологическое 
пространство (например, одно из точечных пространств в. 
смысле § 1). 

Через Ви обозначается наименьшее семейство множеств дан
ного пространства, содержащее все открытые множества и замк-
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нутое относительно операций дополнения и объединения в-числе 
.<«. . Множества из Вк принято называть и-борелевскими. 
Обычные борелевские множества — это в точности множества 
из Вт . , 

Понятие суслинского множества обобщается следующим 
образом. Предположим, что каждому кортежу и, составленному 
из ординалов, меньших к, сопоставлено замкнутое множество Хи 
рассматриваемого пространства' (т. е. задана и-ветвящаяся 
Система множеств). Образуем множество Х = (J Л-XWm» гДе 

• • ; , - . f П1>\ ' 

объединение берется по всем со-последовательностям / , состав
ленным из ординалов, меньших и, а через / \ т обозначается 
кортеж, образованный первыми т членами бесконечной последо-
вательности / . Все конструируемые таким способом множества X 
называются и-суслинскими; семейство всех х-суслинских\ мно
жеств •••.обозначается через SK n. Очевидно, что при к=<» по
лучается _ определение обычных суслшеких множеств (они же 
Д-множеств а), см. [1]. ' 

Результаты Суслина можно теперь сформулировать в виде 
равенств: Д1 — Вш. и IS.1 — Sa. 

Интересные результаты о борелевском и суслинском пред
ставлениях получены и для второго проективного уровня; S2

xc 
czUAi1 — т. е. каждое ^-множество есть сумма Й1 множеств 

• tot 

класса Л11 —Серпинский [66], и -Ус^ш, — Шенфилд [65]. 
И еще одно определение. Каждому натуральному т сопо

ставляется ординал Sm1 —верхняя грань длин Ат
Г-норм (длиной 

нормы ф считается порядковый тип множества всех значений, 
принимаемых cp). Именно эти введенные Московакисом «проек
тивные ординалы» составляют тот набор порядковых чисел, ко
торый дает возможность обобщить теоремы Суслина, Серпин-
ского и Шенфилда на более высокие проективные уровни. 

Т е о р е м а (AD). Пусть /гбсо. Тогда: 
(a).8L+i и - i ^ -кардиналы, п Р и ч е м 82я.+2=-(88«+1',+ (ч еРе з Х+ 

•обозначается следующий за % кардинал). Кроме того, сущест
вует (конечно, единственный) кардинал x2„+i такой, что Sjn+i" 
= Ktn+V 

(б) А2Я-Ы = - V _,_, И S2«+l = S«2«+l * 

(в) Ц^= U A U i - S ^ . 
°2и+1 

Исследования, итогом которых стала эта теорема, были на
чаты в работе Московакиса [54], а затем продолжены Кюненом, 
Мартином и Кехрисом; окончательный результат появился 
в статье [29]. 

Jl В книге [3, гл. 8, § 6] дается другое, но эквивалентное определение 
•х-су'слйнского множества, Эквивалентность доказана, например, в [58,.гл. 2 ] ; 
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-Довольно простые вычисления (см., например, [29]) показы
вают, что S1

1=a)1 и И1—Ю. Отсюда видно, что при п—0 
утверждение (б) сформулированной теоремы превращается 
в результаты Суслина (и здесь уже гипотеза AD не нужна), 
а утверждение (в) даже усиливает результаты Серпинского и 
Шенфилда, превращая содержащиеся в них включения в точ
ные равенства. 

В. проективно детерминированном универсуме (точнее, исполь
зуя гипотезу Щп~Det) можно доказать лишь только включе
ния слева направо в пунктах (6) и (в). Пока неизвестно, являют.» 
ся ли обязательно кардиналами все ординалы Ьт

г в предполо
жении PD, однако из 2]j,.-Det следует существование карди
нала и2п+1 такого, что «2*ц<8^я+1<»-^+1; . 

Значительный интерес представляет проблема положения 
кардиналов Ът

1 в ряду кардиналов в полностью детерминирован
ном универсуме. Мы уже указывали, что 81-.---.co! и и1 = со. Далее, 
удалось установить, что 32

1----й2, и3=<-><», -з1 — °Wi и';'S4I=3 

-=coco-i-2 в предположении AD [29, 58]. Совсем недавно! было 
проведено вычисление следующей «триады»: я5—со-,, '• где 
X-=-co(-a>co\ и, следовательно, Sg1 — CD-̂ I и 5-1 = со-.+2, об этом ска
зано в [36, заключение]. 

Интересно, что если вместо AD взять аксиому проективной 
детерминированности PD с полной аксиомой выбора АС, то 
получаются другие соотношения для начальных проективных 
ординалов: Ь2

1<Щ, Кз<Щ> 8з1<из« •V<co4. Кроме того, из 
PD-\-AC следует, что E3

lc~UAi1 и -,4I9U.-41. Отметим, что 
первое из записанных включений следует также из гипотезы 
S^-Det, а тогда (см. § 2) и из аксиомы существования изме
римого кардинала. 

Все эти результаты (с доказательствами и ссылками на 
оригинальные работы) изложены в обзоре [29] и книге [58]. 

Из более поздних работ отметим исследования [32 и 27]. 
В статье [32] рассмотрены суслинские кардиналы — так назы
вается каждый бесконечный кардинал х такой, что S^g IJ S»,. 

{lambda} < и 
Доказано, что в предположении AD первые со суслинских кар
диналов образуют ряд и.., 8-1, «3, 83\ х5, Ь5

Х,..., а суслинские 
классы S„, соответствующие этим кардиналам—-соответственно, 
ряд проективных классов 2W-, т>1. Следующие суслинские 
кардиналы оказываются связанными с классами так называемой 
гиперпроективной иерархии. 

Статья [27] содержит несколько приложений игр на ордина
лах, т. е. игр, ходы в которых могут быть ординалами, мень
шими некоторого заранее фиксированного бесконечного ординала 
А (игры из § 2 соответствуют случаю Х — ш). Уже Для Я,==сй1 
можно доказать, не используя аксиому выбора, существование 
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недетерминированных игр, но некоторые важные типы игр на 
проективных ординалах A,—-S,„x оказываются детерминирован
ными. Отсюда возникает ряд интересных приложений к «проек
тивным» подмножествам проективных ординалов. Проективизация 
достигается здесь следующим образом. Пусть т>\. Предпо
лагая PD, можно построить Пт--норму Ф:2 на Ът

1, заданную 
на подходящем Пт

1-множестве Zcjr. Теперь каждому мно
жеству XC8,,,1 сопоставляется его «код» {aGZ:4(a)6X}, по 
принадлежности которого к некоторому проективному классу 
определяется принадлежность тому же классу и множества X. 
Можно исследовать замкнутость так получаемых классов, со
стоящих из множеств ординалов, относительно тех или иных 
операций, и другие вопросы. Подробнее см. в [271. 

§ 8. Некоторые приложения борелевскнх игр 
Естественно, что рассмотренная выше в § 2 теорема о детер

минированности борелевскнх множеств применяется прежде 
всего для изучения самих борелевскнх множеств. С ее по
мощью удалось прояснить несколько важных вопросов о свой
ствах этих множеств. 

Напомним построение борелевской иерархии. Она образована 
борелевскими классами 22, Щ, А°, где 1<g<---i. Начальный 
класс 21° образован всеми открытыми множествами рассматри
ваемого пространства. При любом !• класс Щ состоит из допол
нений Ejj-множеств, а А| есть общая часть классов 2 | и 11Й. 
Наконец, если ,.|>2, то в класс Щ зачисляются всевозможные 
счетные суммы множеств, принадлежащих классам П°, где 1 < 
<т)<^1. Каждое борелевское множество принадлежит одному 
из борелевскнх•• классов, а тогда и всем классам с большими 
индексами, поскольку выполняется условие возрастания: 2|IJ 
l jn |cA° при £<£; кстати, включение здесь строгое. 

Борелевская иерархия позволяет классифицировать борелев-
ские множества в отношении их сложности: более простыми 
считаются множества, появляющиеся в ней раньше. Уместно 
воспользоваться^ следующими определениями. Всякое множество, 
принадлежащее классу 2", но не принадлежащее Щ, называется 
строго -Ц-множеством. Точно так же вводится понятие строго 
П -̂множества (принадлежит Щ, но не 2°) и строго А|-множества 
(принадлежит А|. но не принадлежит ни одному из 2°, П° 
с ч<Е)- Таким образом, каждое борелевское множество являет
ся либо строго 2°-множеством, либо строго ПЦ-множеством, 
либо строго Ajj-множеством для некоторого (единственного) 
ординала £< ю.. Теперь, к примеру, строго 25"-множество мож
но рассматривать как более сложное, чем строго ЕЦЧшожество» 
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а скажем, два строго Е -̂множества (для одного и того же !-)—• 
считать одинаково сложными. 

Но здесь возникает естественный вопрос: существует ли 
внутреннее отношение между точечными множествами, соответ
ствующее описанной «иерархической» сложности? Наиболее 
естественной выглядит идея рассмотреть гомеоморфию. Из 
результатов М.А.Лаврентьева [41] следует, что при i->3 
(а для класса П2—-и для |-=2) каждое точечное множество, 
гомеоморфное строго 2|(П|, Д°)-множеству, само будет множест-
вом этого же типа. Обратно, будут ли гомеоморфны друг другу 
два любых, скажем, строго 2|-множества? Для классов 2" 
и П| пока не получено исчерпывающего ответа, однако имеются 
важные частные результаты. Стил [72] установил, что при 
•5>3 гомеоморфны друг другу любые два строго 2°.-множества 
(а также любые два строго ffi-множества) первой категории, 
остающиеся строго -^-множествами (строго П -̂множествами 
соответственно) в пересечении с каждым бэровским интер
валом. В то же время, как отмечено в [34, § 5], при 
£ > 3 между любыми двумя строго 2|-множествами (или 
строго Си-множествами) X и Y имеется изоморфизм 
класса 1, т. е. такое взаимно однозначное отображение, при 
котором сохраняется класс Fa (более слабое требование, чем 
сохранение открытости в определении гомеоморфизма). Оба 
результата используют теорему борелевской детерминиро
ванности. 

Как видно, «строгие» классы Щ и П| по меньшей мере 
близки к тому, чтобы быть топологически однородными. Напро
тив, «строгие» Д-классы существенно неоднородны, во всяком 
•случае для непредельных индексов. М. A. Лаврентьев указал 
[42], что при £>1 строго Д° .„.-множества разбиваются на Х1 
непустых подклассов так, что множества из разных подклассов 
друг другу не гомеоморфны (и не изоморфны в смысле изомор
физма класса 1). 

В целом же топологическая классификация борелевских мно
жеств остается открытой задачей. Значительно лучше обстоит 
дело с другой классификацией, введенной Уэджем. Пусть X и 
У-Y— множества, расположенные в точечных пространствах Ж"и 
Щ. Пишут XsSZwY (порядок Уэджа), когда существует непре
рывная функция F : £с^У- такая, что X = F~l(Y). Вводится и 
соответствующее отношение эквивалентности: X~WY, когда 
X^.WY и Y^WX, Каждому точечному множеству X сопостав
ляется его степень Уэджа Ш = {У: У—'WX) и модифицирован. 
ная степень tX]*=-[X]|JlCX], где СХ — дополнение множества 
X. Степени и модифицированные степени упорядочиваются сле
дующим естественным образом: 
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[X] < [F], когда [X] ф [Y\ и X < WY; 
[Х\* < [Г]*, когда [X] < [Y] или [X] < [CY\. 

С помощью очень простой игры (см. [3, гл. 8, § 6l) Уэдж 
доказал, что в полностью детерминированном универсуме для 
любой пары точечных множеств X, Y выполняется X{le}->-Y или 
Y^WCX. Другими словами, из AD следует линейная, а как бы
ло установлено Мартином — и полная упорядоченность модифи
цированных степеней Уэджа точечных множеств (см. [78l). Ак
сиома PD является достаточной для полной упорядоченности 
модифицированных степеней Уэджа проективных множеств, а 
теорема борелевской детерминированности обеспечивает полную 
упорядоченность модифицированных степеней борелевских мно
жеств . 

При этом все строго 2|-множества и строго пЦ-множества 
попадают в одну (зависящую от 1) модифицированную степень, 
составленную из двух различных степеней Уэджа — степени 
строго 2|-множеств и степени строго П|-множеств. Напротив,. 
строго А|-множества (при любом фиксированном |) образуют 
несчетно много степеней Уэджа (для непредельных | это обна
руживается хотя бы подклассами Лаврентьева), структура и 
способы конструирования которых были изучены ван Везепом [78].. 

Каждый проективный (правило 2 § 1) и каждый борелев-
ский класс Г обладает следующим свойством замкнутости по 
Уэджу: если Х&Т и Ys£iwX, то У6Г. Структура замкнутых по 
Уэджу классов, состоящих только из борелевских множеств, 
рассматривается в работе [44]. 

Очень интересные применения борелевские игры нашли в 
теории С-множеств и i?-множеств. Эти типы точечных множеств. 
интенсивно изучались Е. А. Селивановским, Л, В. Канторовичем 
и Е. М. Ливенсоном [28], П. С. Новиковым, А. А. Ляпуновым 
[9] и другими" с помощью методов основанной А. Н. Колмого
ровым [7] теории операций над множествами. Было обнаружено 
128, 9], что С-множества составляют собственную часть ^-мно
жеств, последние же все входят в проективный класс Аг1. Кро
ме того, А. Н. Колмогоров (об этом см. в [9, введение]) дока
зал теорему о том, что все ^-множества абсолютно измеримы 
и имеют свойство Бэра — наилучший классический результат 
йля этих двух свойств регулярности. 

Недавно Берджес [19] показал, что С-множества и ^-мно
жества можно получить действием гейм-оператора: 

{С-множества}==Г)Д§, {/?-множества}=г)А§, 
а г)Д^ —А- — класс борелевских множеств. Таким образом, 
борелевские множества, С-множества и ^-множества образуют 

1> Обзор результатов по С-множествам, ^-множествам и теории опера
ций см. в ([9, 10], [6, § 5]). 
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три первых шага в иерархии классов г)Д|, 1<{xi}<CL>-. Все эти 
классы дают в объединении класс oA1- (сЛг1) и расширяются 
с увеличением | : г)А|сг)А| при £<£• Отметим, что все мно
жества, принадлежащие г>А1\ имеют свойство Бэра (теорема 2 
§ 3 плюс теорема борелевской детерминированности) и абсолютно 
измеримы (утверждение, аналогичное теореме 2 из § 3, имеет 
место и для измеримости). 

О приложениях борелевских игр к самой теории операций 
над множествами см. статью [64]. 

Детерминированность борелевских множеств получила при
ложения и в исследованиях свойств отношений эквивалентности. 
Сильвер показал в [68], что всякое П^-отношение эквивалент
ности (т. е. отношение, график \(х,у):х эквивалентно у} 
которого принадлежит П-1) на любом из точечных пространств 
либо имеет не более чем счетное число классов эквивалент
ности, либо допускает совершенное (и тогда континуальное по 
мощности) множество, состоящее из. попарно неэквивалентных 
элементов. Отношения первого вида уместно назвать счетными, 
а второго вида — континуальными. Берджес [17] установил, что 
для И^-отношений эквивалентности появляется еще одна воз
можность: неконтинуальное отношение, имеющее ровно N. 
классов эквивалентности. Весьма сложные выкладки Сильвера 
и Берджеса включают и использование теоремы борелевской 
детерминированности. 

Неборелевскне игры также находят интересные приложения 
в исследовании отношений эквивалентности. Например, Стерн 
обнаружил (ем, [75]), что в проективно детерминированном 
универсуме каждое проективное отношение эквивалентности,. 
все классы эквивалентности которого суть борелевские множе
ства ограниченного ранга (т. е. все они принадлежат какому-
нибудь одному борелевскому классу At°, |<ш1), является счет
ным либо континуальным. В работе [76] игры с игровыми мно
жествами класса П11 используются для изучения ЯП-отношений 
эквивалентности (в частности, обладающих указанным свой
ством ограниченности по рангу). 
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