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Àííîòàöèÿ�Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà âåùåñòâåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, êîòîðûå
ïðèíèìàþò çíà÷åíèå åäèíèöà íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ìíîæåñòâå âåðøèí ìíîãîìåðíîãî
êóáà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (òî åñòü íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû îïðåäåëåíû ýòèì ìíîæåñòâîì âåðøèí) è íå ðàçäåëÿþò âåðøèíû êóáà (íàïðèìåð,
åñëè çíà÷åíèÿ ôîðìû íå áîëüøå åäèíèöû íà êàæäîé âåðøèíå êóáà).

Â îáùåì ñëó÷àå ïîèñê âåðøèíû êóáà, ìèíèìèçèðóþùåé çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû,
ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷åé. Îäíàêî çíàíèå âåðõíåé îöåíêè íà ðàíã êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü àëãîðèòìû, ýôôåêòèâíî ðàáîòàþùèå äëÿ ôîðì ìàëåíüêîãî
ðàíãà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ âêëàäîì â èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ìàòðèö,
÷üè íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ôèêñèðîâàíû ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ,
à äèàãîíàëüíûå ìîãóò ìåíÿòüñÿ. Áëèçêèå çàäà÷è ðàññìîòðåíû â îáçîðå [1]. Ê íèì îòíîñèòñÿ,
íàïðèìåð, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàíãà ìàòðèöû äëÿ äàííîãî ãðàôà.

Ãðàôîì ñèììåòðè÷íîé n×n ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G(A)
ñ n âåðøèíàìè, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i-ÿ è j-ÿ âåðøèíû ñìåæíû, åñëè
ýëåìåíò ìàòðèöû Aij 6= 0. Ïðè ýòîì ãðàô íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû.

Íàïîìíèì òåîðåìó Ôèäëåðà (Miroslav Fiedler) î òð¼õäèàãîíàëüíûõ ìàòðèöàõ, [2]. Îòìåòèì,
÷òî ýòà òåîðåìà áûëà îáîáùåíà íà äðóãèå ïîëÿ, èñêëþ÷àÿ ïîëå èç òð¼õ ýëåìåíòîâ, [3].

Òåîðåìà 1 (Ôèäëåð). Ïóñòü âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ n× n ìàòðèöà A òàêîâà, ÷òî

äëÿ ëþáîé äèàãîíàëüíîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöû D ðàíã ñóììû rank(A + D) ≥ n − 1. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè P , ÷òî ìàòðèöà P T AP òð¼õäèàãîíàëüíàÿ è

íåðàçëîæèìàÿ.

Êóáîì, èëè òî÷íåå n-ìåðíûì ±1-êóáîì, íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè ±1. Äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó êîðîòêî îáîçíà÷àåì diag(d1, . . . , dn).

Ìíîæåñòâî M âåðøèí ±1-êóáà íàçûâàåòñÿæ¼ñòêèì, åñëè äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
d1, . . . , dn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà A, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé
ñòîÿò d1, . . . , dn, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì

{V T AV = 1|V ∈ M}.

Ïóñòü A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, X � ñòîëáåö ïåðåìåííûõ. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
XT AX íàçûâàåòñÿ æ¼ñòêîé, åñëè ìíîæåñòâî òåõ âåðøèí ±1-êóáà, ãäå çíà÷åíèå ôîðìû ðàâíî
åäèíèöå, ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêèì.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÌÍÒÖ 3807.
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Ëåììà 1. Ïóñòü n ≥ 3. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà æ¼ñòêàÿ, òî íà êàæäîé èç 2n ñòîðîí

n-ìåðíîãî êóáà ôîðìà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå åäèíèöà â íå ìåíåå ÷åì
n(n−1)

2 âåðøèíàõ; áîëåå

òîãî, àôôèííàÿ îáîëî÷êà ýòèõ âåðøèí èìååò ðàçìåðíîñòü n−1, òî åñòü âêëþ÷àåò öåëèêîì

ñòîðîíó êóáà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â âåðøèíàõ V è −V ñîâïà-
äàþò. Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ ôîðìû îïðåäåëÿþòñÿ å¼ çíà÷åíèÿìè â âåðøèíàõ, ëåæàùèõ íà îä-
íîé ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ñòîðîíå êóáà. Â ñèëó æ¼ñòêîñòè, êîýôôèöèåíòû ôîðìû äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü n(n−1)

2 ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ñîîòíîøåíèÿì, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâó-

åò âåðøèíå âûáðàííîé ñòîðîíû êóáà. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî òàêèõ âåðøèí íå ìåíüøå n(n−1)
2 .

Åñëè áû ýòè âåðøèíû ëåæàëè â àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n − 2, òî ñðåäè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèé íà êîýôôèöèåíòû ôîðìû áûëî áû íå áîëåå (n−2)(n−1)

2 ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ. Îäíàêî ïðè n ≥ 3 âûïîëíåíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

(n− 2)(n− 1)
2

<
n(n− 1)

2
. �

Ëåììà 2. Åñëè ìàòðèöà A íå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, òî ïîäìíîæåñòâî M âåðøèí êóáà,

â êîòîðûõ çíà÷åíèå ôîðìû XT AX ðàâíî åäèíèöå, ñîáñòâåííîå è ëèáî æ¼ñòêîå, ëèáî ìîæåò

áûòü ðàñøèðåíî äî æ¼ñòêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ïîäìíîæåñòâî M íåñîáñòâåííîå, òî åñòü ñîñòîèò
èç âñåõ âåðøèí êóáà, òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî M íå ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêèì. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî M íå ñîá-
ñòâåííîå, îíî îïðåäåëÿåò âûðîæäåííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà ýëåìåíòû ìàòðèöû
A. Äîáàâëÿÿ îäíó íîâóþ âåðøèíó ê ìíîæåñòâó M , ìû óâåëè÷èì ðàíã ñîîòâåòñòâóþùåé ñè-
ñòåìû íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó. Ìèíèìàëüíîå ðàñøèðåíèå M , ïðè êîòîðîì ðàíã ñèñòåìû
äîñòèãíåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, áóäåò æ¼ñòêèì. �

Æ¼ñòêàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ðàçäåëÿåò âåðøèíû êóáà, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå äâå âåðøèíû,
÷òî â îäíîé èç íèõ çíà÷åíèå ôîðìû ñòðîãî áîëüøå åäèíèöû, à â äðóãîé � ñòðîãî ìåíüøå.

Òåîðåìà 2. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà XT (A⊕B)X æ¼ñòêàÿ è íå ðàçäåëÿåò âåðøèíû ±1-
êóáà ðàçìåðíîñòè n ≥ 3, òî îäíà èç ìàòðèö A èëè B ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Èíûìè ñëîâà-

ìè, ãðàô G(A⊕B) èìååò íå áîëåå îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îòëè÷íîé îò èçîëèðîâàííîé

âåðøèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åäèíèöà ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûì çíà÷åíèåì ôîðìû XT (A⊕B)X íà âåðøèíàõ êóáà. Îáîçíà÷èì M ìíîæåñòâî âåðøèí,
â êîòîðûõ çíà÷åíèå ðàâíî 1. Ïîñêîëüêó ôîðìû XT (0⊕B)X è XT (A⊕ 0)X çàâèñÿò îò ðàçíûõ
ïåðåìåííûõ, îíè íåçàâèñèìî äîñòèãàþò ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé α è β íà âåðøèíàõ êóáà. Ïðè
ýòîì α + β = 1, ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë α èëè β íåíóëåâîå. Ïóñòü α 6= 0. Òîãäà
äëÿ êàæäîé âåðøèíû V ∈ M çíà÷åíèå (1/α)V T (A ⊕ 0)V = 1. Ïî ëåììå 2 åñëè ìàòðèöà A
íå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, òî ïîäìíîæåñòâî âåðøèí êóáà, â êîòîðûõ (1/α)V T (A ⊕ 0)V = 1,
ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî äî æ¼ñòêîãî. Òîãäà â ñèëó æ¼ñòêîñòè ìíîæåñòâà M íåäèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ìàòðèö A⊕B è (1/α)(A⊕ 0) ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà B äèàãîíàëüíàÿ.
�

Òåîðåìà 3. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà XT AX æ¼ñòêàÿ è íå ðàçäåëÿåò âåðøèíû ±1-êóáà
ðàçìåðíîñòè n ≥ 3, òî ïîñëå óäàëåíèÿ èç ãðàôà G(A) îäíîãî ðåáðà âíîâü ïîëó÷èòñÿ ãðàô ñ

òåì æå ÷èñëîì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óäàëåíèå îäíîãî ðåáðà ðàçáèâàåò íåêîòîðóþ êîìïîíåí-
òó ñâÿçíîñòè ãðàôà G(A) íà äâå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åäèíèöà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì çíà÷å-
íèåì ôîðìû XT AX íà âåðøèíàõ êóáà (ïîñêîëüêó ôîðìà íå ðàçäåëÿåò âåðøèíû), à ìàòðèöà
A (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè êîîðäèíàò) èìååò âèä

A =
(

B S
ST C

)
,

ãäå B è C � êâàäðàòíûå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ k × k è (n− k)× (n− k), à ïðÿìî-
óãîëüíàÿ ìàòðèöà S èìååò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â ìàòðèöå S ïîëîæèòåëüíûé è ñîîò-
âåòñâóåò ýëåìåíòó Aij . Èíäåêñû i ≤ k, j ≥ k + 1. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà XT AX äîñòèãàåò
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà òàêèõ âåðøèíàõ V , ÷òî çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò Vi = Vj . Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: íà íåêîòîðîé âåðøèíå V çíà÷åíèå ôîðìû V T AV = 1 è Vi = −Vj .
Ðàññìîòðèì âåðøèíó W ñ êîîðäèíàòàìè W` = −V` ïðè 1 ≤ ` ≤ k è W` = V` ïðè k + 1 ≤ ` ≤ n.
Çíà÷åíèå ôîðìû W T AW = V T AV + 2Aij > 1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î ìàêñè-
ìàëüíîñòè çíà÷åíèÿ åäèíèöà.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà äîñòèãàåò çíà÷åíèå åäèíèöà â âåðøèíàõ, ëåæàùèõ íà ãèïåðïëîñêî-
ñòè Xi = Xj . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1.

Â ñëó÷àå, êîãäà åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â ìàòðèöå S îòðèöàòåëüíûé, ôîðìà äî-
ñòèãàåò çíà÷åíèå åäèíèöà â âåðøèíàõ, ëåæàùèõ íà ãèïåðïëîñêîñòè Xi = −Xj . Ýòî òàêæå
ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1. �

Òåîðåìà 4. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà XT AX æ¼ñòêàÿ è íå ðàçäåëÿåò âåðøèíû ±1-êóáà
ðàçìåðíîñòè n ≥ 3, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D, ÷òî ðàíã ñóììû ìàòðèö

rank(A + D) ≤ n− 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìàòðèöà A ïåðåñòàíîâî÷íî ïîäîáíà òð¼õäèàãîíàëüíîé ìàòðèöå, òî
å¼ ãðàô G(A) ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòûì ïóò¼ì. Ýòî íåâîçìîæíî ïî òåîðåìå 3. Â ñèëó òåîðåìû
Ôèäëåðà 1 íàéäóòñÿ ÷èñëà d1, . . . , dn äëÿ êîòîðûõ ìàòðèöà A + diag(d1, . . . , dn) èìååò ðàíã íå
áîëüøå n− 2. �

Òåîðåìà 4 íåïîñðåäñòâåííî íå ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïî-
ñêîëüêó îíî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì. Êîñâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì âîçìîæíîñòè
çíà÷èòåëüíî ñíèçèòü ðàíã íåäèàãîíàëüíîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû, ìåíÿÿ ãëàâíóþ äèàãîíàëü,
ñëóæèò òàêîé ôàêò: åñëè ðàçðåøèòü ïîäñòàâëÿòü íà ãëàâíóþ äèàãîíàëü ìàòðèöû ïðîèçâîëü-
íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ìîæíî ïîëó÷èòü ìàòðèöó, ó êîòîðîé òîëüêî ëèøü îäíî ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè) îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ. Íî êîìïëåêñíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðè-
öà ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäèàãîíàëèçóåìîé; òîãäà ÷èñëî íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìåíü-
øå ðàíãà. Èìåííî òàê áûâàåò äëÿ íåðàçëîæèìûõ òð¼õäèàãîíàëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö.
Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n ≥ 2 ñóùåñòâóþò

òàêèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà d1, . . . , dn, ÷òî íóëü ÿâëÿåòñÿ (n − 1)-êðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèåì äëÿ ìàòðèöû A + diag(d1, . . . , dn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ìàòðèö âèäà

{uA + diag(d1, . . . , dn) | u, d1, . . . , dn ∈ C}.
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Êàæäîé òàêîé ìàòðèöå ñîïîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

xn + Fn−1x
n−1 + · · ·+ F1x + F0 = det(−uA + diag(x− d1, . . . , x− dn)),

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî Fk ÿâëÿþòñÿ ôîðìàìè îò ïàðàìåòðîâ u, d1, . . . , dn. Â ÷àñòíîñòè,

Fn−1 = −d1 − · · · − dn − u trA.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãèëüáåðòà, ëþáûå n ≥ 2 ôîðìû íàä C îò n + 1 ïåðåìåííîé èìåþò îáùèé
íóëü, îòëè÷íûé îò íà÷àëà êîîðäèíàò, [4]. Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà óðàâíåíèé

Fn−1 − u = 0
Fn−2 = 0

. . .
F1 = 0
F0 = 0

èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå ǔ, ď1, . . . , ďn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ǔ = 0. Òîãäà F0(ǔ, ď1, . . . , ďn) = · · · = Fn−1(ǔ, ď1, . . . , ďn) = 0. Ïîýòîìó
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû diag(ď1, . . . , ďn) ðàâåí xn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ÷èñëà
ď1 = · · · = ďn = 0. Íî ðåøåíèå ǔ, ď1, . . . , ďn íåíóëåâîå. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà
èìååò ðåøåíèå ïðè u 6= 0. Èç îäíîðîäíîñòè ñëåäóåò, ÷òî åñòü ðåøåíèå ïðè u = 1. Ñîîòâåòñòâó-
þùèå åìó çíà÷åíèÿ d1, . . . , dn óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèþ òåîðåìû. �

Àâòîðû áëàãîäàðíû Ê.Þ. Ãîðáóíîâó çà îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.
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