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Аннотация Рассмотрены методы вычисления полных эллиптиче-
ских интегралов первого и второго рода. Быстрый алгоритм вы-
числения полных эллиптических интегралов первого рода, основан-
ный на вычислении арифметико-геометрического среднего, был из-
вестен Гауссу. Для интегралов второго рода новый быстрый алго-
ритм недавно предложил С.Ф. Адлай. Этот алгоритм отличается
от ранее предложенного метода, поскольку итерационная последо-
вательность сходится непосредственно к искомому ответу. Кратко
обсуждаются возможные применения этих интегралов.
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1 Введение

Известно несколько алгоритмов вычисления полных эллиптических инте-
гралов [1,2,3,4]. Однако разработка новых методов остаётся интересный на-
правлением исследований. Эллиптические интегралы применяются в раз-
личных задачах, включая вычисление периода математического маятни-
ка [1], вычисление длин дуг кривых [1,5], объёмов тел [6], свойств пористых
материалов и плотности упаковки [7,8], а также при моделировании кри-
вых блеска экзопланет [9]. Решения многих краевых задач математической
физики выражаются через эллиптические интегралы [10]. Так, потенциал
простого слоя равномерно заряженного круглого диска может быть пред-
ставлен при помощи полного эллиптического интеграла первого рода, [11,
стр. 79, 433]. Задачи расчёта магнитного поля витков с током решаются при
помощи полных эллиптических интегралов первого и второго родов [11, стр.
79, 80, 441]. Разнообразие практических приложений полных эллиптических
интегралов позволяет считать разработку и реализацию эффективных ал-
горитмов для их вычисления актуальной задачей.

2 Полные эллиптические интегралы первого рода

Обозначим через AGM(a, b) арифметико-геометрического среднего неотри-
цательных положительных вещественных чисел a и b. Оно было использова-
но Гауссом (Johann Carl Friedrich Gauß). Для положительных вещественных
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чисел a и b значение AGM(a, b) вычисляется как предел каждой из двух по-
следовательностей an+1 = 1

2 (an + bn) и bn+1 =
√
anbn, где a0 = a и b0 = b.

Каждый раз выбирается положительное значение корня. Оно обладает свой-
ствами AGM(a, b) = AGM(b, a) и AGM(a, a) = a. При 0 < x ≤ 1 функция од-
ной переменной AGM(1, x) ограничена сверху линейной функцией (x+1)/2
и быстро приближается к ней при x → 1.

Практическое значение арифметико-геометрического среднего связано, в
частности, с возможностью быстрого вычисления периода колебаний маят-
ника [1]. Обозначим длину маятника через ℓ, ускорение свободного падения
через g, а угол максимального отклонения маятника от положения устой-
чивого равновесия через θ. Тогда период колебаний равен

T =
2π

AGM(1, cos(θ/2))

√
ℓ

g
.

При малых колебаниях θ → 0 период стремится к величине 2π
√
ℓ/g. Ес-

ли же максимальный угол θ стремится к π, то период колебаний маятника
стремится к бесконечности. В пределе маятник будет бесконечно долго под-
ниматься, приближаясь к вертикальному положению. При этом возможны
два симметричных случая в зависимости от того, с какой стороны поднима-
ется маятник. Следовательно, верхнее положение маятника одновременно
служит положением неустойчивого равновесия и предельным положением
маятника, движущегося в одном из двух возможных направлений.

В общем случае AGM(a, b) используется для быстрого вычисления пол-
ного эллиптического интеграла первого рода

I(a, b) =

π/2∫

0

dφ√
a2 cos2 φ+ b2 sin2 φ

=
π

2AGM(a, b)
.

В частном случае a = b значение этого интеграла равно π
2a , что соответ-

ствует значению AGM(a, a) = a. Доказательство этой формулы основано на
соотношении, найденном Ланденом (John Landen) [12,13]:

I(a, b) = I

(
a+ b

2
,
√
ab

)
.

Для положительных вещественных чисел a и b, которые достаточно близ-
ки друг другу, легко показать квадратичную сходимость последовательно-
сти приближений к AGM(a, b). Пусть выполнены неравенства 0 < b < a.
Тогда на каждой итерации вычисления AGM(a, b) также выполнены нера-
венства 0 < bn < bn+1 < an+1 < an и an − bn ≤ 2−n(a − b), гарантирующие
монотонную сходимость. Поскольку функция AGM(a, b) однородная, доста-
точно рассмотреть случай, когда на очередной итерации bn = 1 и an = 1+ε,
где |ε| < 1. На следующей итерации границы интервала, содержащего значе-
ние AGM(a, b), равны an+1 = 1+ ε/2 и bn+1 =

√
1 + ε = 1+ ε/2+O(ε2). Ши-

рина этого интервала ограничена сверху маленьким числом: |an+1− bn+1| =
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O(ε2). Следовательно, для произвольно фиксированных положительных ве-
щественных a и b, приближённое вычисление AGM(a, b) с ошибкой не выше
2−k, где показатель k ≥ 2, требует выполнения O(log2 k) операций сложения,
умножения, деления и извлечения квадратного корня над полем веществен-
ных чисел.

Во многих случаях число итераций для достижения разумной точности
может быть выбрано фиксированным и маленьким. Это очень удобно, по-
скольку такие вычисления проводятся очень быстро программой без ветвле-
ний, более того, они могут выполняться маленькой микросхемой. Также из-
вестны быстрые алгоритмы для выполнения алгебраических операций [14].
Такие ограничения бывают важны для обработки сигналов в реальном вре-
мени, а также для маленьких автономных аппаратов.

3 Полные эллиптические интегралы второго рода

Ещё одно среднее — это модифицированное арифметико-геометрическое
среднее MAGM — возникает при вычислении эллиптических интегралов
второго рода и длины дуги эллипса с данными полуосями. Чтобы опре-
делить MAGM(a, b), рассмотрим три последовательности чисел:

an+1 =
an + bn

2
,

bn+1 = cn +
√
(an − cn)(bn − cn),

cn+1 = cn −
√
(an − cn)(bn − cn),

где a0 = a, b0 = b и c0 = 0. Последовательности an и bn монотонные при
условии 0 < b < a. Значение MAGM(a, b) равно числу, принадлежащему
всем интервалам (bn, an). Длины этих интервалов стремятся к нулю, поэто-
му MAGM(a, b) равно общему пределу двух последовательностей an и bn.
Как и при вычислении AGM(a,b), эти последовательности быстро сходятся
при условии, что каждое выражение под знаком квадратного корня равно
неотрицательному вещественному числу. Каждый раз выбирается неотри-
цательное значение корня. Это позволяет для 0 ≤ γ < 1 эффективно вычис-
лить значение полного эллиптического интеграла второго рода [1]:

π/2∫

0

√
1− γ2 sin2 φ dφ =

πMAGM(1, 1− γ2)

2AGM(1,
√
1− γ2)

.

Следовательно, длина эллипса равна

2π
MAGM(a2, b2)

AGM(a, b)
,

где a > 0 и b > 0 обозначают большую и малую полуоси. При a = b получаем,
что длина окружности радиуса a равна 2πa.
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Существует другой путь для вычисления полного эллиптического инте-
грала второго рода [5]. Положим начальные значения a0 =

√
1− γ2, b0 =

1/a0, c0 = 0, r0 = 1 и ρ1 = 1. Рассмотрим последовательности

an+1 =
an + bn

2
,

bn+1 = cn + rn,

cn+1 = cn − rn,

rn+1 =
√
2(an+1 − cn+1)rn,

ρn+1 = ρn
an−1 − cn
an − cn

.

Снова полный эллиптический интеграл второго рода принадлежит интер-
валам, длины которых стремятся к нулю, а границы π

2 ρnan и π
2 ρnan−1 легко

вычислить на каждой итерации.

π/2∫

0

√
1− γ2 sin2 φ dφ =

π

2
lim
n→∞

ρnan,

где от параметра γ зависит начальное значение a0.

4 Вычисление числа π

Известно большое разнообразие методов вычисления числа π. Обычно для
вычисления используют быстро сходящиеся степенные ряды [15,16,17]. Од-
нако асимптотические оценки скорости сходимости последовательностей ча-
стичных сумм линейные. Известны также последовательности, члены кото-
рых вычисляются по формулам с вложенными корнями [18]. Метод Гаусса–
Эйлера [19] для вычисления числа π сводится к вычислению AGM(1,

√
2) и

MAGM(1, 2). Здесь соответствующие выражения для приближённый значе-
ний AGM и MAGM также содержат вложенные квадратные корни [1].

π =
(AGM(1,

√
2))2

MAGM(1, 2)− 1
.

Поскольку последовательности выражений с корнями к значениям AGM и
MAGM сходятся с квадратичной скоростью, можно ожидать, что этот метод
эффективнее, чем методы, основанные на сходимости степенных рядов.

По аналогии с вычислением полных эллиптических интегралов второго
рода, существует ещё один путь вычисления числа π. Полагаем начальные
члены последовательностей a0 = 2, b0 = 1, c0 = 0, r0 =

√
2 и ρ1 = 1. И снова

определим по индукции an+1 = (an + bn)/2, bn+1 = cn + rn, cn+1 = cn − rn,
rn+1 =

√
2(an+1 − cn+1)rn и

ρn+1 = ρn
an−1 − cn
an − cn

.
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Тогда на каждом шаге выполнены неравенства

π− =
2

ρ2n(an−1 − 1)
< π <

2

ρ2n(an − 1)
= π+,

где через π− и π+ обозначены нижняя и верхняя границы интервала, содер-
жащего число π. Для n = 1 этот интервал широкий π+ − π− = 2. Для n = 2
получим π+ − π− < 0.28, для n = 3 интервал заметно уже π+ − π− < 10−3,
а для n = 4 он ещё уже π+ − π− < 8 · 10−9.
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