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УДК 519.684 

Вычисление наибольшего общего делителя на обобщённых регистровых машинах 

А.В. Селиверстов 

Институт проблем передачи информации им. А.А. Харкевича Российской академии наук 

Рассмотрим обобщённые регистровые машины [1] над частично упорядоченным 
ассоциативным коммутативным кольцом с единицей (R, 0, 1, +, -, ×, <). В случае, когда линейно 
упорядоченным кольцом служит поле вещественных чисел, эти машины тесно связаны с BSS-
машинами [2]. Каждый регистр содержит элемент кольца R, над которыми за один шаг выполняются 
операции, перечисленные в сигнатуре. Константы соответствуют записи соответствующего 
элемента в регистр. В случае проверки предиката, машина переходит в новое состояние в 
зависимости от истинности предиката. За один шаг машина может копировать и пересылать 
элементы между регистрами. Также существуют индексные регистры, содержащие 
неотрицательные целые числа, над которыми выполняются обычные операции. В начале работы в 
нулевом индексном регистре записано число регистров, занятых входными данными, а в остальных 
индексных регистрах записаны нули. Не занятые входными данными регистры содержат нули. 
Время работы машины полиномиальное, если существует такой многочлен p(n), что если вначале 
ровно n регистров занято входными данными, то полное число шагов, выполняемых машиной до 
остановки, ограничено значением многочлена p(n). 

Вычисление наибольшего общего делителя HOD двух ненулевых элементов кольца 
представляет собой важную задачу и, несмотря на значительное число публикаций, остаётся 
предметом исследования [3, 4]. Над произвольным евклидовым кольцом R для любых двух 
ненулевых элементов их HOD можно вычислить за полиномиальное время на обобщённых 
регистровых машинах, которые выполняют сравнение норм двух элементов из кольца R. При этом, 
если кольцо не является линейно упорядоченным, то HOD определён с точностью до умножения на 
обратимый элемент. Над произвольным факториальным кольцом тоже определён HOD с точностью 
до умножения на обратимый элемент, но вычислительная сложность может быть высокой. 
Например, не известен полиномиальный алгоритм для вычисления HOD для многочленов от 
нескольких переменных над полем. Однако HOD определён над некоторыми кольцами, которые не 
являются факториальными. И в этом случае HOD может быть невычислимым. 

Обозначим через D ультрафильтр, расширяющий фильтр коконечных подмножеств 
множества натуральных чисел. В частности, для каждого подмножества либо оно само, либо его 
дополнение принадлежит ультрафильтру. Обозначим через (U, 0, 1, +, -, ×, <) ультрастепень линейно 
упорядоченного кольца целых чисел над ультрафильтром D. Это линейно упорядоченное кольцо 
является областью целостности. Более того, в нём корректно определен HOD, поскольку кольцо 
целых чисел и его ультрастепень U элементарно эквивалентны [5]. Однако U обладает необычными 
свойствами, невыразимыми в языке первого порядка теории частично упорядоченных колец. 

Элементами кольца U служат классы эквивалентности бесконечных последовательностей 
целых чисел a=(a0, a1,…). Две последовательности эквивалентны, если они совпадают на множестве 
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индексов, принадлежащем ультрафильтру D. В частности, эквивалентны любые две 
последовательности, отличающиеся лишь в конечном числе позиций. Операции в кольце U 
определяются покомпонентно. Кольцо целых чисел вложено в кольцо U, числу a соответствует 
класс постоянной последовательности a=(a, a,…). Каждая последовательность, содержащая 
нулевые элементы, либо эквивалентна последовательности из нулей 0=(0, 0,…), либо эквивалентна 
последовательности, в которой нет ни одного нуля. Поэтому кольцо U  не содержит делителей нуля. 
В кольце U ровно два обратимых элемента. Обратимыми элементами кольца U служат классы 
каждой из двух постоянных последовательностей 1=(1, 1,…) и -1=(-1, -1,…). Класс эквивалентности 
любой последовательности чисел 1 или -1 служит представителем обратимого элемента, но каждая 
из них эквивалентна либо 1, либо -1. Поскольку ультрафильтру принадлежит либо множество 
индексов единиц, либо множество индексов минус единиц. 

Теорема 1. Область целостности U не является факториальным кольцом, хотя в нём 
существует наибольший общий делитель любых двух ненулевых элементов. 

Доказательство. Для любого натурального числа m, класс последовательности целых 
чисел, k-й элемент которой равен целой части (k-m)-й степени числа два [2k-m], служит ненулевым и 
необратимым элементом кольца U, который делится на элемент 2=(2, 2,…)  без остатка. Этот 
элемент не разлагается в конечное произведение неприводимых элементов кольца U. 
Следовательно, кольцо U не факториальное. 

Однако наибольший общий делитель HOD двух элементов, представителями которых 
служат последовательности a=(a0, a1,…) и b=(b0, b1,…), равен классу последовательности 
наибольших общих делителей HOD(a, b)=(HOD(a0, b0), HOD(a1, b1),…). Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Наибольший общий делитель нельзя вычислить на обобщённых регистровых 
машинах над линейно упорядоченным кольцом U. 

Автор благодарен Сергею Давидовичу Мешвелиани (Институт программных систем им. 
А.К. Айламазяна РАН) за обсуждение постановки рассмотренной задачи.  
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Одним из важных разделов алгоритмической теории игр является решение беспристрастных 
игр. Два основных инструмента, которые используются при этом: периодичность P-позиций и 
использование ним-функции (функции Шпрага-Гранди). 

Игры вычитания с конечным множеством разностей являются классическим примером 
применения первого инструмента. Такая игра задается конечным набором D положительных целых 
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