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Неразрешимые и разрешимые свойства 
конституант 

Кановей В. Г. 

Введение. Происхождение проблем о конституантах 

Математики, работающие в области теории множеств, всегда рас
сматривали как один из наиболее важных вопросов о соотношении двух 
простейших несчетных мощностей — мощности ^ i множества всех не 
более чем счетных трансфинитов и мощности континуума с. Внимание 
специалистов было привлечено, главным образом, к следующим фунда
ментальным проблемам: 

Можно ли построить (с использованием аксиомы выбора или без 
этой аксиомы) взаимно однозначное соответствие между счетными 
трансфинитами и (всеми) действительными числами, т. е. доказать кон
тинуум—гипотезу Кантора 0 = ^ ! (Кантор, Гильберт, Лузин)? 

Можно ли построить эффективно (т. е. без использования аксиомы 
выбора — с аксиомой выбора построение в данном случае легко выпол
няется) множество мощности J^t, состоящее из действительных чисел, 
т. е. эффективно доказать неравенство K i ^ c (Лебег, Лузин)? 

Эти вопросы, относящиеся не только к теории множеств, но и к ос
нованиям математики в широком смысле, рассматривались многими 
крупными математиками начала и первой половины XX века. Большой 
интерес они вызывали, в частности, у Н. Н. Лузина, пытавшегося найти 
подход к их решению с помощью методов дескриптивной теории мно
жеств. Глубокий анализ этого круга вопросов привел Лузина к замеча
тельной идее аналогии между точками действительной прямой и боре-
левскими множествами ограниченного ранга, в свете которой была весь
ма естественной постановка в [1], [2, гл. III], [3] —[7] следующих двух 
проблем: 

Ограниченная (или узкая) проблема континуума: можно ли эффек
тивно разбить континуум действительных чисел (или бэровское про
странство) на ^ ! непустых борелевских множеств ограниченного в со
вокупности ранга} 

Ограниченная (или узкая) проблема Лебега: можно ли эффективно 
построить последовательность из ^ попарно различных борелевских 
множеств действительной прямой (или бэровского пространства) огра
ниченного в совокупности ранга} 

Ранг (Лузин употреблял термин: класс) борелевского множества ха 
рактеризует сложность этого множества в плане борелевского построе
ния, т. е. наименьшую возможную (конечную или счетную трансфинит* 
ную) длину построения этого множества из открытых множеств рас
сматриваемого пространства с помощью операций счетного объедине
ния и дополнения. Точнее говоря, р а н г о м борелевского множества % 
называется наименьшее порядковое число \ такое, что X принадлежит 
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классу А|° борелевской иерархии. Кстати, классы А^0 (где l^g^cOi ; 
через coi обозначается первый несчетный трансфинит) строго возра
стают с возрастанием индекса £ и каждое борелевское множество попа
дает в один из этих классов (а тогда, следовательно, и во все классы с 
большими индексами). Все сказанное относится к борелевским множе
ствам любого с о в е р ш е н н о г о п о л ь с к о г о пространства (так 
принято называть сепарабельные полные метрические пространства без 
изолированных точек) — в частности, к множествам действительной пря
мой и бэровского пространства. 

Совокупность, состоящая из борелевских множеств, называется о г-
р а н и ч е н н о й по р а н г у (или совокупностью ограниченного ранга), 
когда все множества этой совокупности имеют ранг меньше некоторого 
одного фиксированного трансфинита g0<coi. 

К концу 20-х годов специалистам по дескриптивной теории уже были 
известны способы эффективного построения последовательностей из J î 
борелевских множеств, доставляемые разработанной Лузиным опера
цией решета. Апплицируя на эти конструкции сформулированные выше 
проблемы, Лузин поставил серию более специальных проблем о природе 
конституант, полное решение которых удалось найти лишь многие годы 
спустя. Этим проблемам и посвящена предлагаемая работа. 

§ 1. Постановка проблем о конституантах 
Начнем с нескольких определений, связанных с решетами. Прежде 

всего условимся в качестве основного пространства рассматривать б э-
р о в с к о е п р о с т р а н с т в о «/Г=сош, состоящее из всех функций, 
определенных на множестве натуральных чисел со={0, 1, 2, . . . } , со 
значениями в со (т. е. топологическое произведение со экземпляров на
турального ряда). Такой подход введен лузинскими «Лекциями» [2] и 
принят в современных работах по дескриптивной теории (см., например, 
книги [17], [18], [19]). В некоторых работах Лузина из числа цитиро
ванных выше (например, в [6]) в качестве основного пространства рас
сматривается действительная прямая R, однако нетрудно показать (чего 
мы здесь не будем делать), что пространства Jf и R (и вообще все со
вершенные польские пространства) совершенно равноправны в отноше
нии проблем, о которых пойдет речь ниже. 

Операция решета, сыгравшая исключительную роль в развитии дес
криптивной теории множеств, была введена Лузиным в 1927 г., а затем 
усовершенствована им же (в частности, в [2]) и другими специалиста
ми. Мы изложим эту операцию в ее наиболее удобном вырианте, во
шедшем в монографии [17], [18] (более подробно о решетах см. [20]). 
Обозначим через Q множество всех рациональных точек прямой R. 
Р е ш е т о м (для просеивания множеств бэровского пространства Jf) 
называется всякое семейство C=(Cq: q£Q) множеств Cq^Jf любой 
природы. Множества Cq называются э л е м е н т а м и решета С. Решето 
С условимся называть о т к р ы т ы м (или б о р е л е в с к и м ) , когда все 
его элементы C,q суть открытые (соответственно, борелевские) в Jf мно
жества. Вообще, если задан какой-либо класс К множеств простран
ства JP, то решетом к л а с с а К договоримся называть всякое решето, 
каждый элемент которого принадлежит классу К. 

Любое решето C = (Cq\ gGQ> определяет разбиение пространства Ж 
на два множества, называемых внутренним (или просеянным) и внеш-
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ним. К в н е ш н е м у множеству [С] относятся все точки a£./F, для ко
торых «вертикальное сечение» CJa={q: aGCJ является вполне упоря
доченным в смысле естественного порядка рациональных точек. Осталь
ные точки заключаются во в н у т р е н н е е множество [С]*. 

Каждому порядковому числу v<o>i сопоставляются множества 

[C] v ={a£[C] : порядковый тип С/а равен v}; 

[C]*v= {aG[C]*: порядковый тип наибольшего вполне упорядоченного 
начального сегмента С/а равен v}, 

называемые соответственно v-й в н е ш н е й и v-й в н у т р е н н е й 
к о н с т и т у а н т а м и . Внешние конституанты попарно не имеют общих 
точек и дают в объединении внешнее множество [С]. Аналогично, вну
тренние конституанты попарно не пересекаются и дают [С]* в объеди
нении. 

Если решето С борелевское (в частности, это справедливо для от
крытых решет), то все конституанты [C]v и [C]*v представляют собой 
борелевские множества (см. [2, гл. III] или [5]). Таким образом, с по
мощью решет можно строить последовательности из ^ попарно раз
личных борелевских множеств: нужно только добиться, чтобы среди 
внутренних или внешних конституант, даваемых борелевским решетом, 
было несчетно много непустых (а тогда и попарно различных) — и иско
мая последовательность готова. Особый интерес в этой связи вызыва
ли внешние конституанты, поскольку Лузиным был найден [2, гл. III] 
удобный критерий несчетности числа непустых внешних конституант бо-
релевского решета, заключающийся в требовании неборелевости внеш
него множества. (Для внутренних конституант такой критерий не вы
полняется.) 

Рассматривая последовательности внешних конституант в связи с 
проблемами, упомянутыми во введении, Лузин ставит в своих работах 
[6, п. 1], [7, п. 8] следующую серию из четырех проблем о внешних 
конституантах. 

П р о б л е м а I. Существует ли открытое решето С такое, что каж
дая конституанта [C]v содержит ровно одну точку'? 

П р о б л е м а П. Существует ли открытое решето С такое, что среди 
конституант [C]v несчетно много непустых и каждая из [C]v содержит 
не более чем счетное множество точек? 

П р о б л е м а III. Существует ли открытое решето С такое, что сре
ди конституант [C]v несчетно много непустых и все эти конституанты 
образуют ограниченную по рангу совокупность борелевских множеств? 

П р о б л е м а IV. Существует ли открытое решето С такое, что среди 
конституант [C]v несчетно много непустых и все конституанты [С]* 
можно заключить в попарно непересекающиеся борелевские множества 
ограниченного в совокупности ранга} 

Нумерация этих четырех проблем взята нами из лузинских работ 
[6], [7], где каждая из проблем напечатана с красной строки с упо
треблением слова «проблема» и указанного номера. По сути дела, этой 
нумерацией (идентичной в обеих цитированных работах) Лузин при
сваивает собственные имена сформулированным проблемам. 

Возрастание номера проблемы соответствует убыванию силы требо
ваний, предъявляемых проблемой к решету С. В частности, требования, 
предъявляемые проблемой III, слабее (по крайней мере в нестрогом 
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смысле) требований проблемы II ввиду того, что всякое не более чем 
счетное множество (вообще, всякое Fa) принадлежит борелевскому 
классу Д3° и имеет вследствие! этого ранг не выше, чем 3. 

Из четырех сформулированных проблем проблема III в особенности 
привлекала внимание Лузина, и он обращался к анализу этой пробле
мы и некоторых ее аспектов в ряде других работ 30-х годов, помимо 
указанных (в частности, см. [2, гл. III], [3], [4]). В этих работах Лу
зин поставил еще несколько вопросов о существовании решет с опре
деленными требованиями к рангам конституант. Два из этих вопросов 
рассматриваются в настоящей статье. Для сохранения единства терми
нологии и ссылок, мы сформулируем эти вопросы под названиями: 
проблема Ilia, проблема Шб, поскольку они в известном смысле явля
ются вариантами проблемы III, хотя несомненно, что Лузин придавал 
этим вопросам меньшее значение, чем самой проблеме III, и, строго го
воря, нет оснований закреплять за этими вопросами статус поимено
ванных лузинских проблем. 

П р о б л е м а Ша (см. [3, п. 1]). Существует ли открытое решето 
С с несчетным числом непустых конституант [C]v такое, что ранги не
пустых множеств [C]v не стремятся к coi [это означает, что найдется 
трансфинит £ < « ! , для которого число непустых конституант [C]v, имею
щих ранги ^ | , несчетно)'? 

П р о б л е м а Шб (см. [4, п. 5]). Существует ли открытое решето С 
такое, что все конституанты [C]v непусты, а ранги этих конституант не 
стремятся к трансфиниту о)!? 

Все шесть сформулированных выше в этом параграфе проблем свя
заны с проблемой Лебега и ограниченной проблемой Лебега. Напротив, 
следующая проблема имеет отношение к ограниченной проблеме кон
тинуума. Эта проблема поставлена Лузиным в [5, п. 5], где она наз
вана «основной проблемой теории аналитических совокупностей» (без 
сообщения ей какого-либо номера). За неимением более подходящего 
варианта нумерации, мы присваиваем здесь этой проблеме номер 0. 

П р о б л е м а 0. Существует ли открытое решето С такое, что среди 
определяемых им конституант [C]v и [C]*v несчетно много непустых {по 
крайней мере одного типа) и все конституанты [C]v и [C]*v образуют 
ограниченную по рангу совокупность? 

Лузинские проблемы постоянно фигурировали в качестве важных 
нерешенных задач в отечественных обзорах классической дескриптив
ной теории (см., например, [12], [13], [15]). О конституантах в связи 
с построением несчетных последовательностей борелевских множеств 
ограниченного ранга говорится в монографии Куратовского [17, с. 495] 
К исследованию лузинских проблем обращались П. С. Новиков [10], 
[11], Л. В. Келдыш [14], А. А. Ляпунов [16], Е. А. Селивановский [34],. 
а позже, в 60-е и 70-е годы — и зарубежные специалисты, в частности, 
Р. Соловей [27], [28] и Ж. Стерн [30], [31]. Различным философско-
математическом и историко-математическим аспектам этих проблем спе
циально посвящена статья [20], и поэтому мы не будем особо останав
ливаться на этих моментах. Приведем лишь ту информацию из истории 
исследований проблем о конституантах, которая существенна для после
дующего изложения. 

Лузин [2, гл. III] установил, что проблема II эквивалентна пробле
ме существования несчетного аналитического дополнения (т. е. П1

1-мно-
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жества в современной терминологии), не имеющего совершенных под
множеств, т. е. если существует решето, удовлетворяющее требованиям 
проблемы II, то существует (в пространстве Jf) и аналитическое допол
нение указанного вида, и обратно. 

В работе П. С. Новикова [10] доказано, что проблема II эквивалент
на ослабленному варианту проблемы I, где требуется, чтобы каждая 
конституанта [C]v содержала не более одной точки и при этом чтобы 
число непустых конституант [C]v было несчетным. В другой статье [11] 
того же автора был достигнут дальнейший прогресс. Выяснилось, что 
средствами аксиоматической теории множеств Цермело — Френкеля 
ZFC с аксиомой выбора (об этой теории см. [19]; принято считать, что 
теория ZFC формализует все известные способы математических рас
суждений) невозможно доказать отсутствие несчетных аналитических 
дополнений, не содержащих совершенных подмножеств, а следователь
но, в силу сказанного выше, невозможно решить проблему II в отрица
тельном направлении, т. е. доказать отсутствие решет требуемого вида. 

Этот результат П. С. Новикова был дополнен американским матема
тиком Соловеем, нашедшим (см. [28]), что средствами ZFC невозмож
но доказать и существование несчетных аналитических дополнений без 
совершенного ядра, а тем самым, невозможно решить проблему II и в 
положительном направлении. Таким образом, проблема II оказывается 
неразрешимой: обычными математическими рассуждениями невозмож
но ни доказать, ни опровергнуть существование решета, удовлетворяю
щего требованиям этой проблемы. (В скобках отметим, что и многие 
другие — однако не все, имеются важные исключения, в частности, сре
ди проблем о конституантах — проблемы классической дескриптивной 
теории оказались неразрешимыми.) 

В работе [22] этот результат удалось распространить на проблемы 
III и IV. Именно, в [22] доказано, что каждая из этих двух проблем 
эквивалентна проблеме II и, следовательно, неразрешима (две пробле
мы эквивалентны, если из гипотезы о том, что одна из них имеет поло
жительное решение, следует, что другая также решается положитель
но). Проблема же 0, как установлено в [22], разрешима, причем в отри
цательном направлении, т. е. удается доказать отсутствие решет тре
буемого вида. В настоящей статье выясняется статус и проблем I, Ша, 
Шб: первая из них подобно проблеме 0, разрешима в отрицательном 
направлении, а две другие, аналогично проблемам III, IV, эквивалент
ны проблеме II и неразрешимы. 

Все эти результаты о неразрешимости и разрешимости лузинских 
проблем будут получены в конце следующего параграфа как следствия 
одной общей теоремы (основной теоремы настоящей статьи). 

Вместе с тем ясно, что рассматриваемые лузинские проблемы никоим 
образом не исчерпывают список возможных вопросов такого же типа о 
существовании решет с определенными свойствами конституант. На
пример, аналоги проблем I—IV, сформулированные для внутренних кон
ституант, представляют такой же, в сущности, интерес, как и сами эти 
проблемы. В формулировки проблем можно вносить некоторые изме
нения и получать новые варианты (два варианта проблемы III предло
жил сам Лузин — это проблемы Ша и Шб). Наконец, можно рассма
тривать решета более общего вида, чем открытые. При этом получается 
довольно длинный список вопросов о существовании решет, включаю-
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щий и лузинские проблемы. Автором предпринята попытка системати
зации и исследования таких вопросов, результатом которой и явилась 
настоящая статья. 

§ 2. Классификация проблем, формулировка основной теоремы 
и вывод из нее следствий о неразрешимости и разрешимости 

для лузинских проблем 
Каждая из проблем, приведенных в предыдущем параграфе, явля

ется проблемой существования решета, удовлетворяющего определен
ному требованию (точнее, комплексу требований), связанному с клас
сом решета (требуется открытость) и даваемыми им конституантами. 
Для условного обозначения этих и им подобных требований договорим
ся использовать пятичленные символы вида \nij, р]х (причем индекс т 
фактически может отсутствовать, см. ниже; отсутствие индекса т мы бу
дем считать специальным значением этого индекса). Поясним смысло
вую нагрузку, которую несут буквы n, i, /, р, т. 

Буква п указывает на требование, предъявляемое к классу решета. 
Мы будем рассматривать открытые решета, как в лузинских проблемах 
из § 1, ставя в соответствие требованию открытости значение п = 0 бук
вы п, а также борелевские решета (п=\) и решета проективного клас
са A2* (п = 2). Более сложные проективные решета здесь не рассматри
ваются. 

Индекс х обозначает тип конституант, к которым относится требо
вание [ni]\ p]x. Отсутствие какого-либо знака на месте х (т. е. запись 
вида [nij, p]) будет означать, что требование относится только к внеш
ним конституантам (как, например, требования, заключенные в форму
лировках лузинских проблем I, II, III, Ша, Шб и IV из § 1), знак * 
вместо х указывает на внутренние конституанты, а знак + вместо т 
говорит о том, что рассматриваются конституанты обоих типов (как в. 
постановке проблемы 0). 

Индикатор i принимает значения 0 и 1. При i=\ подразумевается 
требование, чтобы все конституанты типа х были непусты (проблемы I 
и Шб) а при / = 0 — более слабое требование непустоты несчетного 
числа конституант типа т (остальные проблемы). 

Наконец, о смысле букв / ( / = 0 или 1) и р ( р = 1 , II, III, IV). Требу
ется, чтобы семейство всех непустых конституант типа х (при / = 1 ) , 
либо чтобы некоторое несчетное подсемейство этого семейства (при 
/ = 0 ) обладало, в зависимости значения р, следующим свойством: 

при р=1 — каждая конституанта из указанного семейства (или под
семейства — в соответствии со значением /) содержит ровно одну точку; 

при р=П — каждая конституанта из указанного семейства (или под
семейства) не более чем счетна; 

при р = Ш — указанное семейство (или подсемейство) является со
вокупностью борелевских множеств ограниченного ранга; 

при р = IV — свойство ранг-ограниченной попарной отделимости: 
найдется порядковое число g<:co± такое, что любые две различные кон
ституанты из данного семейства (или подсемейства) отделимы друг от 
друга борелевским множеством ранга ^ £ . (Множество Z о т д е л я е т 
X от У, когда X^Z, a YC\Z = 0.) 

Таким образом, / = 1 для проблем I, II, III, IV и 0 и / = 0 для проб
лем Ша и Шб. Проблема I соответствует значению р = \ буквы р, проб-
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лема II — значению р = П, проблемы III, Ilia, III6 и 0 — значению 
р = Ш, а соответствующее требование проблемы IV заключено как бы 
между р = Ш и p = I V . 

Утверждение о существовании решета, удовлетворяющего комплексу 
требований [nij, р]т , договоримся кратко обозначать через Э[ш"/, р]х-
Всего мы имеем 3-2-2-4-3= 144 различных символа [nij, p]t (при ука
занных значениях входящих в эти символы букв) и, соответственно, 
144 утверждения вида Я[ш'/, р]%. Эти утверждения с точки зрения их 
взаимоотношений с системой ZFC, подразделяются на три большие 
группы, обозначаемые здесь буквами А, Б, В. Разбиение на группы да
ется следующими таблицами: 

Таблица 1 Таблица 2 

п 

1 ° 
1 

2 

Ч 
11 

В 

В 

' А 

01 

А 

А 

А 

10 

А 

А 

А 

00 

А 

А 

А 

п 

0 

1 

1 2 

ч 1 
11 

В 

в 
А 

01 

в 
в 
А 

10 

А 

А 

А 

00 1 

А 

А 

А 1 
Отсутствие индекса т (внешние 
константы), р любсе 

Таблица 3 

х = * (внутренние конституанты), 
р любое 

Таблица 4 

п 

1 ° 
1 1 
1 2 

Ч 
11 

в 
в 

01 

в 
в 

10 

А 

А 

А 

00 i 

А 

А 

А 

Р 
I или II 

III или IV 

Б 

А 

т = + , п - 2 , / = 1, 
i любое 

т = + (оба типа конституант), р 
любое 

Главной задачей настоящей статьи является доказательство сле
дующей теоремы, определяющей статус утверждений групп А, Б и В в 
аксиоматической теории множеств ZFC. 

О с н о в н а я т е о р е м а , (а) Все 100 утверждений группы А экви
валентны в ZFC друг другу и неразрешимы в ZFC. 

(б) Все четыре утверждения группы Б также попарно эквивалент-
ны и неразрешимы в ZFC, причем из гипотезы об истинности любого из 
этих утверждений вытекает истинность всех утверждений группы А, но* 
обратное неверно. 

(в) Все 40 утверждений группы В ложны в ZFC, т. е. из аксиом 
ZFC выводится отсутствие решет нужного вида. 

Покажем, как из основной теоремы можно получить приведенные в 
§ 1 результаты о неразрешимости и разрешимости, касающиеся лузин-
ских проблем. Достаточно разобраться, какие символы соответствуют 
этим проблемам в нашей системе. Рассмотрим, для образца, пробле
му I. Легко видеть, что утверждение, содержащееся в формулировке 
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этой проблемы (т. е. утверждение о существовании открытого решета С 
такого, что каждая конституанта [C]v содержит ровно одну точку), по
лучает здесь символическое обозначение Я [0 1 1, I] и относится, таким 
образом, к группе В таблицей 1. Следовательно, это утверждение лож
но в ZFC согласно пункту (в) основной теоремы, а проблема I имеет 
поэтому отрицательное решение (т. е. решет нужного вида не суще
ствует), как об этом и сказано в конце § 1. 

Точно так же, утверждения, содержащиеся в формулировках проб
лем II, III, Ilia, III6, получают обозначения Я[001, II], Я[001, III], 
Я [000, III] и Я[010, III] соответственно, относятся к группе А табли
цей 1 и являются неразрешимыми и попарно эквивалентными согласно 
пункту (а) основной теоремы. 

Утверждение о существовании решета, содержащееся в формулиров
ке проблемы IV, по своей силе заключено - между утверждениями 
Я[001, III] и Я[001, IV], относимыми к группе А таблицей 1. Следова
тельно, согласно пункту (а) основной теоремы, утверждение проблемы 
IV эквивалентно всем утверждениям группы А и, в частности, утверж
дениям, извлекаемым из проблем II, III, Ilia, III6, и неразрешимо. 

Таким образом, проблемы II, III, Ilia, III6, IV эквивалентны одна 
другой (в смысле, указанном в конце § 1) и неразрешимы. 

Наконец, утверждение о существовании решета, удовлетворяющего 
требованиям проблемы 0, получает символическое обозначение 
Я [001, III]+, относится к группе В таблицей 3 и потому является лож
ным согласно пункту (в) основной теоремы, а сама проблема 0 полу
чает вследствие этого отрицательное решение: решет требуемого вида 
не существует. 

§ 3. Формулировка пяти теорем; из которых следует основная теорема 

Конечно, доказывая основную теорему, мы не будем рассматривать 
по отдельности каждое из утверждений в группах А, Б, В. Вполне до
статочно ограничиться минимальными и максимальными (по силе тре
бований, предъявляемых к решету) утверждениями в группах А и Б и 
минимальными утверждениями в группе В. В частности, поскольку сила 
требования [nij, p]x уменьшается при (независимом) увеличении п от 
0 до 2, уменьшении i от 1 до 0, уменьшении у от 1 до 0 и увеличении р 
от I до IV, то в группе А можно оставить только минимальные утверж
дения Я [200, IV], Я [200, IV]* и Я [200, IV] + и максимальные утверж
дения Я[001, I], Я[010, I], Я[211, I], Я[010, I]*, Я[211, I]*, Я[010, 1] + 
и Э[211, Ш] + , в группе Б — минимальное утверждение Я[201, П]+ я 
максимальное Я[211, 1]+, и, наконец, в групе В — минимальные утверж
дения Я[111, IV], Я[101, IV]* и Я[101, IV]+. 

Чтобы было удобнее рассматривать эти оставленные утверждения, 
мы используем следующие два предложения (не связанные с решетами 
и конституантами, но хорошо изученные методами аксиоматической 
теории множеств (см., например, [19, добавление, § 3])) : 

Яя £ J\T (со̂ М = %), Я я б JV (Ж ^ L [я]). 

В этих предложениях, как обычно, через (DiL[JX] обозначен первый не
счетный трансфинит в классе L[n] всех множеств, конструктивных от
носительно я. 
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Оба эти предложения не противоречат аксиомам ZFC, поскольку 
вытекают из (непротиворечивой, см. [19, гл. 5]) аксиомы конструктив
ности. Их отрицания также не противоречат ZFC: это доказано Леви 
[26] с помощью модели, позже использованной в [28]. Таким образом, 
оба предложения неразрешимы в теории ZFC. При этом первое из них 
есть тривиальное следствие второго, а второе, напротив, не выводится 
из первого, ибо в простейшей модели Коэна, опровергающей континуум-
гипотезу (модель II в книге [24]), истинно первое утверждение, но лож
но второе. 

В свете всего сказанного, для доказательства основной теоремы 
вполне достаточно доказать следующие пять теорем: 

Т е о р е м а А1. Если предложение Эя6Л(9(<й11'[я1=(01) истинно, т. е. 
если найдется точка jt£./lf, удовлетворяющая равенству co1

L[jrl = co1, то 
утверждения Я[001, I] , 3[010, I] , Я[211, I] , Я[010, I]*, Э[211, I]*, 
Я [010, 1]+, Я [211, III] + также истинны, т. е. нужные решета суще-
ствуют. 

Т е о р е м а А2. Если истинно по крайней мере одно из утверждений 
Я [200, IV], Я [200, IV]*, Я [200, IV] +, то будет истинным и предложе
ние ЯябЛ?((о1

ь[л] = со1). 
Т е о р е м а Б1. Если предложение ЯябЛ*(Jf^L[n]) истинно, то вы

полняется и утверждение Я [211, 1]+. 
Т е о р е м а Б2. Если выполняется утверждение Я[201, И] + , то бу

дет истинным предложение QnkJF(JP<^L[n]). 
Т е о р е м а В. Утверждения Я[111, IV], Я[101, IV]* и Я[101, IV] + 

ложны, т. е. не существует ни одного решета, удовлетворяющего требо
ваниям какого-либо из этих утверждений. 

Вся оставшаяся часть работы содержит доказательство этих теорем. 
В следующем, четвертом параграфе, после нескольких замечаний, касаю
щихся различных иерархий, мы формулируем и доказываем два пред
ложения о решетах, одно из которых указывает на связь между классом 
решета и классом его функции сечений, а смысл второго состоит в том, 
что борелевские решета не дают ничего нового в плане рассматриваемых 
свойств конституант по сравнению с открытыми. После этого мы дока
зываем в § 5 теоремы А1 и Б1, используя аппарат конструктивных мно
жеств вместе с некоторыми довольно тонкими конструкциями (в част
ности, применяется введенный Хаусдорфом и Лузиным метод разбиения 
континуума на $ 4 непустых множеств класса П3°). Следующий § 6 
включает определения и несколько простых фактов, относящихся к ко
дировке борелевских множеств, а также основанное на одном резуль
тате Луво доказательство теоремы о П^-выражении для отделимости. 
В первом приближении, эта теорема дает возможность выразить факт 
П°+р-отделимости (где p<cOi задано) двух 2^-множеств посредством 
П1

1-формулы, включающей в качестве переменных параметры из Jf, 
фигурирующие в определениях данных множеств. В седьмом параграфе 
доказываются две ключевые леммы об отделимости, обеспечивающие 
проведение доказательств теоремы А2, Б2 и В. Сами доказательства 
этих теорем помещены в двух последних параграфах. 

5 Математический сборник, т. 124(166), № 4(8) ыз 



§ 4. Справочная информация и некоторые вспомогательные 
утверждения о проективной иерархии, аналитических формулах 

и решетах 

Все основные теоретико-множественные определения и обозначения 
мы берем из книги [19]. Буквами <а, |3, у, 6, е, п ниже будут обозна
чаться только точки бэровского пространства JF, а ординалы (т. е. на
туральные числа+трансфиниты) — буквами £, г), р,, v, p, Я, к. Через щу 
как обычно, обозначается g-й по величине бесконечный кардинал (со0 = 
= (0) . 

Т р а н з и т и в н о й м о д е л ь ю ZFC условимся называть всякое 
транзитивное множество или собственный класс, выполняющее все ак
сиомы ZFC. Если М — такая модель и g6Af — ординал, то через щм 

обозначается g-й бесконечный кардинал в М. 
Мы будем использовать стандартные обозначения 26°, Щ8, А̂ ° (где 

l ^ g < c o i ) борелевских классов и стандартные обозначения 2П \ Пп \ Ап
г 

(где ябсо) проективных классов. Будут использоваться также обозна
чения Sn

1,Jt, Пп
1я, Ап1,я (где ndJf) эффективных подклассов соответству

ющих проективных классов 2П
4, П я \ Ап\ Определения и элементарную 

информацию об этих классах можно найти в [19, гл. 8], [23, гл. 7]. 
Для определения проективных множеств, лежащих в пространствах 

вида ^mXcoA(m, &бсо), удобно использовать формулы языка арифмети
ки второго порядка. Язык этот содержит два типа переменных: пере
менные с областью пробегания со (обозначаемые буквами /, /, £, /, т) 
и переменные с областью пробегания JF (буквы а, р, у, б, е, я). Эле
ментарными считаются формулы вида k+l=m, kl=m, k=l и a(k)=l. 
Формулы этого языка называются а н а л и т и ч е с к и м и , а если анали
тическая формула не содержит связанных переменных по JP, то она 
называется а р и ф м е т и ч е с к о й . 

К совокупности 2гЛформул (где п^\) мы отнесем здесь всякую 
аналитическую формулу следующего вида: За1Уа2Яа3 . . • Пс^ор, где 
of) — арифметическая формула, а знаком П обозначается квантор V при-
четном п и квантор Я при нечетном. Точно так же вводится совокуп
ность аналитических ПгЛф о р м у л, только самый левый квантор дол
жен быть квантором V и соответствующим образом меняется значе
ние знака П. 

В несколько более широком смысле, ЕгЛформулой будем называть 
всякую аналитическую формулу, для которой можно построить эквива
лентную ^-формулу в смысле только что данного строгого определе
ния. Построение эквивалентных формул можно проводить с помощью 
известных приемов преобразования аналитических формул (см. [23, 
гл. 7]). Например, если формулы ср(а), я|)(а) и Ф(е, а) являются ЕЛ 
формулами, а формула "ЧР̂ е, а) является П1

1-формулой, то следующую 
формулу 

ЭеУа ((<р(a)-HF(е, а)) Д № (a)-*l<D (е, а ) ) ) 

мы будем считать ЕЛформулой. В аналогичном более широком смысле 
будет толковаться и понятие П^-формулы. 

Между проективными классами, их эффективными подклассами и 
соответствующими классами аналитических формул имеется следующая 
простая связь. Именно, если п ^ 1 и ndJf, то класс 2n

1,Jt состоит в точ-
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ности из тех множеств пространств вида »/ГтХсо*, которые могут быть 
определены ^/-формулами, не содержащими параметров из JF, кроме 
параметра я. 

Аналитические формулы второго уровня подчиняются следующему 
замечательному утверждению (доказательство см. [19, с. 305]). 

П р и н ц и п а б с о л ю т н о с т и Ш е н ф и л д а . Пусть М — транзи
тивная модель ZFC, включающая все счетные ординалы, а ф— замкну
тая 2V-формула или Ii^-формула с параметрами из М. Тогда <р абсо
лютна для М, т. е. из истинности этой формулы в универсуме всех мно
жеств следует ее истинность в М, и обратно. 

Аналитические формулы не вполне приспособлены для описания 
множеств, возникающих в ходе трансфинитных построений. Здесь выгод
нее использовать формулы теоретико-множественного б-языка. Опре
деление классов 2п-формул и Пп-формул этого языка см. в [19, гл. 5, 
§ 4]> причем концепцию таких формул мы будем понимать иногда в 
расширенном смысле, аналогичном изложенному выше касательно 
2п*-формул. 

Если Р^Х — произвольные множества, то через Ип
х(Р) принято обо

значать совокупность всех множеств Y^X, которые можно определить 
в X посредством 2п-формулы с параметрами из Р. Такой же смысл име
ет обозначение Ип

х(Р), а Ап
х(Р) = Ъп

х (Р) Г\Ппх (Р). В важных частных 
случаях, когда Р=0 или Р=Х, пишут 2П

Х и Ъп(Х) соответственно вме
сто 1,пх(Р), и также для П, А. 

Аналитическая определимость связана с б-определимостью в мно
жестве НС всех наследственно счетных множеств ( н а с л е д с т в е н н о 
с ч е т н ы м и называются множества с не более чем счетными транзи
тивными замыканиями). Связь эта дается следующей известной лем
мой, доказанной, например, в [19, добавление, п. 9]: 

Л е м м а о п е р е в о д е . Пусть я ^ 1, ndJf и X^Jf. Тогда ХЬ 
£lin

HC({n}) в том и только в том случае, когда Х 6 2 ^ г Аналогично для 
классов П и А. 

Теперь несколько слов о функциях сечений решет. Ясно, что элемен
ты Cq любого данного решета C=(Cq: qdQ} определяются вполне одно
значно, если задана функция сечений решета С, т. е. функция, сопостав
ляющая каждой точке attJf соответствующее сечение C/a={q€Q: 
adCq} (именно, Cq={adJf: qdC/a} для любого индекса q). Ниже мы 
будем строить и анализировать решета, заданные, как правило, своими 
функциями сечений, а не в виде индексированного множества элемен
тов, как в § 1. Имея это ввиду, мы сформулируем сейчас предложение, 
связывающее класс решета (в смысле § 1) с классом его функции сече
ний, отображающей Jf в пространство ^ ( Q ) всех подмножеств множе
ства Q. Перед формулировкой договоримся о следующем. Во-первых, 
топология ^ ( Q ) —это топология канторова дисконтинуума, предбазой 
которой служат всевозможные множества вида {Q^Q: q€Q} (где q£Q) 
и дополнения таких множеств. Во-вторых, функция Fy отображающая 
•/Г в ^ ( Q ) , называется б о р е л е в с к о й (или, вообще, функцией неко
торого класса К), если ее график (как множество пар, лежащее в про* 
изведении Jf\^(Q)) является борелевским множеством (или, соответ-* 
ственно, множеством класса К) 

П р е д л о ж е н и е 1. Непрерывным функциям сечений соответству
ют открыто-замкнутые решета, т. е. решета с открыто-замкнутыми в Ж 
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элементами. Точнее, решето является открыто-замкнутым в том и только 
в том случае, когда его функция сечений непрерывна. 

Борелевским функциям сечений соответствуют борелевские решета. 
Наконец, решета класса А2

4 соответствуют функциям сечений класса 
^HC{Jf). 

Утверждение для непрерывных функций и открыто-замкнутых решет 
совершенно очевидно. Рассмотрим борелевские функции и решета. Если 
решето C—(Cq: q£Q} борелевское (это означает, что все множества Cq 
борелевские), то функция сечений а ^ С / а также будет борелевской, ибо 

Q = C/a++VqeQ(q£Q++a,eCq). 

Обратно, если функция сечений решета С борелевская, то каждый из 
элементов Cq этого решета также будет борелевским множеством, по
скольку 

Cq={a: gQ(Q = C/aA<76Q)} = {a: YQ(Q = C/a-+q£Q)}. 

Точно такое же рассуждение (плюс лемма о переводе) позволяет до
казать и то, что решета класса А2* соответствуют функциям сечений 
класса AiHC(Jf). 

В заключение этого параграфа сформулируем предложение, общий 
смысл которого состоит в том, что борелевские решета не дают в прин
ципе ничего нового по сравнению с открытыми в отношении реализации 
свойств конституант, рассматривавшихся в § 2. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть буквы i, /, p, т принимают любые значе
ния из указанных в § 2. Тогда из существования решета, удовлетворяю-
щего требованиям [It/, р]Ху следует существование решета, удовлетво
ряющего [Oij, p]x. 

Д о к а з а т е л ь с т во мы представим только для случая, когда это 
предложение используется в настоящей статье (см. п. 5.2 следующего 
параграфа) — т. е. для случая, когда р = \ и либо i==l и / = 0 , либо на
оборот, 1 = 0 и / = 1 . 

Итак, пусть решето С удовлетворяет требованиям [h*/, p]x и, в част
ности, является борелевским. Согласно предложению 1, график Р функ
ции сечений этого решета будет борелевским множеством в простран
стве ^FX^(Q)- По одной из классических теорем дескриптивной теории 
(см. [2, гл. II] (или в [9, с. 108]), [17, с. 384]) множество Р после уда
ления некоторой не более чем счетной своей части оказывается непре
рывным взаимно однозначным образом бэровского пространства. Дру
гими словами, найдутся множество Р'^Р такое, что разность D = P—P' 
не более чем счетна, и непрерывная взаимно однозначная F: Ж на Р7. 

Если |36Jf KF(jP)=<a, Q>£P', то определим G ( P ) = a и S/p = Q. 
Функция (J^S/p (из Jf в ^ ( Q ) ) является непрерывной, а функция G: 
JP-+-JF — взаимно однозначной и также непрерывной, причем полный 
образ G получается удалением из JC не более чем счетного множества 
Х= {a: <a, C/a>£D}. Наконец, очевидно, что S[$ = C/G($) для любой 
точки р. Из всего сказанного следует, что решето 5, заданное своей 
функцией сечений P^S/p, будет открытым (даже открыто-замкнутым по 
предложению 1), причем для любого номера V<CD1 выполняются равен
ства 

[S] V =G- 1 "( [C] V -Z) , [S].V=G-1"([S].V-X). 
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Таким образом, ввиду счетности X и взаимной однозначности G, .если 
решето С удовлетворяло требованиям [101, 1]т (при любом фиксиро
ванном т), то решето S будет удовлетворять требованиям [001, 1]т, что 
нам и нужно. 

В случае, когда 1=\ и / = 0 , указанное построение может не дать 
нужного результата, поскольку некоторые из конституант типа т реше
та S могут оказаться пустыми (когда все точки соответствующей кон
ституанты решета С принадлежат удаляемому множеству X). Поэтому 
конструкция несколько усложняется. Разобьем пространство Jf на от
крыто-замкнутые бэровские интервалы £/m={|3: p ( 0 ) = m } (где габсо). 
Множество U0 гомеоморфно всему пространству Jf, и поэтому построе
ние функций S и G можно выполнить так, чтобы они были определены 
только на U0, а не на всем JT. Далее, ввиду не более чем счетности мно
жества X, пусть Х={а1у а2, а3, . . . } . Введем новую функцию сечений 
S', полагая 

(С/ат> когда Рб£/ т и т > 1. 
Эта функция будет непрерывной вместе с 5, а соответствующее реше
то — открытым. Кроме того, требования, заключаемые в значениях i= I 
и / = 0 букв i и /, переходят (при р = 1 и любом т) с решета С на ре
шето S'. 

§ 5. Доказательство теорем А1 и Б1: построение 
решет с помощью аппарата конструктивных множеств 

Утверждения о существовании решет, фигурирующие в указанных 
теоремах, подразделяются с точки зрения методов их построения на три 
группы (причем третья включает всего одно утверждение). Рассмотрим 
эти группы по очереди, начав с наиболее легкой. 

5.1. П о с т р о е н и е р е ш е т , у д о в л е т в о р я ю щ и х т р е б о в а 
н и я м [211, 1]+, [211, I] и [211, I]*. Предлагаемое построение основано 
на следующем факте теории конструктивных множеств: если n&Jf, то 
существует полное упорядочение < л множества HC[n]=HC[]L[n]( = 
= £©1[я]), удовлетворяющее «лемме об ограниченном кванторе»: если 
множество Р^НС[п]3 принадлежит классу AiHC[n] ({я}), то следующее 
множество 

{(у, г}еНС[п]2: Ух<яу«х, у, г>бР)} 

также имеет класс AiHC[*] ({я}), см. [19, добавление, п. 8]. 
Начнем с конструкции решета вида [211, 1]+ (т. е. решета С клас

са Аз1 такого, что любая из конституант [C]v и [C]*v, где v<o)i, содер
жит ровно одну точку) в предположении, что существует точка ndJf, 
удовлетворяющая Jf^L[n]. Этим будет дано доказательство теоре
мы Б1. 

Разобьем пространство Jf на два множества: X={a£JP\ а ( 0 ) = 0 } 
и Х*=Ж—Х. Для каждого ординала v O i через av и a*v обозначим v-e 
в смысле порядка < я точки множеств X и X* соответственно. Через Qv 
обозначим <я-наименыпее из вполне упорядоченных множеств Q ^ Q 
порядкового типа v. Наконец, через Q*v обозначим <Сл-наименьшее из 
множеств Q^Q, не являющихся вполне упорядоченными, но имеющих 
максимальный вполне упорядоченный начальный сегмент типа v. После
довательности точек av, a*v и множеств Qv, Q*v имеют класс In110 ({я}), 
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например, 

•a = av++Rf {f — функция Д d o m f = v + l Л f(v) = a Л Vjm^v 

( / Ы е Х - { / ( £ ) : 5 < ц } Л V p < „ f ( ^ ) ( p e X ^ p 6 { f ( g ) : £ < r f ) ) ) , 
и искомое дается леммой об ограниченном кванторе. 

Зададим искомое решето С его функцией сечений, полагая C/a v= 
= QV и C/a.v=(Q#v для всех V<G)I . Ввиду сказанного выше о после
довательностях точек av и a*v и множеств Qv и Q*v, эта функция сечений 
будет принадлежать классу EiHC ({я}), так как 

Q = C / a ^ . a v ( ( a = . a v A Q = Qv)V(« = a*vAQ = Q*v)), 
а значит, и классу A4

HC ({it}), поскольку 

Q = C / a ^ V Q ^ = C/a-*Q = Q'). 

Следовательно, решето С имеет класс А2
4 согласно предложению 1 § 4. 

Наконец, ясно, что [C]v={av} и [C]#v={aeV} для любого у < о ) ь Таким 
образом, построенное нами решето С удовлетворяет требованиям 
[211, 1]+. 

Обратимся теперь к построению решет видов [211, I] и [211, I]*. 
В соответствии с условием теоремы А1, пусть точка ndJf такова, что 
o)1

L[jtl = o)1. Известно, что из существования такой точки вытекает суще
ствование несчетного множества X^Jf класса И^11, не имеющего со
вершенных подмножеств, см. [25], [27] или [19, добавление, п. 11]. Все 
точки такого множества обязаны принадлежать L[n] (см. [19, добавле
ние, п. 16.7]). Следовательно, по принципу абсолютности § 4, можно 
заключить, что X€L[n] и ХкН^11 в Ь[л]. Мы утверждаем теперь, что 
X£AiHC ({я}) и X€AiHCtl11 ({я}). Первое соотношение непосредственно 
дается леммой о переводе § 4, а для доказательства второго достаточно 
применить ту же лемму ввиду того, что из гипотезы co1

LU] = (o1 вытекает 
равенство 

НС[п] = {xdL[n]: в Ь[л] истинно, что х является наследственно 
счетным множеством}. 

Для каждого v<o)i через av обозначим v-ю в смысле порядка <Сп 
точку множества X. Рассуждая как в предыдущем построении и учи
тывая тот факт, что X€AiHC[at] ({я}), можно показать, что последова
тельность <av: v<(!)!> имеет класс S^ 0 ^ 1 ({я}). Убедимся, что эта по
следовательность будет принадлежать и классу EtHC ({я}). Пусть 

a,=a*++Rf£HC[ri\ <p(a, v, f), 

где ф является А0-формулой (т. е. не имеет неограниченных кванторов, 
см. [19, с. 105]) с параметром я. Имеем 

а=аи-*Э76ЯС(/еЯС[я] A c p K v , / ) ) . 

Отсюда и следует искомый факт о классе последовательности точек av, 
так как ЯС[я] 624

н с ({я}), см. [19, с. 300]. 
Точно такими же рассуждениями можно убедиться, что последова

тельность определенных выше множеств Qv(v<o)i) имеет класс 
SiHC ({я}). Стало быть (см. построение решета вида [211, 1]+ выше) 
решето С, функция сечений которого дается условиями C/av=Qv при 
v<co! и C/a = Q при -а$Х, будет иметь класс Аг1. При этом очевидно, 
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что [C]v={av} для любого индекса v, т. е. решето С удовлетворяет тре
бованиям [211, I] . 

Точно так же строится и решето вида [211, I].*: нужно только опре
делить C/av=Q*v и С/а = 0 при а(£Х 

5.2. П о с т р о е н и е р е ш е т в и д о в [001, I] , [010, I] , [010, I]* и 
[010, 1]+. В соответствии с предложением 2 § 4, можно ограничиться 
построением борелевских решет с нужными свойствами конституант, т. е. 
решета видов [101, I] , [ПО, I], [110, I]* и [ПО, 1]+. Имея ввиду усло
вие теоремы А1, фиксируем точку ябУР, удовлетворяющую co1

L[ai3 = co1. 
Обозначим через Т теорию, включающую все аксиомы ZFC, кроме 

аксиомы степени, а также аксиому V=L[jt] и аксиому о не более чем 
счетности каждого множества. Всякое транзитивное множество, удовле
творяющее всем аксиомам Т (и, естественно, содержащее я) , догово
римся называть Г- м о д е л ь ю. Естественную Г-модель образует мно
жество НС [тс] = Ьщ [я] (здесь важно, что co1

L[jtl = co1). Кроме того, су
ществует несчетно много ординалов v<C(Oi таких, что множество Lv[n] 
является Г-моделью. Для g<Ccoi через v6 обозначим £-й по величине из 
таких ординалов v и положим Т={у%: g ^ c o j . 

Для каждого предельного индекса g определим jW|=supme(uv§+Tn и 
через S обозначим множество всех таких ординалов jx6. Мы построим 
решето С вида [101, I] так, что при |x£S конституанта [С]^ будет вклю
чать ровно одну точку, а все остальные внешние конституанты будут 
лустыми. 

Пусть абе/Р. Определим 

АГ[а]=©и{<о+А: а(2£) = 1}; 

еа={<1\ />: t€/eco}LI{<i,<o+ft>: а(4(2г-3*) + 1) = 
= 1}и«о)+й, (о+/>: а(4(2<-3*)+3) = 1}. 

Мы хотим рассматривать множества вида М[а] (с соответствующими 
отношениями €« — это добавка везде ниже подразумевается, но не будет 
оговариваться) как (нестандартные) модели теории Т. Здесь возника
ет определенное неудобство, связанное с тем, что множества М-[а], ра
зумеется, формально не содержат, скажем, точек Jf. Однако если транс-
финит т)='0)+АбЛТ[а] таков, что в М[а] истинно: «ц — функция из со в 
<о», то можно считать, что точка рбЛ5, заданная условием: (3(k)=ly ког
да в М[а] истинно <&, />Gr|, фактически, принадлежит М[а] . Удалим 
в этом случае ординал ц из М[а] и введем туда указанную точку р, пе
рестроив соответствующим образом и отношение ба. Аналогичным обра
зом можно поступить и в случае, когда ц — рациональное число или 
множество, состоящее из рациональных чисел в М[а] . В дальнейшем 
под М[а] и 6а (для данной точки а) будет пониматься результат таких 
перестроений, выполненных для всех ц из М[а], выражающих в М[а] 
точки Ж, рациональные числа и их множества. 

Точку а назовем я-м о д е л ь н о й, если ябМ[а] , в М[а] выполня
ются все аксиомы Т и натуральный ряд М[а] совпадает с «настоящим» 
множеством натуральных чисел со. Структуры М[а] (с отношениями ба) 
для я-модельных точек а условимся называть я-моделями. Всякая я-мо-
дель М[а] имеет «внутреннее» полное упорядочение ( < я ) м [ а ] , которое 
мы будем обозначать через < я а и которое может и не быть полным упо
рядочением с «внешней» точки зрения. Если, однако, < я с с в действи-
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тельности вполне упорядочивает М[а] (в этом случае я-модель М[а] 
договоримся называть фундированной), то существует единственный 
ординал \'6Г такой, что модель М[а] изоморфна Г-модели Lv[jt], при
чем соответствующий изоморфизм (также единственный) переводит , < л а 
в отношение <Cn\Lv[n]. Рассмотрим множество 

W={adJf: Vm[(a)m является я-модельной точкой Л(а)шС 
£М[(а)т+1]/\(в Al[(a)m+i] истинны следующие два предложения: 

1) существует наибольшая транзитивная Г-модель и эта модель изо
морфна модели М[(а) ш ] , и 

2) (a)m конструктивно относительно я, и нет ни одной точки р£«/Г 
такой, что |3<я(сс)т и модель М[р] изоморфна модели М[(а)т])]А 
Л в М[(а)0] истинно, что нет наибольших транзитивных Г-моделей}. 

(В данном определении, как обычно, через (a)m обозначается точка 
Jf, удовлетворяющая при любом k равенству (a)m(k) = a(2m(2k+\)--1).) 

Возьмем точку adW. Для каждого натурального т , рассуждая в 
M[(a)m + 1] , через Qm обозначим <л-наименынее из расположенных на 
сегменте [т , т+\) вполне упорядоченных (в M[(a)m+i]) множеств 
Q^Q, QdM[(a)m+l] таких, что я-модель M[(a)m] изоморфна множе
ству £Дя] (где через \х обозначен порядковый тип Q в модели М[(а)т+1])„ 
Наконец, положим S/a= (J Qm. 

m(E со 

Зададим решето 5, определив его функцию сечений a>->S/a так, как 
указано, при ос£№, а при a$W положим S /a=Q. Истинность любых 
формул в модели М[$] можно выражать арифметическими формулами 
с переменной р. Поэтому множество W и отображение w-^S/a из Ж в 
t?(Q) будут борелевскими. Отсюда согласно предложению 1 § 4 сле
дует, что наше решето S является борелевским. 

Займемся теперь анализом конституант [S]v. He составляет труда 
убедиться в следующем. Пусть точка adW такова, что все я-модели 
M[(a)m] фундированы. Тогда существует единственный предельный ин
декс £<C<Oi такой, что при любом т модель Afj[(a)m] изоморфна Lv^+m[n]. 
В этом случае при любом т точка (а)т совпадает с <я-наименьшей 
точкой р, удовлетворяющей условию изоморфности Lv^+m [я] и Л4[р]\ 
т. е. имеется взаимно однозначное соответствие между точками из W 
указанного вида и ординалами, занимающими предельные места в Г. 
Наконец, в этом случае множество 5 / a ^ Q имеет порядковый тип 41ц. 

Если же хотя бы одна из я-моделей M[(a)m] не является фундиро
ванной, то, как легко видеть, множество S/a не может быть вполне упо
рядоченным. Если вообще a$W, то S/a=Jf по построению — снова не 
вполне упорядоченное множество. 

Учитывая все сказанное, мы видим, что для любого ординала |х — 
= щбН конституанта [S]» включает единственную точку — именно ту 
точку а, которая соответствует в вышеуказанном смысле ординалу 
v ^ r . А все конституанты [S]v с v§3 будут пустыми множествами. Та
ким образом, для построенного решета S выполнены все условия [101, I ] , 
что и требовалось. 

Для построения решета, удовлетворяющего [110, I ] , мы немного из
меним только что построенное решето с тем, чтобы каждая конститу
анта [S]v с номером v(£S оказалась непустой. Заметим, что множества 
Q ^ Q можно заиндексировать индексами y£Jf так, чтобы каждое Q ^ Q 
получило хотя бы один индекс и отображение 7 ^ Q T было непрерывным 
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(см. доказательство теоремы 1 в § 6). Рассмотрим (борелевское, как и 
W) множество 

U={a§W: точка (а)0 является я-модельной Д (a)idM[(a)0]/\ 
Л в М[ (а)о] истинно, что Q(ct)l не является порядково изоморфным 

никакому ординалу из совокупности В}. 
Для adU положим S/a = Q(a)1. Легко видеть, что множество S/a при 
ad U не может быть вполне упорядоченным с порядковым типом из В, 
в то время как для любого ординала vGB существует точка aGI/ такая, 
что порядковый тип S/a равен v. Поэтому, сохранив определение S/a 
для a&W из предыдущего построения и определив S/a=Jf для всех 
точек a$W\JU, мы получим борелевское решето 5 такое, что все консти
туанты [S]^ непусты и среди них несчетно много одноточечных (все, 
соответствующие номерам |i'£E), т. е. решето, удовлетворяющее требо
ваниям [110, I]. 

Внеся в эту конструкцию небольшие очевидные изменения, можно 
построить (по-прежнему предполагая, что {di

Lin]=&i) и решета видов 
[ПО, I]* и [ПО, 1]+. Мы не будем приводить здесь это построение. 

5.3. П о с т р о е н и е р е ш е т а , у д о в л е т в о р я щ е г о [211, III] f. 
Это построение основано на впервые проведенной Хаусдорфом [33], а 
затем усовершенствованной Лузиным в [8] конструкции, дающей (не
эффективное) разбиение континуума на ^ непустых борелевских мно
жеств ограниченного ранга. Конструкция эта состоит в следующем. 
С помощью аксиомы выбора можно построить две трансфинитные по
следовательности <xv: v<coi> и <z/v: v<coi> множеств xv, yv^co, обла
дающие такими свойствами: 

1) если v<pi, то разности xv—х^ и yv—y^ конечны, а обратные разно
сти xll—xv и у^—уv бесконечны; 

2) при любом v<cOi пересечение xvf)yv конечно; 
3) не существует ни одного множества г^со такого, что все разно

сти xv—z и все пересечения у^Г\г конечны. 
Характер построения этих последовательностей таков, что в предпо-

положении о)1Ь[я]=со1, выбирая на каждом шагу v<co! в качестве 
{xVi yv) наименьшую в смысле < л из пар {х, у), определенным образом 
(см. цитированные работы) относящихся к уже построенным последо
вательностям (х^: \x<v) и {уи: ji<v>, можно обеспечить выполнение еще 
одного условия: 

4) последовательности {xv\ v<a)!> и (yv: V<CD1) принадлежат классу 
2,н с({я}). 

Имея последовательности со свойствами 1)—4), определим 

Yv={a&JP: хотя бы одно из множеств xv+i— j a | , 
r/v+if]|cc| бесконечно, где | a | = {m: a(m)=0}} 

для каждого v<coi. Согласно свойствам 1) и 2), множества Yv возраста
ют с возрастанием v, причем каждое Yv строго шире, чем \J Уц (напри-

M-<v 
мер, за счет характеристической функции множества xv). Благодаря 
свойству 3), объединение множеств Yv совпадает со всем пространством 
Jf. Кроме того, нетрудно проверить, что каждое Yv имеет класс П2° 
(т. е. G6). Таким образом, получилось разбиение пространства Jf на fr^ 
непустых борелевских П3°-множеств — именно, множеств ZV=YV— \J Y^ 

В этом и состоит конструкция Хаусдорфа. M,<v 
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Отметим, что каждое множество Zv содержит как точки а такие, что 
а(0)=0 , так и точки а с а (0 )>0 , ибо вообще при изменении конечного 
числа значений а принадлежность а к фиксированному Zv сохраняется. 
Поэтому при v<G)i множества 

Xv={a£Zv: а (0)=0}, X*V=ZV—Xv 

непусты, и все эти множества принадлежат П3° по предыдущему. 
Выбрав множества Qv, Q*V^Q для каждого v<o)! так, как указано 

в п. 5.1 (тогда последовательности этих множеств обе принадлежат 
классу 2!НС({л-}), см. п. 5.1), мы вводим решето С, задавая его функцию 
сечений равенствами C/a=Qv при a£Xv и C/a=Q*v при adX*v. Аналогич
но рассуждениям в п. 5.1, можно показать, что решето С будет решетом 
класса Аг1. Кроме того, очевидно, что [C]V=XV и [C]*V=J*V для всех 
v<cOi, т. е. все внешние и внутренние конституанты решета С суть не
пустые множества класса П3° (и, следовательно, ранга не выше, чем 4, 
так как Пз0^А4

0). Таким образом, построенное решето удовлетворяет 
требованиям [211, Ш] + . 

§ 6. Борелевские коды и теорема о Щ ̂ выражении для отделимости 

Этим параграфом начинается доказательство теорем А 2, Б 2 и В 
§ 3. Главная задача, которую здесь нужно выполнить, состоит в эффек
тивном отделении (при определенных условиях) двух множеств бэров-
ского пространства Ж, относительно которых известно, что они отдели
мы борелевским множеством данного ранга. Непосредственно к этой 
задаче мы обратимся в следующем параграфе. Этот же параграф вклю
чает определение и изложение элементарных свойств кодировки боре-
левских множеств, а также доказательство весьма важной для даль
нейшего теоремы о IV-выражении для отделимости, использующее эф
фективную теорему отделимости Луво [32]. Отметим, что теорема о 
П1

1-выражении позволит нам здесь отказаться от использования прин
ципа борелевской детерминированности [29], игравшего существенную 
роль в предыдущей работе автора [22], посвященной лузинским про
блемам. 

Перейдем, однако, к теме данного параграфа. Идея кодировки по
строения борелевского множества с помощью фундированных деревьев 
хорошо известна, и нужно только договориться о способе получения на
чальных множеств и о виде промежуточных операций. Мы используем 
здесь почти без изменений введенную в [22] реализацию этой идеи, в 
которой за основу берется операция дополнения к счетному объеди
нению. 

Для каждого ординала Я, через Seq*, обозначим множество всех 
к о р т е ж е й (т. е. конечных последовательностей) ординалов, меньших 
X (включающую и кортеж Л длины 0). Положим Seq= (J Seq* (как 

x̂ ord 
обычно, Ord — класс всех ординалов). Запись uczv. означает, что кортеж 
v есть собственное продолжение кортежа и. Если wGSeq и gGOrd, то че-
рез g и и и с, условимся обозначать кортежи, полученные приписывани
ем члена £ соответственно слева и справа к членам кортежа и. Д е р е 
вом называется всякое непустое множество T^Seq, обладающее тем 
свойством, что при &£Seq и vdT из uczv следует и£Т. Скажем, что де-
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рево Т ф у н д и р о в а н о , когда нет бесконечных путей u0ciuiciu2ci..., 
составленных из кортежей uhdT. В этом случае каждому и^Т можно 
единственным образом сопоставить ординал \и\т так, чтобы выполня
лось равенство 

\и\т — S U p ^ r . u c i ^ M r + l ) . 

Определим |Г | = |Л | Т ( в ы с о т а дерева Г), а через sup T обозначим 
наименьший ординал X такой, что T<=SeqK. 

Б о р е л е в с к и м к о д о м здесь называется всякая пара (Г, d}, со
стоящая из фундированного дерева T^Seq и произвольного множества 
*<ferxSeqc. Если <Г, d) —такая пара, то каждому кортежу и£Т индук
цией по \и\т сопоставляется множество [Г, d, u]^jf с помощью сле
дующей системы равенств: 

[7\ d, и] = П U ^w при | и\т = О, 

где Jfw={a£Ap: wcza} — бэровский интервал для каждого кортежа 
u'GSeq©, а знаком ~] обозначена операция дополнения, т. е. ~^\Х=Ж—Х\ 

[Г, d, а] = П U [У, d, А ] при Н г > 1. 

Определим также [Г, d] = [7\ d, А] (кортеж Л принадлежит любому де
реву Г). 

Легко видеть, что если sup 7"<coi (вообще, если дерево Т не более 
<чем счетно), то [Г, d] будет борелевским множеством класса П£+|г|. 
Верно и обратное, причем для построения в виде [Г, d] всех П?+Р-мно-
жеств при фиксированном р<со! можно ограничиться всего одним дере
вом Гр, варьируя лишь множества d. Деревья Т9 даются очень простым 
индуктивным по р построением. Именно, Г0={Л}, а если р ^ 1 и все де
ревья 7\ с индексами £<р уже построены, то 

ТР - {Л} U Ы + Й : К Р Л k 6 со Д и б Тг). 
Читателю не составит труда доказать следующую лемму: 

Л е м м а 1. Пусть p<cOi. Тогда Тр— фундированное дерево, удовлет
воряющее | J'p | =р и sup Гр=сор. Кроме того, ко всякому П1+р-множест
ву X^.Jf найдется множество d^TpXSeqc такое, что Х=[ТР, d]. 

Перед формулировкой еще одной леммы, которая будет нужна в § 7, 
сопоставим всякой паре ndJf, pGOrd совокупность /Сря всех борелевских 
кодов (Г, d)dL[n] таких, что supT^cop

btJt] и | Г | ^ р , а через [КРл] 
обозначим семейство всех множеств вида [Г, d], где (Г, d) —код из /Сря. 
Идею следующей леммы автор нашел в заметке Штерна [30]. 

Л е м м а 2. Пусть p£Ord, ndJf, (Г, d)£L[n] — борелевский код и 
; | Г | < р . Тогда [Г, d]£[K9„]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построим, рассуждая в Ц я ] , по каждому 
коду <Г, d>€L[jt] другой код (Т\ d'>€/(|Tin так, чтобы в универсуме всех 
множеств выполнялось равенство [Т\ d'] = [T, d]. Построение проходит 
индукцией по |Г | . Если |Г |=0 , то Г={Л} и возьмем просто (Г', d') = 
-=<7\ d>. 

Выполним теперь построение (Т\ dr) для кода (Г, d), предполагая, 
что р = | Г | > 0 и что требуемое построение уже выполнено для всех ко
дов с деревьями высоты <р. Положим f/= {^60rd: (£)GT}((g> — кортеж 
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с единственным элементом g), 

для каждого g££/. Ясно, что | 7 \ | < р при любом |££/, и поэтому для1 

каждого g6£/ уже построен код <7У, d6') из совокупности /С<Р)Л= (J #*« 

такой, что [Тъ dl] = [Tl\ d/]. Однако совокупность /С<Р,Я имеет мощ
ность х=о)рЬГя] в Ь[л], т. е. существует функция f£L[n], f: К-УК<Р,Л та
кая, что семейство всех кодов вида <Г/

/(Т1), d'/(T|)) (где т]<х) в точности 
совпадает с семейством всех кодов <7У, d6'} (£€£/)• Теперь, определив 

7" = {А} и Й : Л О Д и е ^ , } ; 

d' = {(r\u, ш): T ] < X / \ ( W , о;) б^(Т1)}, 
мы получим (Г7, d')dKpjt и, кроме того, 

[Г', d'] = П U [7>'(п)> 4л)] = И U [ТЬ <Щ = [^ А-
•n<* get/ 

Этим доказательство леммы 2 закончено. 
Борелевские коды будут присутствовать ниже во многих выкладках. 

В частности, они фигурируют в доказательстве следующей теоремы о 
ПЛвыражении понятия отделимости ^/-множеств. Перед ее формули
ровкой скажем, что множество Х1^Л> является П?+р-отд е л и м ы м 
от Х^Ж (где р<со!), если найдется множество Z^Jf класса П?ьр, 
такое, что X^Z и X2HZ=0. 

Т е о р е м а 1. Пусть ф4((3, а) и ф2(Р, а)—пара ^-формул с пара
метрами из некоторой транзитивной модели М теории ZFC, и пусть р < 
<6)iM. Тогда найдется U^-формула б(^) с параметрами из М такая, что 
в любой транзитивной модели ZFC, расширяющей М (в частности, в са
мой М и в универсуме всех множеств) истинно следующее: 

Y$dJF(Q($)+-+MHO0tcecTeo {adJf: ф4(р, а)} является 110
1+р-отделимым 

от множества {а: ф2([3, ос)}). 
Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы начнем с нескольких определе

ний, связанных с формулировкой одного результата работы [32]. В даль
нейшем предполагается фиксированной рекурсивная нумерация Q= 
= {Qk- &воа} множества Q всех рациональных чисел. Введем совокупность 
WO всех точек ^djf таких, что множество Q1={qh: ч(к)=0} вполне упо
рядочено. Для ^dWO через otp(y) обозначим порядковый тип множест
ва QT и положим WOx={^dWO: otp(iy)=v}, когда v<cob Точки из WO* 
рассматриваются как коды ординала v. 

Зафиксируем точку ydWOvp. С ее помощью сопоставим каждому на
туральному k из множества QT ординал gft, равный порядковому типу 
множества {qdQi'. q<qh}\ при этом выполняется равенство {%h: £GQT} = 
= {6:1<(ор}. 

Зафиксируем также рекурсивную (в частности, принадлежащую М) 
нумерацию Seqo={^n: п€ы} множества Seqw такую, что w0=A. Если 
кортеж wn, отвечающий данному индексу п, образован только числами 
из QT, то через ип обозначим кортеж, полученный из wn заменой каждо
го его члена k на соответствующий ординал \h. Для всех прочих п опре
делим wn=A. Тогда и0=А и {ип\ nGa)}=Seq(op. 

Для дальнейшего договоримся, с целью уменьшения громоздкости 
обозначений, предполагать, что формулы ф4 и ф2 из условия теоремы со~ 
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держат всего один параметр ndM^Jf. He ограничивая общности можно 
предполагать, что точка *у и множества 

S = {m:uneTp}, S0 = {meS:\um\T - 0}, S± = S — S0f • 
p 

S2 = {2*.Зт-5к:щ = tCb), S3 = {2".31'.5Шп(°:/гбсо Д i<domwn} 
все являются рекурсивными относительно я. В этом предположении, все 
последующие рассуждения не зависят от конкретного выбора точки 
ydWOapj ввиду чего вместо индекса *f мы запишем индекс р в следую
щем определении. Если e£./lf, то положим 

dpaB={{um, wn): m6SAe(2m-3n)=0} 

(таким образом, dpne<^T pxSeq<o) и Wpjle=[Tp, dpste]. Согласно лемме 1, 
семейство всех множеств вида WpjlEJ где e£jf, в точности совпадает с 
классом всех П?+р-множеств пространства JF. Идея работы [32] со
стоит в том, чтобы брать не все, а только гиперарифметические точки е. 
Точнее говоря, для любого $dJf вводится совокупность П*+р всех мно
жеств вида Wp„e, где е€ЛР — точка класса А^**. 

Т е о р е м а 2 ( э ф ф е к т и в н а я т е о р е м а о т д е л и м о с т и 
[32]). Пусть рве/f и Хи X2^Jf — пара непересекающихся множеств клас
са 24

1,я'р, причем первое из них И°1+р-отделимо от второго. Тогда Л\ 
можно отделить от Хг множеством класса Щ+р. 

Для того чтобы использовать эту теорему (принимаемую здесь без 
доказательства) в доказательстве теоремы 1, построим Е1

1-формулу 
Ф(е, а) и ПЛформулу Ч^е, а), обе с параметрами из М (фактически, 
с единственным параметром я) такие, что в любой модели ZFC, расши
ряющей М, истинно: 

VeVa (аб №рлг++Ф (е, a) ++W (е, а ) ) . 

В качестве Ф(е, а) можно взять такую формулу: 

3g:co-40, l}(g(0)=lA[yrneSo(g(m) = 
= 1-> V n(s(2m.3n) = 0-*a$J^Wn)) /\ 

Д VmtS^gim) = 1 ^VkVi£S(Ui = u2tk^g(i) - 0))]), 
(множества 5, S0f Si определены выше; смысл формулы в квадратных 
скобках заключается в том, что 

Vm(g(m) = \++а£[Тр, dpjIe, ит])). 

Конечно, предложенная формула —так, как она записана —не является 
не то что ЕЛформулой, но даже и аналитической формулой. Однако ее 
нетрудно преобразовать к эквивалентному требуемому виду, использо
вав характеристические функции множеств S, 50, Su 52, 53 (последнее 
множество применяется для того, чтобы выразить отношение a§JfWn 
формулой Ш<dom wn (a (i) Фтп (i))). 

В качестве же 4я (е, а) можно взять преобразованную аналогичным 
образом формулу Vg: со->{0, 1} ([. . .]->g(0) = l) , где в квадратных скоб
ках стоит то же самое выражение, что и в формуле Ф. 

Заканчивая доказательство теоремы 1, через 6(р) обозначим сле
дующую формулу: 

Я s e Aif/ V а ((ф1 (Р, а) -* ¥ (е, а)) Д (ф2 (Р, а) -> ~~1 Ф (е, а))). 
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Согласно теореме 2, эта формула действительно будет выражать отде
лимость нужным образом (см. условие теоремы 1). Далее, выражение 
во внешних скобках является ПЛформулой с параметрами из М по вы
бору формул фь ф2, ф и W. Квантор Va не меняет этого класса. Нако
нец, известно, что квантор ЗебДД примененный к ПДформуле, дает 
формулу того же класса и с тем же набором параметров (см., напри
мер, [19, с. 288]). 

§ 7. Отделимость множеств класса 2i (#C) 

Конституанты, определяемые решетами класса не выше A2* (а толь
ко такие решета рассматриваются в настоящей статье), будут множест
вами класса Е2

4 (см. § 8), а тогда и класса 2ДЯС) по лемме о переводе 
§ 4. В связи с этим необходимо провести исследование явления отдели
мости множеств указанного класса посредством борелевских множеств 
фиксированного ранга. Это и является целью данного параграфа. Пер
вая лемма, однако, прямо не связана с отделимостью. Перед ее форму
лировкой, для любой тройки ndJF, pGOrd и X<=,J¥ через (X)QK обозначим 
пересечение всех множеств из совокупности [Крп] (см. § 6), включаю
щих X. Ясно, что Х^ (Х)рл. 

Л е м м а 3. В рассматриваемой ситуации, если cop
L[jt]<(Oi и 

« S i ^ f a i U M ) , то (Х)„£[КРЯ]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы покажем, что семейство КРп(Х) всех ко

дов (Г, с1)£КрЛ таких, что Х^[Т, d], принадлежит классу L[n]. Отсюда 
легко получается лемма. Именно, заиндексируем в L[n] указанное се
мейство: Крп(Х) = {(Тг, d%): £<х} , где и — некоторый ординал. По опре
делению /Сря, каждое дерево 7\ удовлетворяет неравенству | 7 \ | ^ : р . 
В этой ситуации, рассуждая в Ь[л], нетрудно сконструировать из кодов 
{Ть d{) борелевский код (Г, d)£L[n] такой, что l ^ l ^ p и [Г, d] = 
= П [Тг, di], т. е. [Г, d] = (X)pn. Однако [Г, d]£[Kpn] по лемме 2 § 6, 

что и требовалось. 
Начиная доказательство соотношения Kpn(X)(:L[n], предположим 

для уменьшения громоздкости, что Si-формула, определяющая в НС 
наше множество X, содержит всего один ординал v<(Oi в качестве па
раметра. В этом случае найдется множество P^cOiXJf класса 2!НС({я}) 
такое, что Х={а: (v, а)£Р}. Следующее множество 

Р'={<7> ос): T6^0A(otp( T ) , a)€P} 

также принадлежит классу 1>1
нс({л}), а следовательно (по лемме о пе

реводе § 4), и классу 22
1,я. Используя конструкцию из стандартного до

казательства теоремы о разбиении ЗУ-множества на Xi множеств клас
са Hi1 (см., например, [19, с. 247—248]), можно подобрать ЕЛформулу 
ф(у, а, б) с параметром я, удовлетворяющую эквивалентности 

V?Va«T, а > е Я ' ^ Э б 6 М ) ф ( Т , а, б)). 

В частности, если ^dWOb то Х={а: 366WOcpiy, а, б)}. 
Следующий этап доказательства леммы 3 включает использование 

метода вынуждения с множеством Seqx, где X=max{v, сор
ь[я]}—в каче

стве множества вынуждающих условий. Порядок на Seq* принимается 
обратным включению: p^q, когда q^p. Запись p^q означает, что вы-
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нуждающее условие q более информативно (т. е. вынуждает больше 
формул), чем р. Условие Л (пустой кортеж) является максимальным и 
наименее информативным. 

В качестве исходной (расширяемой) модели мы будем рассматри
вать универсум V всех множеств, в котором доказывается лемма 3, а 
также его часть L[n\ = Lv[n], состоящую из всех множеств xdV, кон
структивных в V относительно я. Обычно аппарат вынуждения «над» 
универсумом V реализуется в виде булевозначных моделей. Здесь же, 
в целях большей наглядности, мы предположим, что универсум V явля
ется счетной моделью в некотором более широком универсуме V+. Тогда 
для любого условия pGSeq?v в V+ найдутся SeqjL-генерические над V 
множества G^Seq^, содержащие р. Впрочем, перевод всех выкладок 
на корректный язык булевозначных моделей не составляет труда. 

Вся используемая ниже терминология, касающаяся вынуждения и 
генерических расширений, взята из книги [19]. 

Пусть (Г, ^)б/Срл. Идея состоит в том, чтобы доказать эквивалент
ность включения Х^[Т, d] в V и соотношения Л"— F*(T, d), где через 
»— обозначено вынуждение, соответствующее исходной модели L[n] и 
множеству вынуждающих условий Seq*, a F*(T, d) —следующая фор
мула: 

VTG^Ov*V6erOVa(cp*(Y> а, 6)-мх6[Г, d*]). 
(В системе [19, гл. 4] x*=SeqKXx — терм, соответствующий множеству 
х в языке вынуждения с множеством вынуждающих условий Seq*. Че
рез ф* мы обозначили формулу, полученную из формулы <р заменой я 
на я*.) Утверждается, что 

Х с [ Г , й ] в У ^ Л I — F*(Г, d) (1> 
для любого кода (Г, d)£KPn. Из этой эквивалентности немедленно сле
дует, что Крл(Х)£Ь[л], поскольку вынуждение »- (над L[n]) выразимо 
в исходной модели 1,[я]. 

Для доказательства импликации слева направо в утверждении (1)\. 
пусть Х ^ [ Г , d], т. е. в У истинно предложение 

УтбВ^ОуУ66В70Уа(ф(7, ее, 6)-мх6[Г, d]), 

которое мы обозначим через F(T, d). Предположим противное: не вы
полняется Л»ь-/7*(Г, d). Тогда найдется условие p£Seqx, вынуждающее 
формулу ~]F*(T, d). Рассмотрим произвольное Seq^-reHepn4ecKoe над 
V (а тогда и над L[n]) множество G£V+, G^Seq*, содержащее р. По 
выбору р, в L[n] [G] формула F(T, d) будет ложной. 

Рассмотрим общее расширение V[G] моделей V и L[jt][G.]. Убедим
ся, что F(T, d) истинно в F[G]. В соответствии с принципом абсолют
ности § 4 и предположением об истинности F(T, d) в V, достаточно по
строить IV-формулу с параметрами из У, эквивалентную F(T, d) в V 
и в V[G]. Для построения такой формулы отметим, что дерево Т удо
влетворяет в V неравенству sup7^<G)i, так как сор

ЬСя]
1<(о1 по условию 

леммы 3, а <Г, d)dKpn. В этой ситуации существует Е^-формула Ф(а) с 
параметрами из V такая, что в V и в V[G] истинно: Va(a6[7\ d]<-^ 
•<->Ф(сс)) (см. построение формулы Ф в § 6). В качестве требуемой 
IV-формулы можно взять предложение 

V T V 6 V a ( e q ( T , т ' ) Л ™ о ( 6 ) Л ф ( Т , <*, 6 ) - H D ( a ) ) , 
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где ^f(iVf]WOv произвольно, ^/-формула eq(^, f) каноническим обра
зом выражает порядковую изоморфность множеств QT и Qr (т. е. при
надлежность ч к WO^), а ПЛформула wo (б) каноническим образом 
выражает принадлежность б к WO. 

Итак, формула F(T, d) истинна в K[G]. Однако точно такими же 
выкладками, но отправляясь от ложности F(T, d) в L[n][G]y можно 
показать, что эта формула в то же самое время ложна в F[G], чем и 
достигается искомое противоречие. (Неравенство sup 7,<co1

I,["ltGI, необ
ходимое для построения нужной формулы Ф с параметрами из L[n][G], 
вытекает здесь из выбора X и неравенства A,<G)IL[JI]CG1. Последнее же 
дается характерным свойством «склеивающего» множества вынуждаю
щих условий Seqx: функция UG принадлежит 1 [ я ] [ б ] и отображает 
о на Я, см., например, [24, § 18].) 

Этим доказана импликация слева направо в эквивалентности (1). 
Обратная импликация доказывается совершенно аналогично. 

Главный вклад в доказательство теорем А 2, Б 2, В вносится сле
дующей леммой, ранее доказанной автором в некоторых частных слу
чаях в [19, добавление, п. 16] и в [22]. Необходимо отметить, что идея 
рассуждения, позволяющего анализировать явление отделимости мно
жеств класса SiHC(o)ilJ{3x}) посредством борелевских множеств опре
деленного ранга, принадлежит Ж. Стерну (см. его заметку [30], где 
эта идея использована для анализа трансфинитных последовательно
стей борелевских множеств ограниченного ранга в моделях Леви — 
Соловея). 

Л е м м а 4. Пусть п£Л*, р<о)!Ь[я] и Хи X2<=JF — пара непересекаю
щихся множеств класса 21

HC(co1|J{^})J причем первое из них IlJ+p-or-
делимо от второго. Тогда Xi можно отделить от Х2 множеством из се
мейства [/СРл]. В частности, согласно лемме 3, множество {Х^рп будет 
отделять Xi от Х2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в доказательстве предыдущей леммы, 
можно подобрать пару ординалов Vi<o)! (здесь и ниже в доказательстве 
индекс / принимает значения 1 и 2) и пару 21

1-формул фДу, а, б); с 
единственным параметром я, удовлетворяющих равенствам 

Х{={а£Л>: ЗббГ0ф г(Т г , а, б)} (2) 

при любом выборе ^^WOv. . Обозначим через Q первый несчетный орди
нал (o1=co1

F универсума V, в котором доказывается лемма 4, положим 
A=max{vi, v2, Й} и рассмотрим SeqpL-генерическое над V множество 
G^Seqjt (принадлежащее более широкому универсуму У+, см. доказа
тельство леммы 3). 

Через Фг(т, а, б) (где i = l , 2) обозначим ^/-формулу 

3T '36 '(eq(T ' , T)Als(6r, 6)Л<Р*(т'. «, «')), 

в записи которой eq(*f', f) и Is(&'> б) СУТЬ ^'-формулы, каноническим 
образом выражающие соответственно порядковую изоморфность мно
жеств Qr и QT (т. е. равенство otp(^г) =otp(у), когда f', y(iWO) и по
рядковую изоморфность множества Q6' некоторому отличному от Q6 на
чальному сегменту множества Q6 (т. е. неравенство otp (б7) <otp(6)) . 

Согласно теореме 1 § 6, существует П1
1-формула Q(^u Тз> 6) с пара

метрами из V, эквивалентная в У и в V[G] утверждению о Пх+р-отде-
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лимости множества {а: Ф^Чь a, S)} от {а: Ф2(ь* а> 6)} (теорема приме
няется в универсуме V[G] к модели М=У). 

Для дальнейшего зафиксируем пару точек ^SWOV{f]V. В соответ
ствии с только что сказанным, предложение V6(wo(6)->0(y1, ^2, б)) 
является ПЛформулой с параметрами из V, причем это предложение 
истинно в V ввиду (2). Значит, оно истинно и в V[G] по принципу Шен-
филда § 4. 

С у б л е м м а . Найдется множество dGL[n][G], d^T9xSeqa (по
строение дерева Тр см. в § 6) такое, что в V[G] истинно: при любом 
edWOQ множество [Гр, d] отделяет множество {а: ФД^, а, б)} от 
{а: Ф2(Т2, а, б)}. 

З а м е ч а н и е к с у б л е м м е . Ординал Q не более чем счетен в 
классе V[G] и даже в L[jt][G], ибо Й^Я по выбору X, и А,<со1

1,[я]СС1 

(см. доказательство леммы 3). Таким образом, множество WOQ непусто 
в V[G] и в L[n][G]. По аналогичной причине, множества WOV( также 
непусты в Ь[л] [G]. Этот факт используется в доказательстве сублеммы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о с у б л е м м ы . Выберем произвольным обра
зом y , W O v , r № ] [ G ] и 67dWOQf]L[n][G]. Как мы видели выше, в 
V[G] истинно 9(чь ^2, б7). По самой записи формул Ф* отсюда следует, 
что BJ V[G] истинно и 6(^ / , 'у2

/, б'), т. е. в V[G] истинно, что множество 
{a: Oi(Tf/, а, 5')} является nj+p-отделимым от {а: Ф2(Т2А, а, б')}- Тео
рема 2 § 6 дает здесь возможность подобрать отделяющее множество в 
виде [Гр, d] , где d=dpne для подходящей точки е класса Д/.^ъ'.ъ'.*'. Точ
ка е обязана принадлежать L[jt][G], так как я, ^/, 8'dL[n][G]. Следо
вательно, d£L[n][G]. Наконец, снова ввиду записи формул Фг, можно 
заключить, что множество [Гр, d] отделяет {а: ФД^ь ее, б)} от 
{а: Ф2(Тг, ее, б)}, что и требовалось. 

Продолжая доказательство леммы 4, рассмотрим множество d, да
ваемое сублеммой. Это множество принадлежит генерическому расши
рению L[n][G] класса L[n] . Значит, найдется множество t£L[n], 
t^SeqxX (TpXSeqco), такое, что 

d = lG(t) = {{ui w}: 3p6G«p, щ w}£t)} 

(см. [19, гл. 4, лемма 2.5]). Обозначив через »— вынуждение, соответ
ствующее теперь уже исходной модели V и множеству вынуждающих 
условий Seq*, мы находим условие p&G такое, что 

Poll—V66HPOQ* (множество [Гр, /] отделяет 
(3) 

{a:©i(Yi, a, в)} от {а:Ф*2{у1, а, 6)}). 
(Здесь, как и в доказательстве леммы 3, x*=Seqi,Xx для каждого xGF, 
а формулы ф* получены из Ф* заменой параметра л на зх*.) Для каж
дой пары и£Тр, pGSeq*, определим 

ZUP = {а б Jf П V:Р | | - a* 6 [Г* *, и*]}. 
Используя классические леммы о вынуждении формул различной 

логической структуры [19, гл. 4, § 2] с учетом определения множеств 
{Г, d, и] в § 6, нетрудно получить следующую систему равенств, связы
вающих в универсуме V множества Zup между собой: 

ZUp=~l U ^w при \и\т = 0, (4) 
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где 5up={^6Seqw: Э?, rdSeq^r^p, qf\{q, u, w)£t)}; 

Zup = П U Zu^q при \и\т > 1. (5) 

Эти равенства, кстати, показывают, что индексированное семейство 
множеств Zup принадлежит V, ибо t£V. Выведем еще одно важное 
утверждение: 

множество ZAPQ отделяет Xi от Х2 в| универсуме V. (6) 

В самом деле, пусть а£Х^. Для проверки adZAPo зафиксируем произ
вольное Seqx-генерическое над V множество Я, содержащее р0, и дока
жем, что аб[Гр, IH(t)] в V[H]. В соответствии с равенствами (2) и вы
бором точек 4i£WOv.r\V, найдется точка S'dWOf)]/ такая, что в V бу
дет истинно предложение ср^ь а, б7). Тогда по принципу Шенфилда 
§ 4 это предложение окажется истинным и в V[H]. Выберем произволь
ным образом точку №V[H]f)WOQ. Имеем otp(6)=Q и в то же время 
o tp(6 / )<^ , так как 6'GF, a £2=со/. Следовательно, в У [Я] истинно 
<Di(7i> а, б). Однако ро-бЯ и поэтому согласно (3) мы обязательно полу
чим аб[Гр, / я ( 0 ] в V[H]> ч т о и требовалось. 

Этим рассуждением доказано включение X^ZAPb. Точно так же до
казывается, что X2f]ZAPQ=0. 

Множество tdL[n] и принадлежащее V семейство множеств Zupy 
удовлетворяющих в универсуме V требованиям (4), (5), (6) —это все, 
что нам нужно для окончания доказательства лемхмы 4. С этого мо
мента все рассуждения проходят в универсуме V леммы 4. В сущности, 
ввиду (6), достаточно проверить, что ZApo£[KPn]- С этой целью построим 
в L[n] индукцией по ординалу |и | = |и |Г р семейство борелевских кодов 
(Тиру dvp)£L[n] (где г/бГр, /?£Seq*) с деревьями Тир такими, что |7*мр| = 
= |и | , и удовлетворяющих равенствам Zup=[Tup, dup] в V. При и=Л и 
р=р0 лемма 2 § 6 позволяет получить отсюда нужный результат. 

Если | н | = 0 , то возьмем Тир={А} и dup={(A, w): w€Sup}\ равенства 
Zup=[Tup, dup] следует из (5). 

Если же \и\ ^ 1 , то, зафиксировав биекцию / множества 

на некоторый ординал к (/6£![л])г определим 

ТиР = {A} U {f (Я. £v:(q, Е>бЕ Л *67> 6 i , } ; 

dup = {<f(q, l?v, w):(q, ? ) 6 Е Л ( ^ w^d
u~zJ' 

(Замечание: если и ££ГР, то \и £ | < | и | . ) Требуемое равенство Zup=-
= [Тир, dup] обеспечивается индуктивным предположением и равен
ством (6). Доказательство лехммы 4 на этом закончено. 

Изложенные доказательства лемм 3 и 4 оставляют несколько стран
ное впечатление использованием в них метода вынуждения не для до
казательств непротиворечивости, а для вывода «положительных» утвер
ждений о множествах. Некоторые параллели между этими выкладками 
и построениями из доказательства теоремы 2 § 6 в работе А. Луво [32] 
указывают на перспективность поиска доказательств лемм 3 и 4, не 
связанных с методом вынуждения. 

530 



Получим теперь два следствия только что доказанных лемм, уже 
прямо связанных с доказательствами теорем А 2, Б 2 и В. 

С л е д с т в и е 1. Пусть n£JF9 p<coi и сор+^^со!. Тогда всякое се
мейство, состоящее из попарно Т10

Пр-отделимых друг от друга лежа-
щих в Jf множеств класса SiJJC(co1[J{ох}), не более чем счетно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F — семейство указанного вида. Соглас
но лемме 4, все множества вида (X)pnj где X£F, будут попарно различ
ны, а по лемме 3, все такие множества принадлежат совокупности [/С]ря. 
Однако последняя, как легко убедиться, имеет мощность сор+я

1
] в L[n], 

т. е. является счетной в универсуме всех множеств по условию след
ствия. Отсюда искомое очевидно. 

С л е д с т в и е 2. Пусть ndJf и множество X^kjf имеет класс 
AiHC(©iU{n}). Тогда X^L[n]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оба множества, X и Y=Jf—X, принадлежат 
S1

HC(o)1U{^})» причем второе является П2°-отделимым от первого. При
меняя лемму 4 при р=1, находим борелевский код (7\ с1)£Кщ такой, что 
множество [Г, d] отделяет У от X, т. е. фактически совпадает с У. По 
определению /Сря в § 6,, выполняется неравенство |Г | ^ 1 , причем можно 
считать, что | Т\ = 1, ибо случай | Г| =0 соответствует открытости — а зна
чит, и пустоте ввиду счетности — множества X. В этом предположении, 
обозначив через U множество всех ординалов g таких, что (£}£Г, и 
определив 

для каждого §££/, мы получим Х= (J Хг. Остается проверить, что Хг^ 
leu 

S = I [ J I ] при любом g. Заметим для этого, что ddL[ji] по определению 
/Сря, а значит, и S|£L[jt]. Отсюда следует, что каждое Х% является счет
ным (ввиду счетности X) множеством класса П?'я^ для подходящего 
nidJf[^L[n]. (В качестве я& можно1 взять, скажем, характеристическую 
функцию множества {/zGco: t0n£Ss}, где через wn обозначен n-й элемент 
множества Seqo, в смысле некоторой фиксированной рекурсивной нуме
рации этого множества.) В этом случае, как известно (см., например, 
[19, с. 289, следствие 4.12]), множество Х% состоит только из точек клас
са Д1,я£ и тем,самым выполняется включение Хг^Ь[п]. 

§ 8V Доказательство теорем А2 и Б2 

Для того чтобы получить приложения результатов предыдущего па
раграфа к исследованию конституант решет класса А2\ необходимо оце
нить определимость конституант. С этой целью доказывается следую
щая лемма: 

Л е м м а 5. Пусть С — решето класса A2*. Тогда найдется точка 
ndjf такая, что все конституанты [C]v и [C]*v решета С имеют класс 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним, что согласно предложению 2 § 4' 
функция сечений а ^ С / а решета С является функцией класса A!HC(«/f). 
Следовательно, найдется точка n&JP такая, что эта функция имеет класс 
Д | Л С ( М ) . 

Введем следующие три формулы: 
6* 531 



Wi(f, [л, ^)^->JLI —ординал /\X^Q/\f является сохраняющей порядок 
биекцией \х на X; 

Ч*2(X, Y)<-*Х<^Y<=ОДХ — начальный сегмент У; 
XYZ(X, У) -4-^' —^—QA разность У—X непуста и имеет наименьший 

элемент. 
Легко видеть, что записанные формулы являются ограниченными 

(или До-формулами — см. [19, с. 105], т. е. эти формулы можно перепи
сать так, чтобы каждый входящий в их запись квантор имел вид 3.xdy 
или Vx£y). Теперь лемма дается следующими легко проверяемыми экви-
валентностями: 

а б [C]v ~ ЩЧГг (/, v, С/а) *-> V/ VX V> < v (W, (/, щ X) Д Ч'2 (X, С/а) -> 
- (^ = v Д X = С/а) V (|i О Д WB(X9 С/а))); 

<* б [C],v ~ 3 /3 X ( ^ (/, v, X) Д ¥2 (X, С/а) Д ( С / а - Х # 0 ) Л П ^ А , С/а))-
- V/ УХ Vfi ^ v (W, (/, ц, X) Д W2 (X, С/а) -> 

^ ( ^ i ^ v Д ( C / а - X ^ 0 ) Д П ^ з ( X , C / а ) ) V ( ^ i < v Л 1 F з ( A , C / а ) ) ) . 

Кванторы 3 / , ЗХ, V/, VX в этих формулах можно, разумеется, огра
ничить множеством НС. 

Доказательство теорем А 2 и Б 2 с помощью доказанной леммы и 
результатов § 7 не составляет труда. Теорема Б 2 вообще автоматиче
ски вытекает из следствия 2 § 7, так как внешние^ и внутренние консти
туанты в объединении дают все точки JF. 

Обратимся к теореме А 2. Если допустить, что существует решето, 
обеспечивающее истинность одного из утверждений, названных в этой 
теореме, то ввиду следствия 1 § 7 и только что доказанной леммы на
шлись бы точка n£jf и ординал p<cot такие, что co^l^cOi. С другой 
стороны, известно [26], что если неравенство coiJL[JX]<Cco1 выполняется 
для всех я6./Г, то для всех я и всех g<o)i будет выполняться также и 
неравенство o)|L[Itl<coi, вступающее в противоречие с ^р^^щ-

Разумеется, проведенное рассуждение можно применить к анализу 
не только последовательностей конституант решет класса А2\ но и к 
более широкому классу 2i(#C)-определимых последовательностей. 
(Естественно, 24(#С)-определимой мы называем всякую последователь
ность <XV: v<G)i> множеств Xv^Jf такую, что множество {{v, a ) : 
v<o)^aGXv} принадлежит классу Ъ^НС). Таковыми, в силу леммы 5, 
будут последовательности конституант решет класса А21.) Здесь, в сущ
ности, доказано, что существование точки ябУГ, удовлетворяющей ра
венству o)iL["J=coi, вытекает из существования 2i(#C) -определимой по
следовательности, среди членов которой можно выделить состоящее из 
непустых множеств подсемейство, обладающее свойством ранг-ограни
ченной попарной отделимости (см. § 2). 

§ 9. Доказательство теоремы В 

Изложенный в [19, добавление, п. 19] и в [22] первоначальный ва
риант доказательства этой теоремы был связан с принципом борелев-
ской детерминированности. Здесь мы представим другой способ дока
зательства, опирающийся на теорему о П1

1-выражении из § 6. Предпо
ложим противное: существует решето, удовлетворяющее одному из тре-
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бований [111, IV], [111, IV]., [ I l l , IV] +, и выведем отсюда противо
речие. 

Начнем с вывода противоречия из допущения о существовании ре
шета вида [111, IV]. Итак, пусть p<o)i и все конституанты [C]v, давае
мые борелевским решетом C={Cq\ q£Q) непусты и попарно П?+р-отде-
лимы друг от друга. Имея ввиду какую-нибудь рекурсивную нумерацию 
0.= {qk: йбсо} множества Q всех рациональных чисел, рассмотрим мно
жество {(a, k): абС^}. Это множество — борелевское в пространстве 
Jf Xco, так как все Cq суть борелевские множества. Поэтому можно по
добрать точку я6«/Г, а также IV-формулу ф(а, k) и ПЛформулу if (a, k), 
обе с единственным параметром я, так, чтобы выполнялось соотношение 

УаУ£(а€С^«-кр(а, *)«-м|)(а, k)). (7) 

Положим Я=о)рЙ1 и зафиксируем Seq^-генерическое над V (т. е. над 
универсумом, в котором доказывается теорема В) множество G^Seq^ 
(см. доказательство леммы 3 в § 7). Введем аналог С* решета С в мо
дели V[G], полагая 

C*k = {а: ф(а, k)) = {а: \ | ф , k)) 

в V[G] для каждого k (корректность определения обеспечивается вы
полнением (7) в универсуме V и принципом Шенфилда § 4). 

Определим co1
#=coir[G]. Для получения искомого противоречия до

статочно проверить, что решето С* имеет в V[G] то же самое свойство, 
что и решето С в У, т. е. что все конституанты [C*]v, v<coi+, непусты и 
попарно nj+p-отделимы одна от другой. Действительно, если это свой
ство решета С доказано, то по лемме 5 § 8 конституанты [C+]v (постро
енные в F[G]) образуют в V[G] несчетное семейство непустых попарно 
IIi+p-отделимых множеств класса 2iHC(a)iU{n}), ввиду чего copli ^> 
^o) i + согласно следствию 1 § 7. Однако, по определению Я и выбору G 
выполняется как раз обратное неравенство cop+i =Я<0)1+. 

Доказательство указанного свойства решета С* в V[G] состоит в 
выражении этого свойства посредством специальной IIV-формулы с па
раметрами из У, истинность которой в V[G] мы получим с помощью 
принципа Шенфилда. Прежде всего, найдется Е1

1-формула Ф(у, а) с 
параметром я такая, что в универсуме V истинно утверждение 

VaV T 6^0(a6[C] o t p ( T ) 4^0( T , a ) ) , 

а в V[G] истинно аналогичное утверждение для решета С#. (Именно, 
можно взять, например, 21

1-формулу, каноническим образом выражаю
щую существование порядкового изоморфизма множеств С/а и QTy 
вхождение С/а в которую элиминируется посредством введенных выше 
формул ф и if. О построении такого рода формул см. [22, § 2].) Соглас
но теореме 1 § 6, найдется П1

1-формула 8(^1, ^г) с параметрами из У, 
выражающая в У и в V[G] утверждение о nj+p-отделимости множест
ва {а: Ф(*(1> а)} от множества {а: Ф(^2, ос)}. Теперь следующее ^ - п р е д 
ложение 

VY(wo(Y)~>aa0(f, a ) ) Л 

Л У Ух V?2 (wo (Tl) Л wo (7а) Л "1 Щ (Yi> 72) -* в (Yi. Y2)) 
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с параметрами из V (о формулах wo и eq см. доказательство леммы 3 
§ 7) эквивалентно в V утверждению о непустоте и попарной П?+р-отде-
лимости всех конституант [C]v, v<cob и эквивалентно в V[G] аналогич
ному утверждению о конституантах [C#]v, где v<co1

#, решета С*. 
Но записанное предложение истинно в V по выбору решета С. Сле

довательно, оно будет истинным и в У[С] по принципу абсолютности 
Шенфилда § 4, что и требовалось. 

Вывод противоречия из утверждения о существовании решета вида 
[101, IV]* отличается от предыдущего рассуждения только тем, что 
нужно выражать ПЛформулой (доказывая истинность в V[G] не 
утверждение непустоты всех [C+]v, аутверждение о несчетности числа 
всех непустых внутренних конституант [C*]*v (при условии, что это 
утверждение для решета С выполнено в V). Чтобы построить требуемую 
Пз'-формулу, введем П1

1-формулу W (а) с параметром я, каноническим 
образом выражающую полную упорядоченность множества С/а в V, 
или множества С*/а в V[G], и Е1

1-формулу Ф*(7> °0 с параметром я, 
каноническим образом выражающую существование порядкового изо
морфизма множества QT на некоторый начальный сегмент множества 
С/а (или множества Сф/а). Таким образом, в универсуме V истинны 
соотношения 

V а (а 6 [С], *->-]¥ (а)) и VaVy£WO(ae (J [C],v <- ~]^ (а) Л Ф*(У, <*)), 
v>otp(v) 

а в V[G] истинны аналогичные соотношения для решета С*. Теперь 
искомая П^-формула может быть записана так: 

V 7 (wo (у) -+- 3 а П ¥ (а) Д Ф* (г а)))-
Наконец, для того, чтобы вывести противоречив из утверждения о 

существовании решета, удовлетворяющего требованиям [101, IV]+, до
статочно показать, что такое решето, если бы оно существовало, дол
жно было бы удовлетворять также и [101, IV]#, чего не может быть в 
силу только что проведенного рассуждения. В свою очередь, для дока
зательства импликации [101, IV]+->[101, IV]. достаточно убедиться 
что если борелевское решето С имеет несчетно много непустых внешних 
конституант, то число непустых внутренних конституант [C]*v также 
будет несчетным. 

Докажем это. Если [C]v¥=0 для несчетно многих индексов v, то 
согласно упомянутому в § 1 критерию множество [С] будет неборелев-
ским. Его дополнение [C]*=Jf— [С] также, естественно, не будет боре-
левским. Однако [С]* совпадает с объединением всех внутренних кон
ституант [C]*v, а каждая из последних — борелевское множество (см. 
ссылку в § 1). Отсюда искомое очевидно. 
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