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Пусть W — фиксированная счетная стандартная транзитив
ная модель ZF-\-V=L. Рассматривается структура Mod степеней 
конструктивности относительно Ш всех действительных чисел х 
таких, что Ш (х) — модель. Начальный сегмент Q С Mod назы
вается модельным, если некоторое расширение Ш с теми же ор
диналами содержит степени конструктивности действительных 
чисел из Q и только их (и является моделью ZFC). Доказывается 
теорема: Если Q — модельный начальный сегмент, то SLx [ у 
у[х е Mod & 

[у е Q -> у < х]] &\zfiy [z < х-* у е Q& ~ [у < z]]]. 
Библ. 4 назв. 

Введение. Пусть L — счетная стандартная транзитив
ная (с. с. т.) модель ZFC, 3R [= V = L. Для х cz со0 
образуем L (х) — конструктивное замыкание L (J {х} по 
ординалам из L (см. [1]). Пусть Mod0 = {x\L (x) — мо
дель ZFC & х cz со0}. 

Введем на Mod0 порядок: i ^ i / = J G t (у), эквива
лентность: 

Х^уЕЕБХ^у&У=^Х. 
Пусть Mod — факторизация; [х] = {у \ у ^ х}\ [х] <^ 
< [у] == х < у; Mod = {[х] | х е Mod0}. 

Пусть (̂  -- начальный сегмент Mod. Назовем Q мо
дельным сегментом, если ЗЖ [L c^ 50J &$} — с. с. т. мо
дель ZFC& Опш = OnL&V* [x^W&xgi о>0-*Ые<?] 

Тривиально доказывается, что если <2 — модельный 
начальный сегмент Mod, то он мажорируется некоторым 
[х]ЕЕ Mod. В настоящей статье рассматривается вопрос 
наличия наименьшей мажоранты, а именно доказывается 

@ Издательство «Наука», 5* 939 
«Математические заметки», 1975 г. 



ТЕОРЕМА А. Пусть Q — модельный начальный 
сегмент Mod. Тогда найдется такое [х] ЕЕ Mod, что 

Уу lly] GE <? ->• [у] =< [х]] & YzZy [Ы < [х] & Ы Ф Ы -> 
~^[y]£EQ& ~ [[у]^Ы]\. 

Для доказательства этой теоремы доказывается вспо
могательная теорема. 

ТЕОРЕМА В. Пусть Ж — с. с. т. модель ZFC, имею
щая вид L (X), где I t f , X cz cof. Тогда найдется 
такое х cz со0, чя?о 9R (а:) — модель ZFC, 
Ь(х) = Ш(х) и Чу[у^{П{х)~Щ&у^щ->х^Ш(у)]. 

Последняя теорема является, очевидно, усилением 
результата Сакса [2] о минимальных степенях (усиление 
касается L (х) = 9R (я)). 

Покажем кратко, как из В следует А. Пусть Q — мо
дельный начальный сегмент Mod. Значит, существует 
модель 91°, 

9i°f= ZFC, OnL - On*0, Yx Ь Е Я ° & . 1 С ( Й 0 ^ Ы е <?], 

В силу 9i° f= Z/'C в 92° найдется полное упорядочение 
5 (со0) (~) 9?° по типу exp5ri0(co0) (обозначения: S (и) — 
= {х \ х с^ и}, ехр (гг) = card (S (и)) в предположении 
аксиомы выбора). Пусть X = {<\га, а> | а е ехр^0(со0)} — 
это полное упорядочение. Рассмотрим Ш = L (X), 
Легко видеть/ что X е 91, §R f= ZFC, Vz [ж е 91 fl 
П 5 ((o0) ^ Ы e (?], Vx [ M G ^ a i G S R ] . Легко ви
деть также, что если расширить 9J генерической «склей
кой» со! и ехр^ (со0) (взяв в качестве вынуждающих ус
ловий функции /: D -> ехр9* (со0), где D — произвольное 
счетное подмножество озх и, естественно, / ЕЕ 9?) до мо
дели Ж, то Ж будет удовлетворять тем же свойствам, что 
и 91, и дополнительно условию теоремы В. Ясно, что если 
х cz со0 таково, как в теореме В, то [х] будет искомым 
теоремы А. Поэтому рассмотрим В. 

Если Ж удовлетворяет условиям теоремы В, то в 9К 
легко подобрать множество X = {<а, «й) | а ЕЕ cof} 
такое, что Va [а ЕЕ cof -> ха cz со0], 50? = L (X), 
Va [a £= cof -> а счетно в L (#а)] и Va [а е cof ->-
^ {<Р> #р> 1 Р ЕЕ а } е L (ха)]. Считаем, также, что 
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Vx [x ЕЕ 9R П S (co0) ->• Ж =̂= L (x)h так как иначе тео
рему можно было бы доказать методом [2], выбрав пер-
фектно-генерическое относительно 99} — L (x), a Q со0 
так, что Vn [п ЕЕ х Е= 2п ЕЕ а]. В этом случае, очевидно, 
можно предполагать 

V a [ a G cof -+ха&Ь{{<$, x& | p e . a } ) ] . 

На протяжении §§ 1—5 предполагается, что $01 = L (X) 
удовлетворяет вышеперечисленным условиям. 

§ 1. Основные обозначения. 
1.1. Пусть для taEEcof ЗКх=9й ( « а , ха)\аЕЕХ}), <(^)—ка

нонический полный порядок на 9Кх. Семейство 
{^ (X) \Х ЕЕ cof} можно выбрать так, что X < ; fx ->- <! (X) 
совпадает на ЗЛх с индуцированным <; (LX). Пусть 
8х = ехр ш^ (о)0). Считаем, что <^ (X) упорядочивает 
Жх П S (03о) по типу 0х. Определим для х ЕЕ Зйх Ах (^) — 
номер х в смысле <J (Я) и для х ЕЕ 3RWl X (х) = ini {X \ х ЕЕ 

1.2. Пусть F a — какая-то эффективная кодировка зам
кнутых подмножеств S (со0) действительными числами, 
причем ф — код ф и оз0 — код S (со0). Будем писать 
х < F*/ = Fy cz i^» .г < F B # == F v Q F x & i^, нигде не 
плотно BFX; x /\y — код F x П Fv; x V У — код Fx \/ Fv\ 
I (x) — длина наименьшего сегмента в S (со0), целиком со
держащего F'х. 

Если / : К —•>S(coQ), TO Д / ( 0 будем обозначать код 

П F/ ( i ) и V / (0 — К°Д U ^/(г) (если это множество замк-
нуто). 

1.3. Пусть ZCES (со0) П Ж. Назовем Z Х-полуоднород-
ным, если Yx Уц,3г/ k E Z & | A E ^ M ^ ) > |Л & г/ > F B ^ 
& у ЕЕ Z & Fx — совершенно]. 

Пусть У cz 5 (со0) П ®1х ^-полуоднородно. Семейство 
S =•• {<£, 7тг, #™> ! w ЕЕ co0&£ Е: 2} называется ЯУ-семей-
ством, если 

(i) YmYilSl^Y]; 
(ii) YmYiYxYy [xEESl&yEEY&y^FX^ijEE 5*m]; 

(iii) YmYxYiYy [xEESl&yEESln^xX/yei SJJ; 

(iv) УигУяШЭу Ь е У ^ у > р в а ? & » е S j j ; 
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(v) Vm [Si П Si = 0 ] ; 
(vi) VxYyttmttuttv [z^Y &y^Y-+u> FBx & v > 

>FBy &u^ S°m& v^Sinl 
§ 2. Непредельный случай. 
2.1. Пусть У с 5 (со0) f] 9Кх+1 (^ + 1)-полуодно-

родцо, SEz 20?x+i—(А, + 1)^-семейство, z ^ F . Определим 
на 5 (со0) функцию Ях+1,8, z W = У так: 

(i) если х ф. FZ1 считаем у неопределенным, иначе, 
полагаем z0 = z; 

(ii) строим <?, й> = min {</, и) \ t f\ и = ф& t\J и ^ 
<(А+1) 

> FB^O & Z (и) + I (t) < (V2)Z (z0) & 3/тг U e S ^ & и ЕЕ . З Д , 

<£, S> = min {(t, и} \ t /\ и = ф &t \/ и ^ 
<(Х+1) 

> F B z 0 & Z ( u ) + / ( 0 < 

<(Va) I (z0) &3m [* e 5?» & и ЕЕ S1™] & х ЕЕ FM (J $t)\ 
(iii) если <£*, й> или (i, и) неопределенны, считаем у не

определенным. Иначе, при <7, й> = <£, 5> считаем О (ЕЕ у, 
а при <?, й} Ф (t, и} — 0 ф у. Полагаем z± = и или 
zx = 1 в зависимости от х ЕЕ F= или .г е i ^ ; 

(iv) переходим к (ii) с заменой z0 на z± и распознаем 
1 е у и т. д. 

ЛЕММА 2.2. Пусть Я, Z, У, 5 , z ш в 2 .1 . Тогда 
9Кх+2 |= З^Уг/ [х СЕ со0 & F x — совершенно & [у ЕЕ F-x-+-
- > # X + i , S , z (У) = ЖХ+J]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проводим в ЗКх+2. Пусть 
.£7 = 2<w°>, для ^ ^ £ пусть h(t) = D (t) — область опреде
ления t; h (t) Е= со0. Пусть ф е= # , 
Л ( 0 ) = О; ( 0 ) Е Й , < 1 > е £ , Л « 0 » = Л « 1 » = 1. 

Пусть для u, t ЕЕ Е ut ЕЕ Е таково, что 

h (ut) = h(u) + h(t); ft <h (u) ~> ut (ft) = u (ft); 

k<h{t)~+ut (h (u) + k) = t (ft). 
Определим u <^ t, если Qv [v ЕЕ E & uv = t]. 

Пусть / : E ->- У — такая функция, что 

(i) * < * - • / ( * ) < Р В / (*), * (/ (*)) < l/2ft(s), / (0) = z; 
(и) /(*<o» л/(*<i>) = 0; 
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(iii) если h (s) e x}+1, то </($ <0», / (s <1»> = 
= min {(t, u) | Ft и /"и — совершенные & (£ V и) ^ 

< (X+l) 

> FB/ (5) & 3m [* GE Sm & и e Sml & / (и) + / (t) < 
<(V2)Z (/(*))} - <lu); 

(iv) если Л (*) ф хш, то </ (s <0», / (s <1»> -
= min {< ,̂ u} \t\yu > FBJ (s) Szttmlt (^ S°m& u(= 

< (X+l) 
E= «Sml & Ft и ^ n — совершенные & (* N/ u) Д (7 N/ й) == 
= 0&/(м).+ / ( К ' ( 1 / 2 ) / ( / Ш . 

Рассмотрим # = Д \J f \s). Легко видеть, что 
F x — совершенно (доказательство аналогично [3]), а ра
венство .Ял+i, s, z (y) = #x+i для всякого у ЕЕ Fx сле
дует из определения Fx и функции Н. 

Функцию / такого рода легко можно построить, учи
тывая полуоднородность У и свойства S. 

Лемма доказана. 
Отметим, что в силу свойств X = «ос, ха} | а ЕЕ cof*} 

построенное х не может лежать в 9Rx+i, так как, взяв 
в 9RA+I какое-то у ЕЕ ^ х , мы могли бы построить х\+1 = 
= #x+i,s,z (у) в ЗЙл+ii чего нельзя сделать в силу 
x\+i ф ЗЛх+i. 

Наименьшее в смысле <^ (X + 2) #, построенное спо
собом 2.2, будем обозначать х = JF (Я + 1,5, г). 

§ 3. Предельный случай. 
3.1. Пусть X предельный, 7 с 5 (со0) f] $?х Я-полуод-

нородно, S ЕЕ 3RA — АУ-семейство, z E-Y. 
Определим Hx,stz (х) аналогично 2.1 (только min 

<(Х+1) 
меняется на min). 

<(Х) 
ЛЕММА 3.2. Пусть X е cof пределен, Z, У, S, z как 

в 3.1. Тогда 59JA+i (= 3# Vz/ Vu. [#cz со0 & F x — совершен
но & [у е ^х -> #x,s, Z (г/) = *xl & [ц < А, -* Эя' [я' е 
S ЖА & X {х') > \л &х> рвх'Ш. 

Д о к а з а т е л ь с т в о (в 3Rx+i). Для доказатель
ства достаточно построить функцию /: Е -> У', удовлетво
ряющую 2.2, (i) — (iv) (с заменой min на min) и допол-

< Д + 1 ) <(Х) 
нительному требованию: 

(у)найдется возрастающая функция п.: со0 -> Я такая, 
что sup [х (лг) = Я и Vs [s ̂  Е -+ X (f (s)) > |л (/г (s))J. 
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Требование (v) нужно для обеспечения дополнительного 
требования к х. 

Как и в 2.2., считаем лемму доказанной. 
Пусть х = W (X, S, z) — наименьшее в смысле 

<^ (X + 1) х ЕЕ Зйх+i, которое может быть построено как 
в лемме 3.2. 

Опять отметим х ф SKx+i« 
3.3. Можно считать, что если S-^-^S^ %хфъ%, то 

Fw(kfsU2i) П ^w(x,s2,z2) = ^ (при любом X е o)i). 
§ 4. Приступим к доказательству теоремы В. 
Построим в 3R семейство множеств {Za \ а ЕЕ cof*}, 

удовлетворяющее таким свойствам: 
(i) Za ~ 5 (со0), Za ЕЕ ЗКа а-полуоднородно; 
(ii) Za = Za+1, Za+1 — Za =̂= 0; 
(iii) a < p & a i G ^ & M a ; ) = p - > a y [г/ e Za & x > 

> FBz/ & A, (y) = a]; 
(iv) если Zx построено, то полагаем Zx = {W (к, 

5, z) l a^ fy = Zx Анполуоднородно, & FEE$1A& S—XY-сешей-
ство _x z ^ F ] } и Zx+ 1=ZJJ [y | / ^ — совершенно & *3.x [x <E= 
(E= Zx i г/ ;> F^I & У E= ^x+i}; где Zx = Zx при предельном Х 
и Zx = Zx — Z$ при Я, = (J + 1. 

(v) a < p < cof b G Z a ^ a ^ [ z / G ^ & M * / ) = p& 

(vi) Для предельных X Z\ = \J Za; 
(vii) Z 0 = l 0 f l 5 (co0) = i f f l 5 (co0). 
Легко видеть, что пункты (vii), (vi), (iv) определяют 

построение Za, причем все остальные пункты будут со
блюдаться (что следует из лемм 2.2, 3.2 и определения 
W(X, S,z)). 

Также очевидно, что {<Za,a> | а ЕЕ X} ЕЕ ЗКх- По
ложим р = и za . 

ago)! 
§ 5. Свойства Р как множества вынуждающих условий. 
5.1. Пусть G ЯкР — 9К-генерический фильтр на Р. 

Очевидно, что G однозначно определяет действительное 
число а •= ад = Г) Fx и определяется им: G = Ga = 
= {х\х^Р &а<= Fx}. 
Пусть G ci P — 9#-генерический фильтр на Р. 

ЛЕММА 5.2. 

« а , #а> | а е cof} e £ (а0). 

944 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что х0 Ez L (aq). 
В самом деле, Z0 ЕЕ L ж ас ЕЕ Fx для некоторого х ЕЕ Z0 
(это следует из 4.1 (iii), (iv), (v) и (vii)). Значит, х0 = 
= HQSZ{CLG) ДЛЯ некоторых S, z ЕЕ 3R0, т. е. £, z €E L. 
Значит, JSTOSZ определима в L и х0 ЕЕ L (ас). 

Пусть мы уже доказали 
{(а,хау\а^К} G i (aG). 

Тогда таким же способом строим х\ = H},sz (#G) И имеем 
X-K^L (aG). 

Ясно, что таким образом по ад и L мы эффективно вос
становим все ха (ведь и Za строились эффективно). Лемма 
доказана. 

ЛЕММА 5.3. Для некоторого Ш-генерического G cz P, 
a,G минимально над 3R. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (в Щ с ЕЕ 1^(Р) и 
р ЕЕ Р, причем 

d ||— «с е со0 & с б£ ЗК & aG ф. Ж (с)». 

Ясно, что можно считать/? = со0 (код S (со0)). Образуем 

^ 0 = Ы р Е М / ) | К ш ^ С»} 
и 

^т = {/? | р е JP & р ||— <да е с»}. 

Легко видеть, что S == «г, ттг, £™> | ^ E co0 & г Е 2 } 
удовлетворяет 1.3 (i)—(vi) с заменой Y на Р. 

В силу нашего требования к 3R ясно, что S ЕЕ ЗЛ^ = 3R, 
Значит, методом Сколема — Левенгейма можно по

строить такой предельный X ЕЕ cof̂  и такое У cz Zx, что 
Y е ЗКх, У Я-полуоднородно; 5г

ш (Я) = {р |р е Smfl 
П ^х} е Жх; 5 (Я) = «г , иг, £г

т (А,)> | иг е со0 & i e 
ЕЕ ^} — АУ-семейство. Рассмотрим х = W (A,, S (А,), 
со0) ЕЕ Жх+1 П ^- Как в [3] и л и [2], нетрудно доказать, что 
х ||— «aa ЕЕ £ (с, ж, 5 (X))», т. е. ж ||— <(aG ЕЕ 9К (с)}, что 
противоречит предположению. Лемма доказана. 

Из леммы 5.2 и 5.3 немедленно следует теорема В. 
Теорема Б и некоторые подобные опубликованы в [4]. 
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