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В [1], [2] Н. Н. Лузин опубликовал (с доказательством) 
одну теорему, утверждающую неборелевость построенного им 
очень простого множества. М. А. Лунина [3] обнаружила не
точность в доказательстве Лузина. Доказывается, что теорема 
Лузина тем не менее справедлива. Библ. 6 назв. 

В 1926 г. Н. Н. Лузин описал с помощью «законов 
арифметики» некоторое множество и предложил доказа
тельство того, что это множество не является борелевским 
(из метода доказательства вытекало, в частности, что рас
сматриваемое множество оказывалось аналитическим). 
Построение примера и соответствующее доказательство со
ставляют содержание заметки Н. Н. Лузина [1], а также 
раздела 61 его мемуара [2]. 

Как обнаружила М. А. Лунина [3], предложенное 
Н. Н. Лузиным доказательство неверно. Тем не менее 
можно показать, что «арифметический пример» Н. Н. Лу
зина обладает желаемыми свойствами, т. е. является при
мером аналитического, но не борелевского множества. 
Здесь дается доказательство этого факта. 

Н. Н. Лузин рассматривал подмножества совокупно
сти всех иррациональных чисел отрезка [0, 1]. Иногда 
бывает более удобно (что мы и будем делать) рассматривать 
подмножества бэровского пространства [4, стр. 227], 
состоящего из всевозможных последовательностей нату
ральных чисел и гомеоморфного совокупности всех ирра
циональных чисел отрезка [0,1] в силу представления 

© Главная редакция 61 
физико-математической литературы 
издательства «Наука», 
«Математические ваметки», 1978 



иррационального числа х непрерывной дробью: 
1 

х= t 
W l+^+ 

В системе обозначений [5], [6], связанных с проектив
ной иерархией, рассматриваемое в [1] множество опреде
ляется следующим образом. Вводится бэровское простран
ство NN всех функций из натурального ряда N = {1, 2,...} 
в N (т. е. всех последовательностей натуральных чи
сел). Функция (последовательность) а = (an, « E N ) E 
ЕЕ NN называется составной [1], если «среди ее членов име
ется бесконечное множество чисел, делящихся одно на 
другое». Совокупность Е всех составных последователь
ностей и образует пример Н. Н. Лузина. 

У т в е р ж д е н и е [1]. Множество Е является ана
литическим, но не борелевским. 

В определении составной последовательности имеется 
неясность. Именно, допускается ли, чтобы среди элемен
тов «бесконечного множества чисел» были одинаковые на
туральные числа, являющиеся различными (т. е. с разны
ми номерами) членами последовательности (an, n ЕЕ N)? 
Например, является ли составной последовательность, 
определяемая условием ап = 1 при всех W E N? 

Истолковывая определение составной последователь
ности двумя способами, мы получаем соответственно две 
«реализации» множества Е, указанного Н. Н. Лузиным. 
Ег = {а ЕЕ NN: существует такая функция 

7 ЕЕ NN, что у (к) ф у (п) при всех к ф п 
и а (у (к + 1))/(а (у (к))) является целым числом 

при любом J E N } ; 
Е2 = {а ЕЕ NN: существует такая функция 

у ЕЕ NN, что а (у (к + 1)) / а (у (к)) — целое 
число, большее или равное 2, при любом к ЕЕ N}. 

При одном толковании определения составной последо
вательности будет Е = 2?г, при другом — Е = Е2; Е2 cz 
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Докажем следующую теорему. 
ТЕОРЕМА. Множества Ег и Е2 являются аналитиче

скими, но не борелевскими. 
Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы состоит из 

двух лемм. 
ЛЕММА 1. Множества Ег и Е2 — аналитические. 
ЛЕММА 2. Множества Ег и Е2 — не борелевские. 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1 проводится синтак

сическим методом. Пусть а и у — переменные, пробегаю
щие NN; пик — переменные, пробегающие N; х — умно
жение натуральных чисел. Из определения Ег ясно, что 
Ех = {а : ф (а)}, где ф (а) — следующая формула: 
Эу №3п [а (у (к + 1)) = п х а (у (к))] & 

& VftVn Ik ф п -> у (к) ф у (п)]]. 

Формула ф (а) является, очевидно, 2];-формулой, 
и поэтому Ег = {а : ф (а)} — ^-множество, т. е., в 
частности, аналитическое множество (определение 
2];-формул и их связь с аналитическими множествами 
см. [6]). 

Совершенно аналогично доказывается и аналитичность 
множества Е2 (нужно воспользоваться формулой 

ЗуУкЗп [а (у (к + 1) ) = п х а (у (к)) & п > 2]). 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2. Фиксируем некото

рое аналитическое, но не борелевское множество ( )c :N N . 
Идея доказательства состоит в построении такой борелев-
ской функции F из NN в NN, что а ЕЕ Q = F (а) ЕЕ Е± == 
= F (а) е Е2 для любого а е NN. 

Обратимся к деталям. Через / обозначается совокуп
ность всех последовательностей натуральных чисел конеч
ной ненулевой длины. По определению аналитического 
множества [5, стр. 349] существует такая система Н = 
= {Не : е ЕЕ J} замкнутых подмножеств NN, что Q = 
= U П Hf\n (/1 п — сужение функции / на первые п нату-

ральных чисел, т. е. первые п членов последователь
ности /). При этом Н можно считать регулярной системой, 
т. е. если ег — продолжение е2, то Яе1 cz Нег [5, стр. 339]. 
Для всякого ocEENN определяем t (a) = { е £ / : а £ Я е } . 

Пусть q с : / . Будем говорить, что q имеет бесконеч
ный путь, если найдется такая бесконечная последова-

63 



тельность ev е2, . . ., ек, . . . элементов q, что ек+1 — соб
ственное (т. е. ек+г ф ек) продолжение ек при всяком к. 

ЛЕММА 3. Пусть а ЕЕЕ NN. Тогда а ^ Q, если и толь
ко если t (а) имеет бесконечный путь. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а ЕЕ Q. Тогда по вы
бору П имеем а ЕЕ П Hf\n для некоторого / ЕЕ NN. Значит, 

neN 
/ | 1 , / | 2 , . . ., f\k, . . . — искомый бесконечный путь в 
* (а). 

Наоборот, пусть ег, е2, . . ., ек, . . . — бесконечный 
путь в t (a), mfo —- длина последовательности ек. Ясно, 
что существует такое / ЕЕ NN, что efc = / | ягл при любом к. 
По определению £ (а) это означает, что а ЕЕ /7/1 т7, при лю
бом Л. Теперь в силу регулярности системы Н и очевидно
го неравенства тк+1 ^> тк при любом /с получаем: если 
/га ЕЕ N, т о а Е # / | т . Но, согласно выбору системы Я, 
последнее и означает а ЕЕ (?. Лемма доказана. 

Пусть теперь JP = {pftm : к,т е N} у {pn : тг e N} — 
некоторая нумерация совокупности Р всех простых чи
сел без повторений, т. е. рп = ркт невозможно ни при ка
ких т, к и п; из рщ = рщ следует пх = п2; из pkimi = 
= Ркгтг следует кх = к2 и mx = т2. 

Для всякой последовательности е = (т19 . . ., т%) ^ / 
определяем натуральное число р (е) = /?lmi х . • . X /?fcmfc-
Отметим следующий очевидный факт. 

З а м е ч а н и е . Пусть el9 е2, ЕЕ / . Тогда е2 — собст
венное продолжение е1У если и только если р (е2) делится 
на р {ех) и р(е2)/р (ег) > 2. 

Докажем теперь лемму, играющую ключевую роль. 
ЛЕММА 4. Пусть q<^J, U = {р(е): e^q} и $ <= NN 

определено условием (3 (п) = п при п ЕЕ U и $ (п) = рп 
при п ф. U. Тогда следующие три утверждения попарно 
эквивалентны: 

1) q имеет бесконечный путь] 
2) р е= Е2; 
3) 3 е Ях. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что из определе

ния р следует р Е £*! = Р Е £2 (поскольку при к фп 
будет Р (к) Ф р (я)). Поэтому достаточно доказать экви
валентность только двух первых утверждений из условия 
леммы. 

Пусть сперва е19 е2, . . ., ек1 . . . — бесконечный путь 
в д. Определяем функцию у ЕЕ NN условием у (к) = р (ек). 
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Тогда из замечания следует, что (3 {у (к + 1))/ [% (к)) — 
= у (к + i)ly (к) = р (е^+1)/р (ек) — целое число, боль
шее или равное 2, при любом к. Это по определению озна
чает P G £ 2 . 

Наоборот, пусть |3 ЕЕ Ег. Тогда существует такая функ
ция у Е NN, что р (у (к + 1))/ (Р (у (к))) — целое чис
ло, большее или равное 2, при любом к. Из определения р 
ясно, что можно подобрать такую последовательность ev 
е2, . . ., ек, . . . элементов д, что р (ек) = у (к) при любом к. 
Из замечания следует, что эта последовательность и бу
дет бесконечным путем в q. Лемма доказана. 

Приступим теперь к определению функции F. Пусть 
а ЕЕ NN. Определяем F (a) ЕВ NN условием: F (а) (п)=п 
при п Ez {р (е)\ е е t (a)}; JF (а) (тг) = р п в противном 
случае. 

ЛЕММА 5. Функция F является борелевской функцией 
из NN в NN, т. е. F — борелевское подмножество NN x 
X NN. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что F = f] Un, где 
всякое Un определяется следующим образом: 1) если п = 
= р(е), е е / , то P n = {(a,P) E N N x N N ; 
[ а Е Я е - > Р ( ^ ) = ^ ] & [ а ^ Я е - > р (л) = рп]}\ 2) если 
и ф {р (е): е е / } , то J7n = { (а,Р) е N^ x N^ : 
р (?г) = рп}. Но каждое С/п — борелевское (так как каж
дое Не замкнуто). Отсюда лемма очевидна. 

ЛЕММА 6. Пусть а е NN. Гогда а (= Q ==± F (а) <= 
ЕЕ # ! = F (а ) ЕЕ Я 2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о получается из лемм 3 и 4. 
Завершаем доказательство леммы 2. Предположим про

тивное, т. е. пусть Et— борелевское множество; i = 1 или 
i = 2. Тогда из леммы 6 следует, что ^ = { a £ N N : 
F (а) ЕЕ Et} — также борелевское множество (так как 
F — борелевская функция по лемме 5, а прообраз боре-
левского множества по борелевской функции — борелев
ское множество, см. [5, стр. 384—385, доказательство 
следствия 5]), что противоречит выбору Q. Противоречие 
завершает доказательство леммы 2. 

Автор благодарен В. А. Успенскому за внимание к ра
боте и М. А. Луниной на ценные замечания. 
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