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Введение. В теории Цермело — Френкеля ZF без ак­
сиомы выбора доказуема непротиворечивость теории Цер­
мело Z без аксиомы выбора, так как совокупность всех 
множеств ранга < со + о образует модель Z [1, стр. 99]. 
Таким образом, по второй теореме Геделя, теории ZF и 
Z неравнонепротиворечивы (естественно, в предположении 
непротиворечивости теории ZF). Содержанием предлагаемой 
заметки является доказательство следующей теоре­
мы, показывающей, что после удаления из рассматри­
ваемых теорий аксиомы степени, ситуация меняется: 

ТЕОРЕМА. Теории Z~ и ZF~, получающиеся из Z и 
ZF соответственно удалением аксиомы степени, равно-
непротиворечивы. Более того, ZF~ можно интерпре­
тировать в Z". 

Равнонепротиворечивость Z" и ZF~ (и ряда других 
теорий) объявлена без доказательства в [2] со ссылкой на 
[3], где также без доказательства объявлен эквивалентный 
результат. Опубликованные доказательства сформулиро­
ванной теоремы автору неизвестны. 

Опишем структуру доказательства. В § 1 изучается 
специальная промежуточная теория Г, получающаяся 
добавлением к Z" некоторых частных случаев аксиомы 
подстановки и утверждения о счетности каждого множе­
ства. Эти дополнительные аксиомы дают возможность 
доказать аксиому подстановки с транзитивной областью 
значений. Здесь же дается эскиз интерпретации Т в Z"", 

© Издательство «Наука». 407 
Главная редакция 
физико-математической литературы. 
«Математические заметки», 1981 



основанный на известной идее моделирования наслед­
ственно счетных множеств с помощью специальных би­
нарных отношений на о> (см. [2]). 

Несмотря на отсутствие в Т полной аксиомы подста­
новки, эта теория достаточно сильна для построения кон­
структивной иерархии (La: а ЕЕ On) и доказательства ее 
основных свойств. Мы делаем это в § 2. 

Наконец, в § 3 вводится особая совокупность ордина­
лов Q (либо совпадающая с On, либо являющаяся соб­
ственным начальным сегментом On), и обладающая тем 
свойством, что класс L* = ( J a e 0 n L a образует модель тео­
рии ZF~. Теорема 3.3 о неподвижной точке играет клю­
чевую роль в проверке аксиомы подстановки в L*. 

Все основные теоретико-множественные обозначения 
мы берем из [4]. Малыми буквами обозначаем только 
множества, а большими — и классы, и множества. Клас­
сы могут быть удалены из всех рассуждений (ценой увели­
чения громоздкости) способом, указанным в [4, приме­
чание 1, стр. 136]. Классы F, удовлетворяющие опреде­
лению функции (т. е. каждый элемент F — пара, и (и, и±) ЕЕ 
ЕЕ F /\ (и, v2) ЕЕ F ->- vx = v2) условимся называть 
функционалами, а функциями — только функционалы, 
являющиеся множествами. 

§ 1. Теория Т. Для каждого бинарного отношения 
(т. е. множества пар) е определим dom е = {и: Зи 
(и г и)} (и 8 и — сокращение для (и, y )Ge) , rng e = 
= {v: Эй (и 8 У)}, и | 8 | = dom 8 (J rng е. Бинарное 
отношение 8 назовем ЭФ-отношением, если выполняются 
такие два условия: 

(1) если х cz | е | непусто, то найдется такое и ЕЕ х, 
что ^ v е и, каково бы ни было и ЕЕ х; 

(2) если и, v ЕЕ | 8 j , и для каждого w ЕЕ | 8 | выпол­
няется эквивалентность weu <-* wsv, то и = v. 

Условие (2) есть условие экстенсиональности, а ус­
ловие (1) — условие фундированности отношения 8. Если 
множество х транзитивно, то ^-отношение на х будет 
ЭФ-отношением [4, стр. 31]. 

Если 8 и б являются ЭФ-отношениями, а / — биекция 
| е | н а | 6 |, и u&v +-> f(u) 8f(v) для любой пары и, УЕг |е | , то 
пишем, что / переводит 8 в б. Если найдется биекция, пе­
реводящая 8 в б, то условимся писать 8 = *б. 

Если 8 является ЭФ-отношением, и и Е: | 8 |, то по­
ложим 
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Ре (и) = {и (=Е \ г |: для некоторых w0, wx, . . ., wn 
выполняется v = wQs W1 e ... 8 wn = u] 

(возможно n = О, и тогда и = v), и A8 (гг) = 8 f] (p8 (u) x 
X /?8 (^)) ((сужение 8 на /?8 (и)). Ясно, что Хе (и) будет 
ЭФ-отношением с | Я8 (и) | = /?8 (гг). 

Если ЭФ-отношение 8 таково, что 8 = Я8 (и) (или, 
что то же самое, | е | = ре (и)) для некоторого и £ЕЕ | 8 |, то 
это и, как нетрудно проверить, единственно; обозначим 
его и = t (е). В этом случае 8 назовем вершинным ЭФ 
(ВЭФ)-отношением. Если е и б являются ВЭФ-отношения-
ми, w = t (б) и найдется такое и ЕЕ | б [, что 8 = *Яб (У) И 
vbw, то пишем 8 Ег *б. 

После этих предварительных определений введем тео­
рию 71, состоящую из всех аксиом Z~ и следующих трех 
яксиом: 

Sq: для каждого х существует (множество) х X х; 
Cnt: для каждого непустого х существует функция 

из натурального ряда о на х; 
Repr: для каждого ЭФ-отношения е найдется такое 

транзитивное множество х, что е = *ех , где гх = {(и, v) : 
: и, и (= х и и (=Е v}. 

Отметим, что Sq и Repr — теоремы ZF (для Repr см. 
[4, стр. 31]). 

Покажем, что теория Т интерпретируема в Z . Прежде 
всего, отметим, что Т интерпретируема в Z - + (со X со 
существует). В самом деле, пусть D есть класс всех ВЭФ-
отношений 8 таких, что | 8 | cz со. Для каждой ^-формулы 
Ф через ф* обозначим формулу, полученную из ф заменой 
всех вхождений = и ЕЕ на = * и Е=* соответственно, 
и релятивизацией всех кванторов и свободных перемен­
ных к D. 

Несложная, хотя и довольно кропотливая проверка, 
позволяет для каждой аксиомы ф теории Т вывести в Z~ + 
+ (со X со существует) формулу ф* (мы опускаем эту 
проверку; аналогичный материал читатель найдет в [2]). 
Но это и означает, что Т интерпретируется в указанной 
теории. Отметим, что аксиома о существовании со X со 
используется лишь в выводе формулы (аксиома беско­
нечности) *. 

Чтобы избавиться в этом рассуждении от предполо­
жения о существовании со X со, для m, n F= со опреде­
лим (т, п} = 2т (2п -f- 1) — 1 . Заменим в определениях, 
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связанных с ЭФ-отношениями, а также в определении 
класса D, каждую пару (т, п) «квазипарой» <т, п). Все 
проведенные выше рассуждения останутся в силе после 
такой замены, и гипотеза о существовании со X со ока­
жется ненужной. 

Таким образом, доказана 
ТЕОРЕМА 1.1. Теория Т интерпретируется в Z~. 

В частности, Т и Z" равнонепротиворечивы. 
С этого момента и до конца работы все рассуждения 

проходят в теории Т. Отметим, что аксиомы Т позволяют 
использовать операции х X у, dom / , rng / , fx (образ / на 
x)i f \х (сужение / на х), получая при этом множества. 
Специфика дополнительных аксиом Т видна из доказа­
тельства следующей леммы: 

ЛЕММА 1.2. Пусть Ф — функционал, и множество 
z cz dom Ф таково, что класс X — Ф" z транзитивен. 
Тогда X является множеством. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Аксиома Cnt (вместе с ак­
сиомами Z") позволяет не ограничивая общности предпо­
лагать, что z cz со. Далее, можно не ограничивая общности 
предполагать, что Ф — биекция (если это не так, то функ­
ционал 

Ф' = {(т, р ) Е Ф : Уп ЕЕ z (п < т -> (тг, р) ^ Ф)} 

будет биекцией из некоторого z cz z на X). 
В этих предположениях нетрудно проверить, что от­

ношение 

8 = {(/тг, п): т, п ЕЕ со и Ф (т) ЕЕ Ф(п)} 

будет ЭФ-отношением с | е | = ^ (отметим, что е — мно 
жество в силу аксиом выделения и Sq). Значит, по акси­
оме Repr найдется транзитивное х и биекция /, перево­
дящая ех в е. Полагая 

Y = {(ц, Ф (/ (и))): и ?= х), 

имеем: Чг является биекцией х на X, причем для всех и, 
v ЕЕ х выполняется эквивалентность и £= v <-> W (и) Е1 

ЕЕ V (и). 
В этой ситуации стандартной ЕЕ-индукцией (с учетом 

аксиомы регулярности) нетрудно доказать, что *F(w) = и 
для любого и ЕЕ х. Стало быть, X — х — множество, 
что и требовалось. 
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§ 2. Конструктивные множества. Рассмотрим следую­
щий набор геделевых операций: 

^о (х, у) = {х, у}; F1 (х, у) = х X у; 
F2 (х, у) = х — у; F3 (х, у) = dom х; 
F* (х, у) = {(и, v) ЕЕ х: и Е= ^ } ; 
^5 (ж, г/) = {(а, Ъ, с): (Ъ, с, а) ЕЕ х}\ 
FQ (Я, У) = {(я, *, с)« (^, &, а) е ж } ; 
Fi (х, у) = {(а, Ь, с): (а, с, Ь) ЕЕ ^} ; 
F 8 (ж, г/) = х (J г/; F9 (х, у) = ж"у. 

Операции 7*\ — F 7 взяты из [4, стр. 33], a F 8 и FQ до­
бавлены по техническим причинам. Отметим, что если 
х я у — множества, и i ^ 9, то Fi (х, у) — также множе­
ство (нужно применить Sq и аксиомы Z~). 

Класс или множество X назовем г-замкнутым, если 
для всех х, у ЕЕ X и i <; 9 будет F{ (х, у) ЕЕ X. Для всякого 
X, через S (X) обозначим замыкание X относительно 
геделевых операций, т. е. наименьший по включению 
г-замкнутый класс, подклассом которого является X. 
При этом X cz S (X) (так как х = F2 (x, F2 (х, х))), 
а если класс X транзитивен, то и S (X) будет тран­
зитивным (благодаря наличию операции F0). 

ЛЕММА 2.1 (усиление (1.2) Пусть F — функционал, 
х cz; dom F , и класс Y = S (F"x) транзитивен. Тогда 
Y и F"x — множества. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Аксиома Cnt дает функцию 
/: со на х. Для т, п ЕЕ со и i <^ 9 положим 

h (m, n, i) = 10 (2m (2n .(- 1) - 1) + i. 
Легко видеть, что h является биекцией соХсоХ{0, ... 9} 
на со, причем h (т, n, i) > т и h (т, п, I) > п. 

Определим на множестве со функционал Ф следующим 
образом: Ф (21) = F (/ (Г)) для всех I ЕЕ со, и если /с = 
= h (т, п, i), то Ф (2/с + 1) = Fi (Ф ( т ) , Ф (п)). В со­
ответствии с выбором / и h, мы имеем Ф: со на У. Но класс 
Y транзитивен по условию. Значит, Y является множе­
ством согласно 1.2. Теперь и F"x cz Y также множество 
по аксиоме выделения. Лемма доказана. 

С л е д с т в и е 2.2. Если множество х транзитивно, 
то S (х) является множеством. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем F = {(и, и): 
и ЕЕ х) и воспользуемся леммой. 
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Перейдем к вопросам, непосредственно связанным с 
конструктивной иерархией. Эта иерархия напомним об­
разована множествами La, которые определяются ин­
дукцией по а для всякого ординала а следующим образом: 
^о == 0» и если а ] > 0 и все множества LV, у < а, уже 
построены, то L a = 5 ({Lv : у < а}). 

Возможность определений трансфинитной индукцией 
обычно обосновывается аксиомой подстановки, которой 
нет в теории Т. Однако мы можем даже средствами Т 
установить, что для всякого ординала a, Ьа определено 
и является множеством. Достаточно доказать следующую 
лемму: 

ЛЕММА 2.3. Если последовательность (Ьу : у < а) 
уже построена в соответствии с данным определением 
(но не обязательно является множеством), то La = 
= S {{Ьу: у < а}) — множество. 

Перед доказательством этой леммы отметим следующие 
свойства множеств La (пока формулируемые, строго го­
воря, лишь для тех ординалов а, для которых La суще­
ствует; но после доказательства леммы 2.3 они станут 
справедливыми для всех ординалов а ) : 

2.3а. Если ординал а пределен, то Ьа = [j Ly. 
2.36. La+1 = S (La U {£«})• 
2.3в. La — транзитивное и г-замкнутое множество. 
2.3г. Если у <^ а, то Ly ЕЕ La и Ly cz La. 
Первые два утверждения очевидны по определению, 

а два последних доказываются индукцией по а и у с по­
мощью первых. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2.3. Благодаря 2.2 
и 2.36, достаточно рассмотреть случай предельного а. 
Тогда La= [J Ly будет транзитивным классом в силу 
2.36, 2.3г. Применяя лемму 2.1 при х = а и F = (Ly: 
у < а ) , имеем: La — множество, что и требовалось. 

Итак, Ьа определено и является множеством для лю­
бого a E= On. Введем класс L = S ({Ly: у Е= On}) всех 
конструктивных множеств, и сформулируем два свой­
ства этого класса, которые нетрудно получить из 2.3а — 
2.3в. 

2-Зд. L=Uy^0nLv. 

2.3е. Класс L транзитивен и г-замкнутп. 
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Рассмотрим вопрос определимости конструктивного 
построения в классе L и в множествах La. Если X — класс, 
то для каждой формулы ф через срх обозначим результат 
релятивизации ф к X (т. е. замены кванторов Ви, V'и на 
Ju ЕЕ X, У и ЕЕ X, и введения конъюнктивного члена 
у ЕЕ X для всякой свободной переменной у). Если У с : X, 
и найдется формула ф (х) с параметрами из X (возможно, 
вовсе без параметров) такая, что Y = {# ЕЕ -X" : Ф^ (#)}, 
то скажем, что Y определимо в X, или что Y есть класс в X. 

Пусть а ЕЕ On. Конструирующей а-функцией (к. а-ф.) 
назовем всякую функцию / , определенную на а и такую, 
что / (у) = S (/"у) для всех у <С а. (Единственной к. а-
ф. является последовательность / а = (Lv: у <С а).) Через 
С (у, z) обозначим следующую формулу: 

Т Е О п Д Э/ (/ есть к. (у + 1)-ф. ж z = f (у)). 

ТЕОРЕМА 2.4. (LY: T e O n ) = {(y,z) e L: CL (7, *)}. 
Если ординал а пределен, то 

(Ly: у < а) = {(7, z) ЕЕ L a : CL<* (7, 2)}. 

Таким образом (Lv : у ё= On) — класс в L, a fa = (Ly: 
у < а) — и./шсс # L a , ее./ш а пределен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Через А обозначим первое 
утверждение теоремы, а через Аа — второе (а ЕЕ On 
пределен). Через Ва обозначим вспомогательное утверж­
дение fa ЕЕ La+1. Установим связи между А, Аа, Ва. 

У т в е р ж д е н и е (1). Если (V|3 ЕЕ On) B$, \то А. 
Если ординал а пределен и (V|3 < a) B$, то Аа. 

Докажем только первую часть; вторая доказывается 
аналогично. Из 2.3е и определения S следует: если х, у ЕЕ 
е L и S (x) e L, то (у = S (x))L <-> г/ == 5 (а;). Значит, 
по определению операций F 3 и f9 и определению к. а-ф., 
мы имеем: если у, f ЕЕ L, то 

(/ есть к. 7"Ф-)Ь *-> / е с т ь к- 7~Ф-

Теперь А следует непосредственно из определения фор­
мулы С. 

У т в е р ж д е н и е (2). Если ординал а пределен, 
и выполняется Аа, то также выполняется Ва. 

Действительно, Аа означает, что / а является классом 
в Ьа. Поэтому утверждение (2) вытекает из такой леммы: 
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ЛЕММА 2.5. Если класс X транзитивен и т-замкнут 
(например, X — Ьа+1) и х ЕЕ X (например, х = Ьа), 
а множество у cz х определимо в х, то у ЕЕ X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы проходит со­
вершенно аналогично доказательству [4, лемма 31], или 
теоремы [1, стр. 195]. 

У т в е р ж д е н и е (3). Если Ва, то Ва+1. 
В самом деле, с одной стороны, / а + 1 = / а |J {(а, Ьа)}, 

и поэтому / а + 1 получается из / а и L a подходящей суперпо­
зицией операций F0, F3, Fs. С другой стороны, / а ЕЕ Ьа+2 
по 2.3г и предположению Ва, и L a ЕЕ La+2

 B силу 2.3г. 
Применение 2.3в завершает доказательство. 

Доказанные утверждения (1) — (3) очевидным обра­
зом позволяют индукцией по а доказать Ва для всех а, 
Аа —для всех предельных а, и А. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е 2.6. On cz L. Если ординал а пре­
делен, то a cz ЬП.. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме, класс F = 
= (Ly\ у ЕЕ On) определим в L. В частности, F cz L. Тем 
самым, и On = dom F cz L (класс L транзитивен, 2.3е). 
Второе утверждение проверяется аналогично. 

Теперь мы можем доказать следующую теорему о пол­
ном упорядочении класса L и множеств Ьа: 

ТЕОРЕМА 2.7. Существует полное упорядочение класса 
L, определимое в L. Если ординал а пределен, то суще­
ствует полное упорядочение множества Ьа, определимое 
в Ьа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем только для L; 
доказательство для Ьа аналогично. Индукцией по п Ez со 
определим класс Кп cz L и полное упорядочение <^п 
этого класса следующим образом. Положим К0 = {Lv: 
у ЕЕ On}, и будем писать Ьу < 0Ь&, если Lv ЕЕ L& (т- е-
если у < б, 2.3г). 

Предположим, что Кп и < п уже определены. Положим 

Kn+i = {(и, v, i): и, и ЕЕ Кп и i < 9}, 

а Cn+i определим как лексикографический порядок 
(в смысле <^п на первых двух компонентах, и обычного 
порядка натуральных чисел — на третьей). 

Далее, для каждого рЕ^К— (Jn G ( 0 i£n следующим об­
разом определим множество F (р). Если р = Ьу ЕЕ К0, т о 

F (р) = Ьу. Если р = (и, v, i) и множества F (и), F (и) 
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уже определены, то F (р) = Fi (F (и), F (и)). По опреде­
лению L имеем: F — функционал из К (cz L) на L. 

Таким образом, для каждого х е= L можно определить 
п (х) как наименьшее из таких п ЕЕ со, что х = F (р) для 
некоторого р ЕЕ КП1 и определить р (х) как <СП(х) — 
наименьшее из таких р ЕЕ КП(Х), что х — F (р). Теперь 
можно ввести искомый порядок на L, полагая х < г/, 
если 

л ( я ) < я (?) V (п (х) = п (У) Л Р (х) <п(х) Р (*/))• 

Нетрудно проверить, что < в самом деле вполне упоря­
дочивает класс L. А определимость < B L доказывается 
скучной проверкой определимости в L всех промежуточ­
ных построений с учетом r-замкнутости L. Исходный класс 
{Ly: у ЕЕ On} = K0, участвующий в построении L, опре­
делим в L по теореме 2.4. Подробности мы оставляем чи­
тателю. 

§ 3. Интерпретация ZF" в Т . Напомним, что все рас­
суждения проходят в теории Т. Через Q обозначим сово­
купность всех ординалов а таких, что для каждого (3 <; а, 
р ^> 0, найдется функция g ЕЕ L$+1 из со на Lp. Ясно, что 
либо й = On, либо Q — ординал. Следующая лемма по­
казывает, что во втором случае ординал Q пределен. 

ЛЕММА 3.1. О (= Й. Если a(=Q, mo a +1 ЕЕ Q. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что 0 ЕЕ Й . Пусть 

а ^ Q. Для доказательства а + 1 ЕЕ й нужно построить 
функцию g e Ь а + 2 из о на La + 1 . 

Если а ^> 0, то поступаем следующим образом. По 
определению, найдется функция / ЕЕ La+1 из со на L a . 
Положим g (0) = L a , g (21 + 2) = / (Z) для всех /, 
и если k = h (m, n, i) (определение h см. в доказательстве 
2.1), то g (2к + 1) =Fi (g (m), g (n)). Тогда, с одной сто­
роны, g будет функцией из со на множество La+1 = 
= S({La} U r n & /) (по 2.36 и в соответствии с выбором/и h). 
А с другой стороны, g определимо в La+1, так как / Е= La+l 
и ! а Е Ь а + 1 . Поэтому g ЕЕ La + 2 в силу 2.5, что и тре­
бовалось. 

Если же a = 0, то определим g несколько иначе: 
g (0) = 0 , и если к = h (m, n, i), то g (к -f 1) = 
= F{ (g (иг), g (п)). Снова g — функция из со на Ьг = 
= S ({0}) , определимая в Lx (так как Ьг есть совокуп­
ность всех множеств конечного ранга). Лемма доказана. 
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Класс (возможно, множество) £* = (JaeQ^a и будет 
нашей моделью для ZF~. Отметим некоторые свойства 
этого класса. 

3.2а. Либо Q = On, и тогда L* = L, либо Q — пре- * 
дельный ординал, и в этом случае L* = L&. 

Доказательство следует из леммы 3.1 и 2.3а, 2.3д. 
3.26. В обоих случаях L* — транзитивный г-замкну-

тый класс, и £1 cz L*. 
Это следует из 3.2а и 2.3в, 2.3е, 2.6. 
Теперь выполнение в L* аксиом пары, регулярности, 

экстенсиональности очевидно. Рассмотрим остальные ак­
сиомы ZF~. 

3.2в. Аксиома бесконечности верна в L*. Именно, 
с о ^ L*. 

Действительно, Lx = S ({0}) есть совокупность всех 
множеств конечного ранга. Значит, со cz Lx и со опреде­
лимо в Lj. Следовательно, со СЕ L2 в силу 2.5. Но L2 cz 
с : L* согласно 3.1. 

3.2г. Аксиома объединения верна в L*. 
Пусть х Е= £* , т. е. х ЕЕ £ а для некоторого a Ĝ  Q. 

Но L a транзитивно, откуда U х cz La. Значит, [jx яв­
ляется классом в La, (J x "Е Z/a+1 по лемме 2.5, и (J ж ЕЕ 
(= Ь* в силу 3.1. 

3.2д. Если х ЕЕ L*, то найдется функция g ЕЕ L*, 
определенная на со и такая, что х cz rng g 

В самом деле, раз х СЕ L*, то х ЕЕ L a для некоторого 
а СЕ £2. Тогда ж cz La по 2.3в. Теперь используем лемму 
3.1 с учетом определения Q. 

3.2е. Класс (Lv: у (ЕЕ Q) определим в L*. 
3.2ж. Существует по,гное упорядочение класса L*, оп­

ределимое в L*. 
Эти два утверждения следуют из 3.2а и теорем 2.4, 2.7. 
В дальнейшем через < * обозначаем определимое в L* 

полное упорядочение класса L* (существование которого 
гарантируется утверждением 3.2ж). 

Остается проверить аксиому подстановки в L*. Введем 
следующее определение. Если р czzz_ Q, и функционал F 
таков, чтОг для каждого z ^Е L$ f] dom F выполняется 
F (z) €EE £p, то (3 называем неподвижной точкой для F. Ре­
шающую роль в проверке аксиомы подстановки в L* иг­
рает 

ТЕОРЕМА 3.3 (о неподвижной точке). Для любого 
набора функционалов G0, Gx, . . ., Gk, определимых в L*, 
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и любого а Ez Q найдется ординал р > а, Р ЕЕ й, являю­
щийся неподвижной точкой для каждого из G\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о использует две вспомога­
тельные леммы. 

ЛЕММА 3.3а. Если функционал F: со -> Q опреде­
лим в L*, то найдется ординал а ЕЕ й такой, что 
rng F cz a. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное. 
Тогда будет L* = (Jne(0L^(n). Для каждого ^ Е ш через 
gn обозначим наименьшую в смысле <̂  * из таких функ­
ций g ЕЕ £*, что dom g = со и LF(T?) cz rng # (такие функ­
ции существуют по 3.2д). Если I = 2п (2т + 1 ) — 1, 
то положим G (I) = gn (m). 

По выбору gn имеем: G — функционал из со на L*. 
Кроме того, G определим в L*, что следует из 3.2е и опре­
делимости F H < ( * . 

Если теперь Q = On, то в силу транзитивности L* 
класс L* будет множеством по лемме 1.2. Значит, и класс 
On (с: L* по 3.26) является множеством по аксиоме вы­
деления, что невозможно. 

Если же Q ЕЕ On, то L* = LQ, И ИЗ 2.5 и определимо­
сти G следует G ЕЕ LQ+i. Таким образом, Q ЕЕ Q по опре­
делению Q, что невозможно. Лемма доказана. 

ЛЕММА 3.36. Если функционал F определим в L*, 
и х ЕЕ L*, то найдется такой ординал а ЕЕ &,что мно­
жество F"x = {F (и): и ЕЕ х f) dom F) включено в La. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности 
предполагаем, что dom F = L*. Согласно 3.2д, найдется 
функция g ЕЕ L* такая, что dom g — со и х cz rng g\ 
Для каждого п через G (п) обозначим наименьший из та­
ких ординалов у ЕЕ й, что F (g (п)) ЕЕ Ly. Тогда G бу­
дет функционалом из со в Q, определимым в L* по выбору 
F и в силу 3.2е, так как g ЕЕ L* (отметим, что Q cz L*, 
3.26). Применение предыдущей леммы и 2.3г завершает 
доказательство. 

Вернемся к доказательству теоремы 3.3. Согласно лемме 
3.36, для каждого ординала у ЕЕ й можно подобрать 
S ЕЕ £2, б ;> у так, что Gi"Lv cz L6 для всех i <^ /с. Через 
G(y) обозначим наименьший из таких ординалов б. Опре­
делим теперь F (0) = ос, и далее F (п + 1 ) = G (F (п)) 
индукцией по п. Функционал F: со —>- Q определим в L* в 
силу 3.2е и выбора 6^. Поэтому, по лемме 3.3а, ординал 
Р = U rng F принадлежит Q. Этот ординал |3 и будет, 
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очевидно, неподвижной точкой для всех Gi, удовлетво­
ряющей неравенству р ;> а. Теорема доказана. 

Пусть хг, . . ., хт — все свободные переменные фор­
мулы ф (хг, . . ., хт), не имеющей параметров. Скажем, 
что ординал Р Е Й отражает ф, если для всех рг, . . . 
• . ., рт €Е Lp выполняется эквивалентность 

ФЬР (Pl> . . ., рте) *-* 9L*.(plf . . ., рт). 
С л е д с т в и е 3.4 (принцип отражения). Если фор­

мула ф не содержит параметров, и а ЕЕ й, то найдется 
ординал р ЕЕ £2, Р > а, отражающий ф. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности, 
считаем, что ф не содержит квантора V (в противном слу­
чае V можно заменить на | 3 1). Пусть я|)0, . . ., % —г 
список всех подформул формулы ф, начинающихся с 3 
(сама ф считается своей подформулой). Каждому i <^ к 
сопоставим функционал 6?$ следующим образом. 

Пусть % есть 3j/% (*Л х\-> • • •» #m) (х и w> естественно, 
зависят от i). Если кортеж р = (рг, . . ., рт) Е= L* таков, 
что существует множество g E L * , удовлетворяющее 
XL* (?» Pi* • • •» Pm)i т о через Gi (p) обозначим наименьшее 
в смысле < * из таких q. Каждый функционал G* опре­
делим в L*, так как порядок <С* определим в L*. 

По теореме 3.3, найдется ординал р Е Й , Р > а, яв­
ляющийся неподвижной точкой для каждого 6^. Теперь 
индукцией по числу логических символов в подформуле 
нетрудно проверить, что р отражает каждую подформулу 
формулы ф, и в частности, отражает ф, что и требовалось. 

С л е д с т в и е 3.5. Если а Е Й , и X c i a является 
классом в L*, то X ЕЕ L* (аксиома выделения в L*). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть формула ф (у, хг, . . . 
. . .,. хт) без параметров, и множества рх, . . ., рт Ez L* 
таковы, что 

X = {у е L*: фь* (у, рх , . . ., Рт)}. 
По следствию 3.4, найдется ординал р ЕЕ Й, Р > а, отра­
жающий ф и такой, что все р$ принадлежат Lp. Тогда 

X = {У е Ьр: фЬР (i/, р ь . . ., pm)}, 
т. е. X определимо в Lp. Применение лемм 2.5 и 3.1 за­
вершает доказательство. 

Уже собран весь необходимый материал для д о к а ­
з а т е л ь с т в а а к с и о м ы п о д с т а н о в к и в L*. 
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Пусть функционал F определим в L*, и х ЕЕ Ь*, х С 
с dom F. Нужно доказать, что F"x ЕЕ L*. Но по лемме 
3.36 найдется ординал а ЕЕ й такой, что F"a; £ La . Теперь 
искомое следует из 3.5. 

Итак, в (классе или множестве) L* истинны все аксио­
мы теории ZF" (можно показать, что в L* истинны также 
аксиома выбора и аксиома конструктивности). Факти­
чески, этот результат можно переформулировать так: если 
к* (х) — формула, канонически определяющая класс L* 
в виде L* — {х: X* (я)}, то, какова бы ни была аксиома ср 
теории ZF", релятивизация ф к формуле X* (х) доказуе­
ма в Г. Это и означает, что теория ZF" интерпретируема 
в Т. Соединяя этот результат с теоремой 1.1, получаем 
доказательство теоремы из введения. 

Автор глубоко признателен А. Г. Драгалину за об­
суждение работы и ценные замечания. 
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