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К ПРОБЛЕМАМ Н. Н. ЛУЗИНА О ВЛОЖИМОСТИ 
И РАСЩЕПЛЕНИИ ПРОЕКТИВНЫХ МНОЖЕСТВ 

В. Г. Кановей 

§ 1. Постановка проблем и основные результаты. 
Пусть со = {0, 1, 2, . . .} — натуральный ряд, и / = 
= с̂о = {х: х есть функция из со в со} — пространство 
Бэра [1, стр. 154] (гомеоморфное множеству всех ирра­
циональных точек числовой прямой). Проективные под­
множества пространств /m , m > 1, получаются из откры­
тых в этих пространствах множеств повторным примене­
нием двух операций: дополнения и проекции. Допол­
нением множества Х с / т называется разность 1т — X. 
Проекцией множества Р с : Im+l называется множество 

пр Р = «а?!, . . ., хт}: Зу (Oi, . . ., хт, у) е Р)}. 
Проективные множества организованы в проективную 

иерархию, образованную классами 2„, П^, Ап. Опреде­
ление этих классов проходит индукцией по п ЕЕ со (см. 
[2, гл. 8, § 2]): 

Sj есть совокупность всех открытых подмножеств 
пространств вида 1т\ 

Лх
п есть совокупность всех дополнений множеств 

класса 2^; 
Sn+i есть совокупность всех проекций множеств 

класса П^; 
М = si n ni. 
Множество называется проективным, если оно при­

надлежит одному из проективных классов. В классической 
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Системе обозначений Н. Н. Лузина [3, стр. 586] классы 
2п» 

Ап имели обозначения Ап, САп, Вп соответст­
венно. 

Множество Р с : Р называется однозначным, если 
каждое его вертикальное сечение Рх = {у: <#, г/> ZE Р) 
содержит не более одной точки, и называется счетнознач-
ным, если каждое Рх не более чем счетно. Теория одно­
значных и счетнозначных множеств первого уровня про­
ективной иерархии приняла законченный вид в гл. IV 
Лекций об аналитических множествах и их приложениях 
Н. Н. Лузина (в [3 стр. 189—224]). Там доказано, в част­
ности, что каждое однозначное (или счетнозначное) 
множество класса 2} можно вложить в однозначное (соот­
ветственно счетнозначное) ^-множество. Кроме того, 
каждое счетнозначное множество класса А\ (или класса 
2}) можно представить в виде объединения счетного 
числа однозначных множеств того же класса А} (соот­
ветственно класса 2}). Доказательства этих результатов 
см. также [4, стр. 72—82] и [5, § 1]. 

Дав определение проективных классов, Н. Н. Лузин 
[3, стр. 230—242] ставит ряд вопросов, общий смысл 
которых сводится к следующему: можно ли перенести 
некоторые теоремы о проективных множествах первого 
уровня проективной иерархии на более высокие уровни? 
Среди этих вопросов — вопросы о справедливости при 
различных значениях п следующих четырех предложений: 

1.1. Каждое однозначное ^-множество можно вло­
жить в однозначное множество класса Ап. 

1.2. Каждое счетнозначное ^-множество можно вло­
жить в счетнозначное множество класса Ап. 

1.3. Каждое счетнозначное Ап-множество является 
объединением счетного числа однозначных множеств клас­
са Ап. 

1.4. Каждое счетнозначное Пп^-множество является 
объединением счетного числа однозначных множеств 
класса П ^ . 
(Последнее предложение сформулировано Лузиным для 
класса САП, т. е. Пп; сдвиг на 1 в нашей формулировке 
сделан для единообразия формулировок основных ре­
зультатов.) 
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При п = О предложения 1.1, 1.2, 1.3 тривиально ис­
тинны, так как счетнозначное открытое множество может 
быть только пустым множеством, а предложение 1.4 не 
имеет смысла. Впрочем лузинские постановки не затра­
гивают случая п = 0: иерархия классов Ап, САп, Вп 
по определению начиналась с п = 1. 

Как было отмечено выше, доказательство истинности 
первых трех предложений при п = 1 содержится в [3]. 
Об истинности или ложности предложения 1.4 при 
п = 1 (т. е. о возможности представить каждое счетно­
значное замкнутое множество в виде объединения счетного 
числа однозначных замкнутых множеств) автору ничего 
не известно. П. С. Новиков и Л. В. Келдыш [6] указали, 
что предложение 1.1 ложно при п = 2. Остальные вопро­
сы оставлены в [6] открытыми даже для случая п = 2. 
Вопрос о справедливости предложения 1.4 при п = 2 
выделен А. А. Ляпуновым [4, стр. 72]. Мы доказываем, 
что при п = 2 ложно каждое из предложений 1.2, 1.3, 
1.4: 

ТЕОРЕМА 1. Существует однозначное ^-множество, 
которое нельзя вложить ни в какое счетнозначное множе­
ство класса Н\. 

ТЕОРЕМА 2. Существует счетнозначное П^ ~мноэюе~ 
ство, не являющееся объединением счетного числа одно­
значных множеств класса ^1 (и тем более классов A\ull\). 

Что касается значений п > 3, то мало надежды раз­
решить вопросы об истинности рассматриваемых предло­
жений в классическом смысле, т. е. доказать или опро­
вергнуть их средствами аксиом ZF или ZFG (теория мно­
жеств Цермело — Френкеля без аксиомы выбора АС или 
с АС соответственно [2], [7], [8]). Поддается исследова­
нию лишь вопрос о непротиворечивости этих предложений 
и их отрицаний. 

Наиболее простой способ доказательства непротиво­
речивости состоит в выводе рассматриваемого предложе­
ния из аксиомы конструктивности V = L (об этой аксио­
ме см. 12, гл. 51, или [7], [8]). Эта аксиома не противоре­
чит аксиомам ZFC, ввиду чего любое ее следствие также 
не противоречит ZFC. 

В работе [6] отмечено, что^аксиома V = L влечет от­
рицание предложения 1.1 для всех п, «начиная с некото­
рого N ^ 3». 
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ТЕОРЕМА 3. Если п ^ 3 и выполняется V = L, то 
существует однозначное Ип-множество, которое нельзя 
вложить ни в какое счетнозначное множество класса П^-

ТЕОРЕМА 4. Если п^ 3 и выполняется V = L, то 
существует счетнозначное П\-Гмножество, не являющееся 
объединением счетного числа однозначных множеств 
класса 2,}. 

Таким образом, аксиома конструктивности влечет 
ложность предложений 1.1—1.4 для всех п ^ 3. Следо­
вательно, отрицания этих четырех предложений не про­
тиворечат ZFC при п :> 3. Иными словами, средств си­
стемы ZFC недостаточно для того, чтобы доказать одно 
из этих предложений для какого-нибудь п > 3. Следую­
щая теорема дает непротиворечивость отрицаний 1.3 и 
1.4 даже в более сильном виде, чем это обеспечивается 
теоремами 2 и 4. 

ТЕОРЕМА 5. Предположим, что гипотеза о существо­
вании строго недостижимого кардинала не противоречит 
теории ZFC. Тогда этой теории не противоречит и пред­
ложение о том, что существует счетнозначное Ill-мно­
жество, не являющееся объединением счетного числа од­
нозначных проективных множеств любого класса. 

Определение строго недостижимого кардинала можно 
найти в [2, гл. 3] или в [7, гл. 9], где также объясняется 
естественность гипотезы о его существовании. Теорему 
5 мы доказываем с помощью модели Леви — Соловея 
[9], в которой все проективные множества измеримы по 
Лебегу. Эта модель используется и в доказательстве сле­
дующей теоремы, дающей непротиворечивость предло­
жения 1.2 при любом тг> 3. 

ТЕОРЕМА 6. В условиях теоремы 5 теории ZFC не 
противоречит предложение о том, что каждое счетно­
значное проективное множество можно вложить в счет­
нозначное множество класса 2 ^ 

Непротиворечивость самих предложений 1.1, 1.3, 1.4 
(а не их отрицаний) остается открытой проблемой. 

Если отказаться от полной аксиомы выбора АС, 
заменив ее принципом зависимого выбора DC, постули­
рующим возможность счетной последовательности выбо­
ров в случае, когда непустое множество, из которого 
производится п-й выбор, зависит от предыдущих выборов 
[2, гл. 2], [8], то теоремы 5 и 6 можно усилить; 
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ТЕОРЕМА 7. В условиях теоремы 5 предложение о су­
ществовании счетнозначного Н[-множества, не являю­
щегося объединением счетного числа любых однозначных 
множеств, не противоречит теории ZF + DC. 

ТЕОРЕМА .8. В условиях теоремы 5 предложение 
о том, что каждое счетнозначное множество можно 
вложить в счетнозначное ^-множество, не противоре­
чит теории ZF + DC. 

Нетрудно убедиться, что предложения, о которых 
идет речь в теоремах 7 и 8, противоречат более сильной 
теории ZFC. 

Содержанием предлагаемой статьи является доказа­
тельство теорем 1—8. 

§ 2. Основные факты, используемые в доказательст­
вах теорем 1—4. Мы используем обозначения 2*, Пп, 
An и 2п р, IU р, An р (где р ЕЕ I) для классов эффективной 
иерархии, см. [2, гл. 8], или [7, гл. 7]. В известном смыс­
ле 2п есть совокупность всех 2П-множеств с рекурсив­
ным кодом, а 2П ' р , есть совокупность всех 2п-множеств, 
код которых рекурсивен относительно р. Классы эффек­
тивной иерархии содержат подмножества пространств 
вида 1т X со* (где щ, /с G (о), а не только подмножества 
пространств 1т. Заметим, что если X ЕЕ 2 П , ТО X ЕЕ 
Ei 2 ^ для подходящего р ЕЕ I и аналогично для П и А-

I Принципом униформизации для класса Г называется 
утверждение о том, что для каждого множества Р cz P 
класса Г найдется такое однозначное множество Q cz P 
того же класса Г, что пр Q = пр Р. Следующая теорема 
униформизации Новикова — Кондо — Аддисона доказа­
на, например, в [2, гл. 8], или в [7, гл. 7]. 

2.1. ТЕОРЕМА. Пусть р е= / . Тогда принцип уни­
формизации справедлив для класса И\'р, а также для 
класса П\. 

2.2. С л е д с т в и е . Если р ЕЕ I, то принцип уни­
формизации справедлив для класса 2а'р . Он также спра­
ведлив для класса Sj . 

2.3. С л е д с т в и е . Если р ЕЕ I и множество X cz 
cz / класса %\'р не пусто, то найдется А{'р-точка 
х е X. 

Для доказательства 2.3 нужно применить 2.2 к мно­
жеству {а} X X, где а = со X {0} ЕЕ / . Доказательство 
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2.2 достигается применением теоремы 2.1 к множеству 
Q с : Р класса П}'р (или П|), проекция/пр^ которого 
равна G"P, где Р cz Р — данное множество класса 
2 а'р (или 2а)? a G — канонический гомеоморфизм / -
на / , определяемый условием 

z=G(z,y)++ V i (z (2i) = ^ ( i ) A 2 ( 2 f + l) = j / (I)). 
Подробнее см. [2, гл. 8, § 4]. 

Класс Z, Ы всех множеств, конструктивных относи­
тельно данной точки х ЕЕ I, есть наименьший класс, 
содержащий х и все ординалы, и являющийся моделью 
ZFC (см. [5, § 2], или [8]). Каждому х ЕЕ I можно сопо­
ставить бинарное отношение <сх на / так, что будут вы­
полняться следующие три условия (см. [5, § 2]). 

2.4. <сх является полным упорядочением множества 
L [x] f] / по типу ^ (а±. 

2.5. {{х, у, z): у <xz} e 2J. 
2.6. £Vvm п^> 2, р ЕЕ I и отношение Q (х, у, z, w, , . . ) 

принадлежит классу АпР, то отношения 
Эг/ <*z# (Л, г/, 2, w, . . .), Vy<xzQ (х, у, z, w, . . .) 

принадлежат тому же классу Ап* p. 
Следующая теорема, называемая обычно в литературе 

теоремой униформизации Аддисона, доказывается с по­
мощью 2.4—2.6 выбором <С(ох{о> — наименьшей точки 
в каждом вертикальном сечении. 

2.7. ТЕОРЕМА. Пусть р £Е I, и > 2 и выполняется 
V = L. Тогда принцип униформизации справедлив для 
классов АпР и An* 

2.8. С л е д с т в и е . В условиях 2.7 принцип унифор­
мизации справедлив для классов Ип*v и Лп* 

2.9. С л е д с т в и е . В условиях 2.7 каждое непустое 
Зп1}-множество X cz I содержит An

tV-точку х Ez X. 
Вывод 2.8 и 2.9 из 2.7 ничем не отличается от вывода 

2.2 и 2.3 из теоремы 2.1. 
2.10. С л е д с т в и е . Если у <xz, то у ЕЕ А\9 ***. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого и ЕЕ I поло­

жим | и | = {(и)т- ™> S со} — {(и)0}, где (и)т^1 дается 
равенством (и)т(А) = и (2т (2Л + 1) — 1). Следующее 
множество 

U = {и е / : и = {и;: и? <*z}} 
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непусто согласно 2.4 и принадлежит Д2' x'2 согласно 2.5 
и 2.6. Следовательно, в силу 2.3 найдется точка и £ ( / 
класса A\tX'z. Но у = {и)т для некоторого т. 

2.11. ТЕОРЕМА. Пусть х ^ I и у есть замкнутая 
^-формула с параметрами из L [х]. Тогда справедлива 
эквивалентность 

(ф истинна) <-> (ср истинна в L [х]). 

Эта теорема является специальным случаем принципа 
абсолютности Шенфилда (см. [7, стр. 457], или 15, § 2]). 
2п-формулой называется всякая формула вида (Л|), где 
кванторная приставка Q состоит из чередующихся кван­
торов 3 и V в числе п + 1, из которых самый правый по 
со, все остальные — по / , а самый левый квантор Q есть 
квантор 3 (по / ) ; наконец, г|) должна быть рекурсивной 
формулой (с переменными как по со, так и по / ) . Понятие 
Пп-формулы вводится аналогично, только кванторная 
приставка должна начинаться с V. 

Класс 2 п Р образован в точности теми множествами, 
которые можно определить с помощью 2п-формулы с един­
ственным параметром р. 

2.12. С л е д с т в и е (из 2.11). Если х ЕЕ I и множе­
ство и с : со принадлежит классу 2 ^ х , то и ЕЕ L [х] и 
в L [х] истинно и Е $ Х ' 

§ 3. Доказательство теорем 1 и 3. В соответствии с 
2.2 и 2.8, достаточно доказать, что если п !> 2 и принцип 
униформизации имеет место для класса Si, то сущест­
вует однозначное Sn-множество, которое нельзя вложить 
ни в какое счетнозначное множество класса П». Доказа­
тельство этого утверждения начнем с ^-множества 
U с : /3 , универсального в том смысле, что 

(*) для каждого Sn-множества Х с / 2 найдется точка 
х ЕЕ / такая, что X = {{у, z> : <#, у, z> ЕЕ U). 

О существовании универсальных множеств см. [2, 
гл. 8]. 

Множество Z = {<#, zy : <#, х, z> ЕЕ U} также при­
надлежит классу 2„. Значит, согласно нашему предполо­
жению найдется однозначное 2п-множество Р cz Z такое, 
что пр Р = пр Z. Покажем, что это множество Р и яв-
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ляется искомым, т. е. что его нельзя вложить в счетноз-
начное 11п-множество. 

Предположим противное: Р cz Q, где множество Q cz 
cz Р класса Пп счетнозначное. Разность X = Р — Q 
принадлежит 2П. Поэтому в силу (*) найдется точка 
х ЕЕ / такая, что Хх = Z .̂. Но из включений Р cz Q и 
f c Z следует Р* с (?ж [ | ZX1 т. е. Р л cz Qx f] Xx no 
выбору х. Значит, Рх пусто, так как X = Р — Q. Тем 
самым и Хд. = Z^ — пустое множество ввиду того, что 
пр Р = пр Z. Но этого не может быть, поскольку X есть 
дополнение счетнозначного множества. Полученное про­
тиворечие заканчивает доказательство теорем 1 и 3. 

§ 4. Доказательство теорем 2 и 4. В соответствии 
с условиями этих теорем, фиксируем натуральное n ^ 2 
и предполагаем, что выполняется следующее условие: 

4.1. Либо п= 2, либо гс > 3 Д V = L. 
В этом предположении вначале будет построено счет­

нозначное множество класса 2̂ > не расщепляющееся 
на счетное число однозначных 2п-множеств. На протяже­
нии § 4 буквы х, г/, z, w обозначают точки пространства / , 
а буквы А, /, т — натуральные числа. 

Используя подходящий вариант теоремы об универ­
сальном множестве [2, гл. 8, § 4], можно подобрать 2П-
формулу 6 (к, х, /), универсальную в смысле такого 
утверждения: 

4.2. Ко всякому х ЕЕ I и всякому 1^-множеству 
м С о) найдется такое А: е со, что и = {I: 6 (А, х, /)}. 
Через fax (ЕЕ (02) обозначим характеристическую функ­
цию множества {/: 0 (А, х, /)}, и рассмотрим множество 

и = {<*,/**>: ^ е / Д ^ е со}. 
Множество U очевидно счетнозначно. Следующие две 
леммы показывают, что оно как раз и образует искомый 
пример. 

4.3. ЛЕММА. U не является объединением счетного 
числа однозначных множеств класса 2П. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть напротив, U = 
= Um£(o^m) гДе каждое множество Um однозначно и 
принадлежит классу 2П. Найдется х ЕЕ I такое, что все 
Um являются 2П' ̂ -множествами. Рассмотрим произволь­
ное множество w c со такое, что ^ б Й * - An' x. Харак-
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теристическая функция / множества и принадлежит 
сечению Ux по определению U и в силу 4.2. Следовательно, 
/ принадлежит одному из множеств Umx = {у : <#, у} ЕЕ 
ЕЕ С^т}- Но Umx является 2П'^-множеством с не более 
чем одной точкой. Следовательно, f ЕЕ An* в силу 2.3 
или 2.9 (при тг = 2 и при w > 3 Д 7 = I соответст­
венно). Стало быть, и множество и = {I : f (I) = 1} 
принадлежит классу An*» что противоречит выбору и. 

4.4. ЛЕММА. U является ЪЛ
п-множеством. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будучи 2п-формулой, фор­
мула 0 имеет вид Э^ф (у, &, х, Z), где я|) есть Пп^-форму-
ла. Через \|з* (z, у, /с, х, I) обозначим формулу, получен­
ную из г|) релятивизацией к множеству pred x (z) = 
= {w : w<Cxz), т. е. заменой всех кванторов 3w, Уw 
(по /) на 3w <Cxz, Vu? < x z соответственно. Через f\x 
обозначим характеристическую функцию множества 
{I : 0* (z, /с, х, Z)}, где 0* есть формула 3y<*zi|)* (z, У-> 
/с, х, I), 

Каждой точке х ЕЕ I сопоставим множества 

Ех= {zG L [х] : V/c, Wy<xz 
(Ф* (z, z/, /с, ж, Z) «-> г|) (у, /с, х, /))}, 

£* ^ {у EEi 1\ у можно определить формулой, являю­
щейся конъюнкцией 2п-формулы с параметром х 
и Пп-формулы с параметром #}, 

D « = { ! / E / : ! / e A ! l ' J } ( c S I ) . 

Доказываются следующие четыре утверждения: 
(1) Если к е= со, a; GE / , z^Ex и Z)^ с : pred^z), 

ТО /kac = /L-
(2) Если (о:, />е«7 , то /e*S*. 
(3) Если а; Е / , то найдется такое z ЕЕ Ех, что £ х с : 

с pred x (z). 
(4) Множество {(a;, z): х ЕЕ I /\ z ЕЕ Ех} принадле­

жит 2П. 
Д о к а з а т е л ь с т в о (1). По определению 2?я, 

достаточно доказать эквивалентность 
Зу<9с2Д|) (г/, Л, г, /) <-* З^ф (г/, Л, ж, /). 
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Импликация слева направо очевидна. Докажем обрат­
ную импликацию. Пусть 3yty(y, к, х, I). Тогда Под­
множество Y = {у : i|) (у, /с, х, I)} непусто. Следователь­
но, Y содержит Дп'^-точку у е Y в силу 2.3 или 2.9. 
Тогда yE=Dx, и поэтому y<ixz согласно формулировке (1). 

Утверждение (2) очевидно из определения U и того 
обстоятельства, что 9 есть 2п-формула. 

Д о к а з а т е л ь с т в о (3). Согласно предположе­
нию 4.1, возможны два случая: п ;> 3 Д V = L, или 
п = 2. 

Случай 1: г г > 3 и F = Z. Рассмотрим ^ - н а ­
именьшую точку г Е / такую, что 2 ^ Дп+i- Вслед­
ствие 2.10 множество pred^ (z) есть в точности совокуп­
ность всех Дп'+1 — точек w ЕЕ I. Отсюда немедленно 
получаем S xcz pred* (z). Кроме того, стандартные теоре­
тико-модельные рассуждения позволяют вывести из 2.9, 
что если замкнутая 2п+г-формула ф имеет параметры 
только из множества predoc(z), а ф* получается релятиви­
зацией ф к множеству predx (z), то имеет место экви­
валентность ф <-> ф*. Отсюда следует z €= Ех. 

Случай 2: п = 2. Рассуждая в L [х] аналогично слу­
чаю 1, находим z ЕЕ L [x] f] I такое, что Sx^ сг 
с : predx (z)LM и £ ЕЕ Й м , где SX

M есть «множество 5Х , 
определенное в L Ы», и т. п.. Но из 2.11 следует SX

M = 
= б'зс, а из 2.5 и 2.11 получаем predx (z)x

M = predx (2). 
Последнее равенство и теорема 2.11 (для формулы я|)) при­
водят к соотношению J?^*"1 — #*• Итак, г Е ^ и 5 х С 
с : pred* (z). 

Наконец, доказательство утверждения (4) получается 
непосредственным анализом определений с помощью 2.6. 
Вместо z Е I [а;] нужно записать z < хх\/ х <Cxz \/ x ~ 
= z и воспользоваться утверждением 2.5. Фактически, 
если п ]> 3, то множество (4) принадлежит даже классу 
An, но это нам не понадобится. 

Продолжая доказательство леммы 4.4, дадим доказа­
тельство такого равенства: 

(5) U = {<*, />: №z {z(=Ex/\f<xz/\f = /L)}. 
Пусть <£, /> Е Р , т. е. / = / ^ для некоторого к. 

Согласно (3), существует точка zEE:Ex такая, что Sx cz 
с : pred* (z). Тогда / = /L в силу (1), и / < * z в силу (2). 
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Обратно, пусть z ЕЕ Ехи f = flx < x z. Если при этом 
Dx с : predx (z), то из (1) следует / = /L, т. е. (х, / > Е Р 
по определению. Пусть теперь .D^ С£ predx (z). Возьмем 
yEzDx так, чтобы ^ у < xz. Заметим, что z E i b l , 
так как z ЕЕ ^х- Кроме того, у ЕЕ L [х] (в случае F = L 
это очевидно, а в случае п — 2 следует из 2.12, поскольку 
у ^ Dx означает, что у ЕЕ Л**'*)- Значит, z < г̂/, откуда 
/ < х г/, и, наконец, / е Л2'*,У ввиду 2.12. Но г/ е An*. 
Следовательно, /ЕЕ Ап*> т. е. / есть характеристическая 
функция Дп' ̂ -множества {1: f (I) = 1}. Это и дает <#, /> ЕЕ 

Равенство (5) доказано. Теперь лемма 4.4 без труда 
выводится из (5) и (4) с помощью 2.5 и 2.6. 

Таким образом, в предположении 4.1 мы имеем счет-
нозначное 2п-множество С/, не являющееся объединением 
счетного числа однозначных 2п-множеств. Покажем, как 
из этого множества можно получить П^-множество с та­
кими же свойствами. 

4.5. П р е д л о ж е н и е . В условиях 4.1 каждое 
^-множество является проекцией однозначного множест­
ва класса IIn-i. 

В случае п = 2 это предложение элементарно вытека­
ет из 2.1. В случае п ^ 3 Д V == L оно доказано в [5, 
§ 2]. 

Применим 4.5 к 2п-множеству G"U (определение го­
меоморфизма G: I2 на / см. § 2). Пусть однозначное П^-г 
множество Q cz P таково, что G"U = np Q. Множество 

Р = {(х, G (у, z)>: «? (х, у), z) ЕЕ <?} 
принадлежит классу ППН1, будучи непрерывным прооб­
разом Q (ведь G непрерывно в обе стороны). Из счетно-
значности U и однозначности Q тривиально следует счет-
нозначность Р. Наконец, если бы Р являлось объедине­
нием (Jw e ( 0Pm однозначных Еп-множеств Р т , то, опреде­
лив 

Um = « я , уу. lz «я , G (у, z)> ЕЕ Лп)}, 
мы получили бы U = IJmea) Um, и каждое Е7т однозначно 
и принадлежит классу 2П, что противоречит лемме 4.3. 

Доказательство теорем 2 и 4 закончено. 
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4.6. З а м е ч а н и е . Если п ^ 2 и выполняется ак­
сиома конструктивности V = L, то каждое счетнозначное 
Sn-множество Р cz P является объединением счетного 
числа однозначных Д^+1 — множеств. В самом деле, мно­
жество W = {(х, у): Рх= \ у |} принадлежит классу 
An+i (точнее, является пересечением Si — множества 
с 1Ц-множеством). Согласно 2.7, найдется однозначное 
An+i-множество Q cz W такое, что пр Q = пр W. Для 
каждого т ЕЕ со положим 

Pw = Р п {<*, Ыт>: <*, */> е Q Л ™ е со}. 
Все множества Рш однозначны, принадлежат классу Ai+1, 
а их объединение совпадает с данным множеством Р. 

§ 5. Доказательство теорем 5 и 6. Несколько слов о 
модели Леви — Соловея [9], используемой в доказатель­
ствах этих теорем. Фиксируется счетная транзитивная 
Е=-модель М теории ZF + V = L со строго недостижи­
мым в М кардиналом Q ЕЕ М. Каждую счетную транзи­
тивную модель М' теории ZFC такую, что М cz M' и Q 
остается строго недостижимым в М' кардиналом, называ­
ем Q — моделью. В частности, сама М есть Q — модель. 

Множество £Р (в [9] оно обозначено через SPQ) СОСТОИТ 
из всех конечных множеств р cz Q х со X Q таких, что 
у а < й (множество {<&, |3>: <а, /с, Р ) Е р } 

есть функция). 
Множество SP упорядочивается обратно включению: р ^ 
4^ q <r+ q cz р. Оно принадлежит каждой Q-модели. 

Множество D cz J5 называется плотным в SP, если для 
каждого р ЕЕ 9* найдется такое q ЕЕ D, что q *С р. 

Пусть М' есть Q-модель. Множество G cz 5s называет­
ся SP — генерическим над М' при выполнении следующих 
трех условий: 

l)pEEeF>/\qEEG/\p>q->PEEG, 
2)\/p,qEEG 3 r E G (r<pAr<q), 
3) если множество D ЕЕ М', D cz $> плотно в ёР, то 

пересечение G f] D непусто. 
В этом случае существует обозначаемая через М' [G] 

наименьшая счетная транзитивная ЕЕ-модель теории ZFC, 
содержащая все множества из М' и множество G. Эта мо­
дель и есть генерическое расширение Леви — Соловея 
модели М'', 
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5.1. П р е д л о ж е н и е [9, следствие 3.5, стр. 17], 
Пусть G' cz «Э5 является ^Р-генерическим множеством 
над Q-моделъю М', а точка f EH M' [G'] П / является 
М'-определимой в М' [G'\ {т. е. f определима в М' [G'] 
некоторой ^-формулой с параметрами только из М'). 
Тогда f e M'. 

5.2. П р е д л о ж е н и е [9, рассуждения 1.7—1.11, 
стр. 42—46]. Если М' и G' таковы, как в 5.1, и множест­
во X G М' [С], X с : / является М'-определимым 
в М' [6?'], u X g М\ то X несчетно в М' [G']. 

С этого момента фиксируем З^-генерическое над М 
множество G с : $>. Покажем, что модель N = М [G] 
является искомой для теорем 5 и 6 в смысле следующей 
теоремы: 

5.3. ТЕОРЕМА. В N истинны такие два предложе­
ния: 

(А) Существует счетнозначное П\-множество, не яв­
ляющееся объединением счетного числа однозначных проек­
тивных множеств. 

(Б) Каждое счетнозначное проективное множество 
можно вложить в счетнозначное ^-множество. 

Доказательство теоремы 5.3 известным способом [10, 
стр. 273—275] может быть преобразовано в доказательство 
теорем 5 и 6. Доказательство теоремы 5.3 начнем с форму­
лировки еще одного предложения, собирающего несколь­
ко свойств моделей Леви — Соловея, доказанных в [9]. 
Доказательства предложений 5.1, 5.2, 5.4 содержатся 
также в [5, § 4]. 

5.4. П р е д л о ж е н и е , (а) [9, п. 1.4, стр. 5]. N 
есть счетная транзитивная ЕЕ-моделъ теории ZFG с тем 
же ординальным рядом, что и М. 

(б) [9, следствие 2, стр. 16]. Если х Ez N f] I, то Q 
остается недостижимым кардиналом в М [х], т. е. М [х] 
будет Q-моделъю. Кроме того, М [х] f] I счетно в N. 

(в) [9, п. 4.1, стр. 18]. Если х ЕЕ N (~) I, то существу­
ет такое ^-генерическое над М [х] множество G' с : ^ , 
что N = М [x][G'l 

Смысл утверждений (б) и (в) состоит в том, что модель 
N устроена одинаково относительно всех своих подмоде­
лей вида М Ы, х ЕЕ / . 

5.5. С л е д с т в и е . Если х, f ЕЕ N \~] I и точка / 
является М [х]-определимой в N, то / ЕЕ М [х]. 
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5.6. С л е д с т в и е . I ели х ЕЕ N f] I U множество 
X Е= N, X с : / счетно и М [х]-определимо в N, то X cz 
е м [х]. 

Доказательство следует из 5.1, 5.2, 5.4. 
5.7. ЛЕММА. Пусть х, у <= N Г) I. Тогда 

у Ez М [х] <-> в N истинно у ЕЕ L [х]. 

Доказательство тривиально: раз в М истинна аксиома 
конструктивности V = L по предположению, то М есть 
совокупность всех конструктивных в N множеств. 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения (А). Рассмот­
рим множество 

U = {(х, у): х, у ЕЕ N Л / Л У е М Ы} . 

5.8. ЛЕММА. U есть счетнозначное ^-множест­
во в N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Счетнозначность U следует 
из 5.4 (б). Далее, в силу 5.7 в N истинно U = {<#, у}: 
у ЕЕ L Ы} , ввиду чего U ЕЕ ^1 в N выполняется согласно 
2.5 (запись у ЕЕ L [Х] следует заменить на у < х х V # < 
< * г/ V * = У)-

Остается проверить,^ что U не является в N объедине­
нием счетного числа однозначных проективных множеств. 
Мы докажем более сильное утверждение, для формули­
ровки которого необходимо ввести одно понятие. Мно­
жество X ЕЕ N называется М — /-определимым в N, 
если X определимо в N некоторой ЕЕ-формулой с пара­
метрами только из М [J (N f~) I). В модели N каждое 
проективное множество и любая счетная последователь­
ность проективных множеств являются М — /-определи­
мыми. 

5.9. ЛЕММА. Пусть (Рт : т е со> е N есть М — 
— I-определимая в N последовательность однозначных 
множеств Рт cz / . Тогда U Ф \}т&йРт-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, напротив, U совпа­
дает с объединением множеств Рт. Все параметры р ЕЕ / , 
фигурирующие в определении последовательности мно­
жеств Рт, можно заменить некоторым одним параметром 
х е N П I- Пусть и = {т е со: Зу «я , г/> е ^т)}- Для 
каждого т ЕЕ со существует и единственна точка г/ такая, 
что <#, г/> £ЕРт. Обозначим ее через ут. По предположению 
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противного, имеем равенство 
Ux = {ут: т е о}. 

Согласно выбору х, последовательность <Pm: m Е= 
ЕЕ со> является М Ы-определимой в iV. Поэтому и после­
довательность (ут: т ЕЕ <£>} будет М [^-определимой в 
N. Следовательно, характеристическая функция / Е й 2 
множества 

{2т.3*.5*: m&u/\k^(o/\i = ym (к)} 
также М Ы-определима в N. Таким образом, / Е М Ы 
в силу 5.5. Отсюда нетрудно вывести, что (ут\ т ЕЕ со) ЕЕ 
G: Af Ы и что множество С/х = {ym: иг G- СО} принадле­
жит М [х] и счетно в М [х]. Но U х = М [х] (~) I по оп­
ределению U. Получилось противоречие с теоремой Кан­
тора в М [х]. 

5.10. С л е д с т в и е . U не является в N объединени­
ем счетного числа однозначных проективных множеств. 

Теперь доказательство утверждения (А) получается 
из 5.8 и 5.10 с помощью теоремы 2.1 совершенно анало­
гично тому, как мы получили в § 4 доказательство теоре­
мы 2 из лемм 4.3 и 4.4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения (Б). Как и 
выше, мы доказываем более сильное утверждение. 

5.11. ЛЕММА. Пусть множество Р е N, Р с= Р счет-
позначно и М — I-определимо в N. Тогда Р можно вло­
жить в N в счетнозначное ^-множество. 

Д о к а з а т е л ь с т в о Пусть р ЕЕ N ("} I тако­
во, что множество Р является М [j (р)-определимым, 
т. е. М [р]-определимым в N. Повторив доказательство 
леммы 5.8, нетрудно показать, что множество 

Q = {<*, у): x,y^N^I/\yEEM [x, р]} 
счетнозначно и принадлежит Z\,v в N. Остается прове­
рить Р с : Q. Фиксируем х ЕЕ / и докажем, что РХСЕ Qx* 
По выбору х, множество Рх = {у: <#, у) ЕЕ Р) счетно и 
М [х, р]-определимо в N. Значит, Рх cz M [х, р] в силу 
5.6. Но Qx = М [х, р] П I по определению Q. Лемма до­
казана. 

Этим закончено доказательство теоремы 5.3 и теорем 
5 и 6 § 1. 

§ 6. Доказательство теорем 7 и 8. Для доказательства 
этих теорем рассмотрим специальную подмодель iV* мо-
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дели N из § 5. Начнем с нескольких определений. Мно­
жество X е= N называется С0Ог(1-определимым в N, если 
X определимо в N некоторой ЕЕ-формулой с параметрами 
только из совокупности всех функций / ЕЕ N из со в ор­
динальный ряд. Множество X 6Е N называется наследст­
венно 0)Огс1-определимым в N, если само X, все элементы 
X, все элементы элементов X и т. д. (0Огс1-определимы 
в N. 

Через N* обозначим совокупность всех наследственно 
(0Огс1-определимых в N множеств X ЕЕ N (вторая модель 
Леви — Соловея). Следующие утверждения доказаны в 
[9, стр. 51—52], а также в [5, п. 25]. 

6.1. N* —счетная транзитивная модель теории ZF 4-
+ DC. 

6.2. N* Л / = N П / 
6.3. Каждое множество X ЕЕ N* является М — /-оп­

ределимым в модели N. 
6.4. ТЕОРЕМА. В N* истинны следующие два пред­

ложения: 
(А) Существует счетнозначное Л\-множество, не яв­

ляющееся объединением счетного числа {любых) однознач­
ных множеств. 

(Б) Каждое счетнозначное множество можно вложить 
в счетнозначное множество класса Ъ\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (А) Согласно 6.2, проектив­
ные иерархии моделей N и N* совпадают. Поэтому мно­
жество U из доказательства теоремы 5.3 (А) счетнозначно 
и принадлежит классу Хг в N*. Кроме того, если после­
довательность (Рт: т ЕЕ со) однозначных множеств Рт cz 
cz Р принадлежит iV*, то она М — /-определима в N 
согласно 6.3, и поэтому U Ф \JmPm согласно 5.9. Таким 
образом, в iV* истинно: множество U cz P принадлежит 
классу Sj, счетнозначно и не является объединением счет­
ного числа однозначных множеств. Как и в § 4 и § 5, 
отсюда следует утверждение (А). 

Вывод утверждения (Б) из 5.11 проходит аналогично. 
Результаты 6.1 и 6.4 показывают, что модель N* в 

самом деле является моделью для теорем 7 и 8. 
Московский институт инженеров Поступило 
железнодорожного транспорта 30.V. 1979 
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