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Получен положительный ответ на вопрос, поставлен
ный Н. Н. Лузиным [1]: существуют ли две CJ-кривые, 
одна из которых лежит под другой, неотделимые В при 
помощи множества? 

Приведем несколько определений f l ] . СЛ-кривой в 
плоскости OXY называется любая всюду определенная 
на ОХ функциия у = f (х), график которой есть СА-шяо-
жество (как подмножество плоскости OXY). Определение 
классов В (борелевские множества), А (аналитические 
множества) и С А (аналитические дополнения) (см., напри
мер, в [2, стр. 586]). 

Кривая у ~ f (х) лежит под кривой у = g (х), если 
f (х) <С g (х) для всех точек х оси ОХ. 

Пусть Е cz OXY. Каждая точка х оси ОХ определяет 
сечение Ех = {у: <ж, у) ЕЕ Е ) множества Е вертикальной 
прямой с абсциссой х. Проекция Е на ось ОХ есть мно
жество п р Е = {х: Ех непусто}. 

Две СЛ-кривые у = / (х) и у = g (х), первая из кото
рых лежит под второй, Лузин [1] назвал отделимыми В 
при помощи множества, если найдется плоское борелев-
ское множество Е такое, что пр2? = ОХ и / (х) < у < 
< g (х) всякий раз, когда х ЕЕ ОХ и <ж, уУ ЕЕ Е . 

ТЕОРЕМА. Существуют две СА-кривые у = / (х) и 
у = g (х), первая из которых лежит под второй, неотде
лимые В при помощи множества. 

Доказательство этой теоремы мы начнем с того, ч ю 
зафиксируем СЛ-кривую у = / (ж), не являющуюся В-
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кривой (это означает, ч т о г р а ф и к {<«r, / (х)}: х ЕЕ ОХ} не 
является борелевским множеством). Существование та
ких кривых д о к а з а н о в [1]. 

Для всех п ЕЕ со и х ЕЕ ОХ положим gn (х) = / (х) + 2~п„ 
Мы имеем семейство СЛ-кривых у = gn (х) ( к а ж д а я из 
них в самом деле является СЛ-кривой, так как получена 
из СЛ-кривой у = f (х) вертикальным параллельным пе
реносом). При этом кривая у = / (х) лежит под каждой 
из кривых у = gn(x). 

Теперь для доказательства теоремы достаточно дока
зать следующую лемму: 

ЛЕММА 1. Найдется такое п, что кривые у = f (х) и 
у = gn (х) не являются отделимыми В при помощи мно
жества. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное. 
Тогда для каждого п существует плоское борелевское 
множество Еп с п р Еп = ОХ такое, что / (х) < у < / (х) + 
+ 2~ п всякий раз, когда <ж, г/> ЕЕ Еп. 

С целью получить противоречие, рассмотрим множества 
Wn = {<х, у}: найдется такое у ' ЕЕ ЕпХ1 что | у — z/f | < 
< 2 ~ w } @ 

ЛЕММА 2. Каждое Wn является А-множеством. 
Д о к а з а т е л ь с т в о несложно: Wn есть проек

ция на плоскость OXY пространственного борелевского 
множества 

{<х, г/, zy. <х, z> <= Еп/\ \ у — z \ < 2~п}. 

Но проекции борелевских множеств суть Л-множества. 
Продолжая доказательство леммы 1, докажем еще одну 

вспомогательную лемму. 
• ЛЕММА 3. График F = {<я, / (ж)>: х е OZ} функции 

у = f (х) удовлетворяет равенству F = f) И^п. 
песо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть точки ж и у таковы, 
что у = / (х). Докажем у> ЕЕ РРП. По выбору множеств 
Еп, для данного найдется точка у ' такая, что у'У ЕЕ 
ЕЕ £ n , и она удовлетворяет соотношению \ у ' — f (х) | < 
< 2~ п. Это и означает г/) ЕЕ FFW. 

Обратно, пусть пара уУ принадлежит всем мно
жествам Wn. Докажем, что у = f (х). Предположим про
тивное. Тогда найдется натуральное п такое, что | у — 

/ (х) | > 2'71 п . По определению Wn можно выбрать 
У' так, чтобы О , у'> ^ Епи \ у — у' | < 2"Л Но соглас-



но выбору множеств Еп, должно выполняться неравен
ство | у' —- / (х) | < 2~п. Теперь имеем \ у — f (х) | < 
< 2~п + 2~п = 2™n + 1, что противоречит выбору п. 

Полученное противоречие завершает доказательство 
равенства у = / (х) и леммы 3. 

Возвращаемся к доказательству леммы 1. Согласно 
леммам 2 и 3, график F функции у = / (х) является пе
ресечением счетного числа Л-множеств Wn. Тем самым, 
F есть Л-множество [3, стр. 347]. Но это противоречит 
выбору кривой у — f (х), согласно которому F не может 
быть Л-множеством. (Всякое множество, одновременно 
принадлежащее классам А и С А, является борелевским 
по теореме Суслина.) 

Полученное противоречие завершает доказательство 
леммы 1 и теоремы. 
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