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Абсолютными (^-множествами называются множества, 
принадлежащие классу G& в некотором (а тогда и во вся
ком) полном метрическом (ПМ) пространстве, где они ле
жат. Аналогично вводятся и аналогичным свойством об
ладают понятия абсолютного А- и абсолютного С А -множе
ства. Каждое абсолютное G& метризуемо полной метри
кой. Следовательно, такое множество X имеет свойст
во Рц, состоящее в том, что нет замкнутых в X мно
жеств 7 c Z первой категории в У. В работе [1] до
казана 

ТЕОРЕМА (Гуревич). Если X лежит в сепарабельном 
метрическом (не обязательно полном) пространстве Р, 
является СА-множеством в Р и имеет свойство F\\, то X 
является G^-множеством в Р. 

Отсюда следует, в частности, что каждое сепарабельное 
абсолютное С А -множество со свойством F\\ является аб
солютным С?0, т. е. импликация Gb —» F ц обратима на се-
парабельных абсолютных С А -множествах. Гуревич [1] 
поставил проблему: существует ли сепарабельное абсолют
ное А -множество со свойством F\\, не абсолютное G&? 
Мы доказываем, что эта проблема неразрешима. 

ТЕОРЕМА [2]. Следующие три утверждения эквива
лентны и неразрешимы в теории ZFC Цермело — Френкеля 
с аксиомой выбора: 

(а) Существует сепарабельное абсолютное А-множество 
со свойством F | | , не абсолютное G&. 
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(б) Существует лежащее в пространстве Бэра J несчет
ное СА-множество, не содержащее дисконтинуумов (т. е. 
множеств, гомеоморфных канторову дисконтинууму). 

(в) Существует неборелевское СА-множество Е cij та
кое, что каждое борелевское В cz Е можно вложить в 
F^-множество £7 cz Е. 

Таким образом, проблема Гуревича неразрешима в 
ZFC. Этой проблемой уже в шестидесятые и семидесятые 
годы интересовались Майкл и Стоун, Сан-Раймон, Остров
ский (см. в [2]). 

Импликация (б) —> (а) доказана самим Гуревичем. Пусть 
С А -множество Е cz J несчетной не содержит дисконтину
умов. По теореме Александрова — Хаусдорфа Е неборелев
ское, т. е. .4-множество X = J — Е также неборелевское. 
Проверим F\\ для X. Достаточно [1, с. 90] проверить, 
что X не содержит счетных совершенных в X множеств. 
Пусть напротив, ( J c X — такое множество. Его замы
кание К в d совершенно в J , и поэтому несчетно. Таким 
образом, Е включает несчетное борелевское множество 
К — Q. Имеем противоречие с выбором Е по теореме 
Александрова — Хаусдорфа. 

Импликация (а) —> (в) доказана Островским (см. [2]). 
Идея доказательства состоит в следующем. Вложим мно
жество X', даваемое (а), в сепарабельное ПМ пространст
во Р'. Последнее является непрерывным взаимно одно
значным образом замкнутого Pczj: Pf = F (Р). Непрерыв
ный прообраз Е = F~x {Е') множества Е' = Р' — X' есть 
С А -множество в Р и в £/. Множество Е неборелевское 
(иначе его непрерывный однозначный образ Е' был бы 
борелевским в Р'', что противоречило бы теореме Гуреви
ча, дающей неборелевость X' и Е'). 

Рассмотрим произвольное борелевское В cz E. Его 
образ В' = F (В) будет, как и выше, борелевским в Р'. 
Через К обозначим замыкание В' в Р ' . Пересечение М = 
= Х' Г) К имеет свойство F\\, как замкнутое в X'. Кроме 
того, ввиду борелевости В', множество М = (М [j В') — 
— В' будет борелевским в А — М \J В'. Следовательно, 
по теореме Гуревича, М является G$ в А, т. е. М = 
= А — Z для подходящего множества Z cz P' класса 
FG в Р'. Имеем В' = А — М с Z f] К cz E', т. е. мно
жество U1 = Z [\ К класса FG в Р удовлетворяет В' с : 
Q £7' cz £". Прообраз £7 = F""1 (С/7) принадлежит клас
су F a в Р и в J H удовлетворяет соотношению Л cz £7 cz 
£ Z?, что и требовалось. 
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Неразрешимость в ZFC предложения (б) установлена 
11. С. Новиковым и Соловеем (см. [2]). Таким образом для 
доказательства теоремы нам остается доказать импли
кацию (в) —> (б). Этому и посвящена предлагаемая за
метка. 

Пространство Бэра У состоит из всех функций, опреде
ленных на множестве натуральных чисел со = 
= {0, 1, 2, . . .} , со значениями в со. Топология J порож
дается системой бэровских интервалов Уи — {х: и а #-},. 
где и принадлежит совокупности Seq всех конечных кор
тежей элементов со. 

Доказательство импликации (в) —> (б) использует пред
ставление С А -множеств в J с помощью решет. По причи
нам, ясным из дальнейшего, нам удобнее работать не с ре
шетами, а с их кодами. Кодом решета назовем всякое мно
жество Я cz Q х Seq, где Q — множество рациональных 
чисел. Каждый код решета R определяет классическое 
лузинское решето <Ла: а ЕЕ Q), составленное из откры
тых в £/ множеств Ra = U<a^>efi^u- Обратно, каждое со
ставленное из открытых Яа решето получается указан
ным образом из своего кода Я = « а , ii): йи с : Яа}. 

Пусть Я — код решета. Если х ЕЕ У, то сечение Ях = 
= {а ЕЕ Q: х ЕЕ Яа} может либо быть, либо не быть впол
не упорядоченным в смысле естественного порядка Q. 
В первом случае пишем а; ЕЕ [Я]. Каждому v <^ щ сопостав
ляется v-я конституанта [Я]х = {х ЕЕ Шк порядковый 
тип Ях равен v}. Конституанты IR]V все борелевские, по
парно не пересекаются и дают [Я] в объединении. Само 
[Я] является СЛ-множеством. Обратно, каждое СА-мяо-
жество л имеет вид [Я] для подходящего кода реше
та Я. 

Допустим, что (б) не имеет места, т. е. каждое несчетное 
СЛ-множество содержит дисконтинуум. Как известно (см., 
например, § 3 добавления [3]), в этом случае для любого 
У <С Юц Т~й несчетный кардинал ш^-1 в к л а с с е L Ш] 
всех множеств, конструктивных относительно JR, счетен в 
универсуме всех множеств, т. е. ю£вд <С 1̂» каково бы 
ни было RCEQX Seq (используется «эффективная счет-
ность» множества Q X Seq). 

Фиксируем код решета Я такой, что каждую конститу
анту [R]v можно вложить в ^-множество cz [R]. Мы до
кажем ~| (в) и теорему, если установим, что число не
пустых конституант [R]v не более чем счетно (в этом 
случае [Я] будет борелевским). 
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Как известно 14J, если борелевское U включено в Ш], 
то U содержится в объединении счетного числа конституант 
Ш]й. Поэтому предположение о несчетности^числа не
пустых конституант приводит к существованию несчетно
го множества S с : (ох такого, что Lff lv непусто для любого 
v e S, и для любой пары ц, v e 5 , если \л < v, то «ап
проксимация» [Д]<|ц = Ufc<nJ^Jfc является /"^-отделимой 
от [R]v (т. е. включена в некоторое ^-множество, не 
имеющее общих точек CJJR]V). Мы получим требуемое 
противоречие, когда найдем счетное семейство W множеств 
с : J такое, что для любой пары \х<^ v <[ coi, если аппрок
симация [В. ] ^ д является ^а-отделимой от Lftlv» то отделяю
щее множество можно выбрать в семействе W. 

Для построения W введем кодировку /^-множеств. 
Каждому d cz сох X Seq сопоставим множество 

X Ы\ = U^co, -К W, 61, где X К 1\ = J — U<6,u>ed^«. 

Если Я <^ (ох и d £ Я х Seq, то множество X Ы\ принад
лежит классу F0. Обратно, каждое ^-множество cz; J 
имеет вид X id] для подходящего d с : со X Seq. 

В качестве ИК возьмем семейство всех множеств вида 
X [d\, где d ЕЕ L Ш\, d cz (ох X Seq. Сразу неясно, поче
му JF счетно. Заметим однако, что множество X [d] вполне 
определено совокупностью wd всех множеств {и: <£, и) ЕЕ 
Е ^ } , | <^ сох. Каждое wd принадлежит L [hi и состоит 
из подмножеств Seq. Следовательно, совокупность всех 
множеств wd имеет мощность ^ с о ^ ] в классе L [Я]. Но 
о)2 < (ох (см. выше). 1'аким образом, совокупность всех 
wd, а тем самым и семейство И ,̂ счетны в универсуме 
всех множеств. 

Для доказательства импликации (в) —» (б) и теоремы 
нам остается дать доказательство следующей леммы: 

ЛЕММА 1. Пусть \i <^ v < % и Ш ] ^ является F0-
отделимым от [AJV. Тогда отделяющее множество можно 
выбрать из W. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Через Р обозначим совокуп
ность всех конечных кортежей ординалов <^v. Упорядо
чим Р обратно включению: р <^ q, если р является про
должением q. Буквы р, q, r употребляются только для 
обозначения элементов множества Р, 

Пусть p E f и i c P х о)Х Seq. Определим 

Zp Ш = U « < P , teco^gfc Ш.9 ГДе Zqk [t] = С/ — \Ju&(t,Q, k)$u 
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и е (*, g, ft) = {и: Зг, г ' ^ Р ^ < г ' Д г < Я Л <г'» к,и>(= 
ЕЕ 0}. Ключевую роль играет 

ЛЕММА 2. Можно подобрать р & Р и t & L [R], t C2 
с Р х (оХ Seq так, чтобы Zp It] отделяло [Я]<^ от [/?]v. 

Покажем, как лемма 1 следует из леммы 2. Множество 
Р X со имеет мощность меньше «настоящего» сох в L [/?], 
так как v < щ. Фиксируем нумерацию {<#£, ft^>: | < 
<^ Я} этого множества в L [R] (к <^ (ог). Через d обозна
чим множество 
«Si ">: ^ < р Д ЭГ, Г' е 

Е ^ К Г ' / \ Г < ^ Л <Л кь и} е 0}. 
Ясно, что d cz % X Seq ж d ЕЕ: L [R], так как ^ E i [i?]. 
С другой стороны, нетрудно проверить равенство X [d] = 
- Z p [t]. 

Итак, для доказательства леммы 1 (и теоремы) нам до
статочно доказать лемму 2. Ее доказательство мы прове
дем вначале в счетной транзитивной модели М теории 
ZFC. Иными словами, пусть R ЕЕ М — код решета, 
\i < v < cof, L M №] = { y E l : в Af истинно у ЕЕ 
Er L Ш]}, и аппроксимация [ДЦц является /^-отделимой 
в М от [jR]v. Требуется подобрать р ЕЕ Р и t e Ь м Гй], 
tczP х со X Seq так, чтобы в М множество Zp [£] отделя
ло ШЦ|ц от [i?]v. Затем мы покажем, как переделать до
казательство с тем, чтобы оно соответствовало не модели 
Л/*, а универсуму всех множеств. 

Построение искомых р и t использует метод вынужде
нна (см. [3, гл. 4]). В качестве исходных (расширяемых) 
моделей рассматриваются М и М0 = LM [R]. Множеством 
вынуждающих условий служит Р; р <^ q означает, что 
формулы, вынуждаемые </, вынуждаются и условием р. 
Множества t cz Р х М называются Р-термами. Если 
G Q f и ^ с Р х М, то определяют «наполнение» 1& (t) = 
= {х: Зр ^ G « р , £> GE 0}- Если множество G CZ Р яв
ляется М0-генерическим я у ЕЕ М0, d e M0 [G], d cz у, 
то существует Р-терм d* ЕЕ М, d* cz J° x у (1шя для d) 
такой, что d = io (d*). При этом, если d принадлежит уже 
модели М0, то можно взять d* = Р х d (каноническое 
имя для d ЕЕ Л^о)- Все сказанное относится и к случаю, 
когда исходной моделью служит М, а не М0. 

Продолжаем доказательство леммы 2 в М. Фиксируем 
ikf-генерическое G cz Р. По условию леммы 1 в М ис
тинно: 
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(1) аппроксимация [R]^K — Fa-отделимая от [R]v. 
Мы собираемся доказать, что предложение (1) истин
но в М [G] и в М0 [G]. Для этого покажем, как записать (1) 
в виде Е^-формулы с параметрами из М (такие формулы 
абсолютны). 

Через ф (i?, v, x) обозначим следующую формулу: 
3/: Q-~> vVaV6(a, Ъ <= Rx Д а < b — f (а) < / (6)), 

выражающую существование порядкового вложения Rx 

в v, а через г|? (R, v, х) — конъюнкцию ср (i?, v, ж) с фор
мулой 
3/: v -» ^V^VH (£ < Л < v -* 

-> / (Е) , / (л)еЛ я Л/(6Х/(л) ) , 
выражающей существование обратного вложения. Во всех 
рассматриваемых моделях выполняются эквивалентности 

(2) х ЕЕ [Д]<ц «-* ср (Л, fi, я) и а; G Lfflv ^ 'Ф (#, v> #)• 
Далее, через % (й, я) обозначим формулу З^угг К^» иУ £= 
Е= d ~> х ф £fu), смысл которой в том, что 

(3) х ЕЕ X [d] <-> х (d, х), каковы бы ни были х ЕЕ / и 
d c o ) х Seq. 

Согласно (2) и (3), предложение (1) можно записать 
так: 

(4) 3d с= со X Seq ух [(ср (Л, ji, а;) -> X (d, x)) Л 

Причем эквивалентность (1) <-> (4) имеет место во всех 
моделях ZFC. Формулы ф и г|) стоят в (4) слева от имп
ликаций, т. е. после перехода от —> к V их внешние 
кванторы 3/ превратятся в у / . Если мы теперь исполь
зуем какие-нибудь принадлежащие отображения со на 
множества \х = {£: £ << (ы}, v, <?, i?, Seq, (? x Seq, и 
заменим множества с : со их характеристическими функ
циями, то формулу (4) удастся переписать в виде Эй Е= 
Е1. Cfyfz ЕЕ С/Ф, где формула Ф содержит параметры 
только из ,7 П М и кванторы только по со. (Например, 
если мы зафиксировали биекцию g ЕЕ М: со на ц, то 
в Ф будет параметр у ЕЕ У f) M, заменяющий \i в том 
смысле, что g (i)<g (/) «-* у (2j-3j) = 1.) 

Формулы указанного вида называются ^-формулами. 
Они абсолютны по теореме Шенфилда (см. [3, добавление, 
§ 2]), т. е. если Мг cz M2 — две модели ZFC с одинаковым 
классом ординалов, и ^-формула имеет параметры только 
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из Мг П J , то эта формула либо одновременно истинна, 
либо одновременно ложна в обеих моделях. 

Предложение (1), эквивалентное (4), также абсолютно. 
Значит, раз оно истинно в М, то и в М [G] оно остается 
истинным. Совершенно аналогичные рассуждения дадут 
истинность (1) и в модели М0 [G] cz M [G], если только 
мы покажем, что v счетно в этой модели. Но множество 
Р является v-свертывающим множеством вынуждающих 
условий в терминологии [3, гл. 4]. Это означает, что g — 
— (J G отображает со на v. Кроме того, g ЕЕ М0 [G]. 
Следовательно, v счетно в М0 [G], что и требовалось. 

Итак, предложение (1) истинно в М0 [G], т. е. найдет
ся множество d ЕЕ M0 [£], й С ш х Seq такое, что в ука
занной модели истинно 

(5) множество X [d] отделяет Ш]^ от [R]v. 
Рассматривая М0 [G] как генерическое расширение 
модели М0 = LM [J?], в силу сказанного выше имеем 
Р — терм d* Е= М0, d* cz Px(coxSeq) такой, что d = 
= iG (d*). 

Предложение (5) абсолютно в том же смысле, что и 
предложение (1); этот факт можно установить примерно 
теми же рассуждениями, которые были использованы при 
анализе (1). Стало быть, (5) истинно в М [G]. Согласно тео
реме о связи истинности в генерических расширениях с 
вынуждением, найдется /> ЕЕ 6? такое, что 

(6) Р В- (X Ы*] отделяет Ш*]<ц* от IR*]V*), 
где ff- есть вынуждение, соответствующее исходной модели 
М и множеству вынуждающих условий Р. 

Следующая лемма показывает, что найденные pud* 
(вместо t) являются искомыми в смысле леммы 2 (в модели 
М), и завершает доказательство леммы 2 в М. 

ЛЕММА 3. В М истинно: [R]^n включено4 в Zp [d*], 
a [R]v не имеет с Zp Id*] общих точек. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х^МГ\.УявМ 
истинно х ЕЕ Ш]<ц. Сечение R* определяется по R их оче
видно абсолютным образом. Поэтому и в М [G] истинно 
х ЕЕ [Л]<|ц. Следовательно, х (= X [d] в М [G], так как (5) 
истинно в М [G]. Значит, найдутся ftE ©и условие q £Е 
ЕЕ £, д"^ р такие, что q |f— x* f=^ X [d*, ft*]. Убедимся, 
что х Ez Zqk

r[d*] в Mfbuo завершит доказательство перво
го утверждения леммы 3. Предположим противное: 
найдутся и ЕЕ Seq и условия г, r#1JEE Р такие, что 

г < г\ г < q, <r', ft, и) <== d* и х е Ии* 

280 

„***.« ^.«^МЧ^Н^м^ЧМ»*-'-*»»* ^ i * ..«.̂ «Nt̂ WM-tft̂ ^WW*-̂ **»**'**»**-Ч" vS' 



Если г ^ г', то г |[—* <&*, и*У ЕЕ d*. Кроме того, г ||— х* ЕЕ 
ЕЕ с/м. Следовательно, г вынуждаете* ^£ X [d*, A*], что 
противоречит выбору q и соотношению r^q. 

Для доказательства второго утверждения леммы 3, 
пусть х ЕЕ [#lv в Л/"- Достаточно для произвольной пары 
qEzP, q^puk^id проверить, что х t^Zqk [d*\ в М. Рас
смотрим произвольное М-генерическое множество И cz JP, 
содержащее g. Как и выше, в расширении Л/ [Н] будет х ЕЕ 
ЕЕ LftJv Кроме того, раз q <^ /?, то р ЕЕ Н,и поэтому в соот
ветствии с (6) мы получимхгфХ [in{d*), к] в М [Н]. Следо
вательно, найдется кортеж и ЕЕ Seq такой, что х ЕЕ Уи 
и (к, и} ЕЕ in (d*). Последнее соотношение по опреде
лению in (d*) приводит к условию /*' ЕЕ Н такому, что 
<г'7 <&, и>> = <г', /с, ^> Е? d*.Наконец, для любой пары 
г', q ЕЕ Н существует г ЕЕ / / , которое <; г' и <^ q. Со
бираем вместе: 

г < г', г < д, <г', А, и> ЕЕ d* и я ЕЕ J t t . 
Это позволяет заключить, что х ф Zqk [d*] в Ж", что и 
требовалось. Лемма 3 доказана. 

Доказательство леммы 2 в модели М закончено. 
Покажем теперь, как доказать лемму 2 в универсуме всех 

множеств, т. е. в ее непосредственной формулировке. По 
существу, счетность модели М использована лишь для то
го, чтобы можно было рассматривать генерические расши
рения М [G] и М [Н]. Если модель М счетна, то для любого 
условия р из данного множества вынуждающих условий 
Р ЕЕ М найдется ЛГ-генерическое множество G cz P, со
держащее р (см. [3, гл. 4]). 

Разумеется, если мы возьмем вместо М универсум V 
всех множеств, то никаких генерических расширений 
V [G] построить нельзя, так как V содержит вообще все 
множества, a G (за исключением некоторых тривиальных 
случаев) не может принадлежать расширяемой модели. 
Однако известен метод, позволяющий обойти эту трудность. 
Метод состоит в том, что рассматривается определенное 
«фиктивное» генерическое расширение 7<р> универсума V. 
Класс V(p> состоит, по существу, из имен для элементов на
стоящего расширения V [G], так как если бы последнее 
существовало. Эти имена должны обеспечивать наполнение 
всех элементов расширения, а не только тех, которые со
держатся в исходной модели. В связи с этим конструкция 
jP-термов и наполнений несколько изменится (см. [5]). 
Однако по-прежнему будет существовать вложение d «->-
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ь-»- d* универсума V в V(p\ Более подробную информацию 
о такой интерпретации вынуждения (булевозначная вер
сия) читатель найдет в [6]. 

Осуществив небольшую перестройку доказательства 
леммы 2 в указанном направлении, мы получим доказатель
ство этой леммы в универсуме всех множеств. Этим дока
зательство лемм 2, 1 и теоремы закончено. 

В заключение— несколько замечаний. А. В. Остров
ский обратил внимание автора на проблему Гуревича и 
сообщил связанные с ней результаты и, в частности, дан
ные выше доказательства импликаций (б) —> (а) и (а) —> 
—> (в). Он же впервые высказал гипотезу о том, что пред
ложения (а), (б) (в) попарно эквивалентны и неразрешимы. 

По существу, ключевым моментом доказательства имп
ликации (в) —> (б) является утверждение о том, что если 
(б) не имеет места, то для любого кода решета R можно 
подобрать счетное семейство Wподмножеств пространства 
Бэра такое, что, каковы бы ни были ординалы \i <^ v <^ 
<^ (ох, если аппроксимация [Л]<|ц является Fa-отделимой 
от [R]v, то отделяющее множество можно выбрать в семей
стве W. Эта теорема сохраняет силу и в том случае, когда 
вместо класса F0 рассматривается любой другой борелев-
ский класс Fa или Ga по Хаусдорфу (/^ есть FG, а G1 есть 
Сб)« В несколько более слабой форме (для v = \i + 1; об
щий случай имеет аналогичное доказательство) эта теоре
ма с наброском доказательства имеется в [3, добавление, 
§ 3]. Там же доказаны некоторые другие теоремы о консти
туантах. Среди них — теорема о том, что если (б) не имеет 
места, то для любого кода решета Л, если все конституан
ты [R]v принадлежат некоторому одному классу Fa или 
Ga (например, если все они принадлежат классу FG), то 
число непустых конституант не более чем счетно. 

Метод, использованный в доказательстве нашей теоре
мы, можно применить и к исследованию более сложных 
множеств со свойством F\\, не абсолютных G&. 

Остается открытым следующий вопрос: верна ли тео
рема настоящей заметки для несепарабельных множеств? 
Московский институт инженеров Поступило 
железнодорожного транспорта 01.07.82 
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