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Íàéäåíà íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ ðàíãà êâàäðàòíîé ìàòðèöû, ó êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè îòëè÷åí îò íóëÿ è îò åäèíèöû, à âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè êàæäûé ýëåìåíò ðàâåí ëèáî íó-

ëþ, ëèáî åäèíèöå. Ðàíã òàêîé ìàòðèöû íå ìåíüøå ïîëîâèíû ïîðÿäêà ìàòðèöû. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì

óñëîâèè íèæíÿÿ ãðàíèöà íà åäèíèöó âûøå. Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò îòñóòñòâèå äâîè÷íîãî ðåøåíèÿ

ó íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äàíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå äî-

ñòèæèìîñòü óêàçàííîé íèæíåé ãðàíèöû. Ïîëó÷åííàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ ðàíãà ïîçâîëÿåò ñâåñòè

çàäà÷ó î ïîèñêå äâîè÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðîé ÷èñëî ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî âåëèêî, ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å îò ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Íàéäåíû îãðàíè÷åíèÿ íà ñóùåñòâîâàíèå áîëüøîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ îòëè÷à-

åòñÿ îò äâîè÷íîãî ðåøåíèÿ çíà÷åíèåì îäíîé ïåðåìåííîé. Îòäåëüíî îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü äëÿ

ñåðòèôèêàöèè îòñóòñòâèÿ äâîè÷íîãî ðåøåíèÿ ó ñèñòåìû èç áîëüøîãî ÷èñëà ëèíåéíûõ àëãåáðàè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé. Òàêæå äàíû îöåíêè âðåìåíè ðàáîòû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû â ñèñòåìå

êîìïüþòåðíîé àëãåáðû SymPy. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðî-

ñòîãî ÷èñëà âû÷èñëÿåòñÿ çà ìåíüøåå âðåìÿ, ÷åì îáû÷íî òðåáóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû

òîãî æå ïîðÿäêà íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàíã ìàòðèöû, ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû,

SymPy.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îáîçíà÷èì ÷åðåçK ïîëå, âû÷èñëèìîå çà ïîëè-
íîìèàëüíîå âðåìÿ [1], õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî
ðàâíà ëèáî íóëþ, ëèáî íå÷¼òíîìó ïðîñòîìó ÷èñ-
ëó. Ðåøåíèå ñèñòåìû èç m óðàâíåíèé îò n ïå-
ðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ (0, 1)-ðåøåíèåì, åñëè êàæ-
äàÿ ïåðåìåííàÿ ïðèíèìàåò îäíî èç äâóõ çíà÷å-
íèé 0 èëè 1. Ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ïî÷òè-(0, 1)-
ðåøåíèåì, åñëè îäíà ïåðåìåííàÿ íå ðàâíà íè 0,
íè 1, à êàæäàÿ èç îñòàëüíûõ ðàâíà 0 èëè 1.
Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåò ïîä-

ïðîñòðàíñòâî â îáúåìëþùåì àôôèííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñ ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìîé äåêàðòî-

âûõ êîîðäèíàò. Ìû îòîæäåñòâëÿåì òî÷êè ñî
ñïèñêàìè ýëåìåíòîâ ïîëÿ èëè ñî ñòîëáöàìè
ìàòðèöû. Íàä íåóïîðÿäî÷åííûì ïîëåì ïîíÿòèå
ìíîãîãðàííèêà íå îïðåäåëåíî, íî ìû îòîæäåñòâ-
ëÿåì ìíîæåñòâî âåðøèí åäèíè÷íîãî êóáà â n-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìíîæåñòâîì èç 2n òî÷åê,
êîîðäèíàòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
{0, 1}. Äâå âåðøèíû ýòîãî êóáà, ò. å. äâå (0, 1)-
òî÷êè, íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè ðàçëè-
÷àþòñÿ ïî îäíîé êîîðäèíàòå. Òàê, (0, 1)-ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé � âåðøèíà ýòîãî êóáà, ïðè-
íàäëåæàùàÿ äàííîìó ïîäïðîñòðàíñòâó; ïî÷òè-
(0, 1)-ðåøåíèå � òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé, ïðî-
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õîäÿùåé ÷åðåç äâå ñìåæíûå âåðøèíû åäèíè÷íî-
ãî êóáà, íî íå ñîâïàäàþùàÿ ñ âåðøèíîé. Òî÷êà,
âñå êîîðäèíàòû êîòîðîé ðàâíû 1/2, ñëóæèò öåí-
òðîì ñèììåòðèè åäèíè÷íîãî êóáà.

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ (0, 1)-ðåøåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíà çàäà÷å î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ïîäïðî-
ñòðàíñòâà è âåðøèí åäèíè÷íîãî êóáà. Ýòà çàäà-
÷à NP-ïîëíàÿ. Èñïîëüçóÿ îöåíêè ðàíãà ìàòðè-
öû ñïåöèàëüíîãî âèäà, ìû ïðåäëàãàåì íåîáõîäè-
ìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøî-
ãî íàáîðà ïî÷òè-(0, 1)-ðåøåíèé ïðè îòñóòñòâèè
(0, 1)-ðåøåíèé ó ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñóùåñòâî-
âàíèå ïî÷òè-(0, 1)-ðåøåíèé ñëóæèò ïðåïÿòñòâè-
åì ê ñíèæåíèþ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è ðàñïîçíàâà-
íèÿ (0, 1)-ðåøåíèé ïîñðåäñòâîì èñêëþ÷åíèÿ ïå-
ðåìåííûõ, ò. å. ïðîåêòèðîâàíèÿ íà êîîðäèíàòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïîýòîìó íàðóøåíèå íàéäåííî-
ãî íàìè óñëîâèÿ îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ñíèæå-
íèÿ ðàçìåðíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, ñíèæåíèÿ âû-
÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Íî ìû íå áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ, êîòîðûå òðóä-
íåå çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ðåøå-
íèÿ [2, 3].

Íåäàâíî áûëè ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû äëÿ
ðàñïîçíàâàíèÿ (0, 1)-ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè: êàê ýâðè-
ñòè÷åñêèå ïðè óñëîâèè ìàëîé ïëîòíîñòè [4] èëè
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà óðàâíåíèé [5, 6],
òàê è íåäåòåðìèíèðîâàííûå ñ íîâûìè âåðõíèìè
ãðàíèöàìè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè [7]. Íà-
øè íîâûå ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè
íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Ïðè ýòîì íàä êîíå÷íûì
ïîëåì èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ íå ñîïðîâîæäà-
åòñÿ ðîñòîì äëèíû çàïèñè êîýôôèöèåíòîâ óðàâ-
íåíèé. Ïîýòîìó ìíîãèå âû÷èñëåíèÿ îòíîñèòåëü-
íî ëåãêî âûïîëíèòü â ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû, à èõ áèòîâàÿ ñëîæíîñòü áëèçêà ê àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñëîæíîñòè. Áîëåå òîãî, íàä êîíå÷-
íûì ïîëåì ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå ïåðåìåí-
íûõ âîçìîæåí ïîëíûé ïåðåáîð [8].

Ðàíã êâàäðàòíîé ìàòðèöû M ñâÿçàí ñ ðàçìåð-
íîñòüþ àôôèííîé îáîëî÷êè L òî÷åê, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñòîëáöàì ìàòðèöû. Åñëè L ñîäåðæèò
íà÷àëî êîîðäèíàò, òî rank(M) = dim(L), èíà÷å
rank(M) = dim(L) + 1.

Ðàíã n × n ìàòðèöû íàä ïîëåì ìîæíî âû-
÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî ïðî-
öåññîðîâ è âûïîëíèâ íà êàæäîì èç íèõ ëèøü
O(log22 n) îïåðàöèé íàä ýòèì ïîëåì [9, 10]. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ðàíãà [11] è
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà [12, 13] áëèçêà
ê ñëîæíîñòè ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ. Òàêæå äëÿ
âû÷èñëåíèÿ íîðìàëüíîé ôîðìû Ñìèòà öåëî÷èñ-
ëåííîé ìàòðèöû èçâåñòåí áûñòðûé âåðîÿòíîñò-
íûé àëãîðèòì [14]. Âû÷èñëåíèå ðàíãà íàä êîëü-
öàìè áåç íåòðèâèàëüíûõ äåëèòåëåé íóëÿ ðàñ-
ñìîòðåíî â ðàáîòå [15]. Äëÿ ðàçðåæåííûõ ñèì-
ìåòðè÷íûõ ìàòðèö óäîáíî èñïîëüçîâàòü íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè, èñïîëüçóþùåå
ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìû [16]. Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà òàêæå ïîëåçíû
äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷ [17].

Îäíàêî íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèå ðàíãà ìàò-
ðèö áîëüøîãî ïîðÿäêà òðåáóåò áîëüøèõ çàòðàò.
Ïîýòîìó ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåìûå îöåíêè ðàí-
ãà ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæå-
íèé. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ðàíãå ìàòðèö áûëè
àïðîáèðîâàíû íà êîíôåðåíöèè ïî êîìïüþòåðíîé
àëãåáðå, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè Ìàðêî Ïåòêîâøå-
êà (Marko Petkov�sek) [18].

Â ðàçäåëå 2 ïðåäñòàâëåíû íîâûå îöåíêè ðàíãà
ìàòðèöû è ñâÿçàííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.
Â ðàçäåëå 3 îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëå-
íèé â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû SymPy. Â
ðàçäåëå 4 äàíî êðàòêîå çàêëþ÷åíèå.

2. ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé îò n ïåðåìåííûõ
èìååò äëÿ êàæäîãî èíäåêñà 1 ⩽ k ⩽ n íåêîòîðîå
ïî÷òè-(0, 1)-ðåøåíèå, ó êîòîðîãî çíà÷åíèå êîîð-
äèíàòû xk ̸∈ {0, 1}. Òàêèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þò ñòîëáöàì ìàòðèöû, ó êîòîðîé êàæäûé ýëå-
ìåíò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè îòëè÷åí îò íóëÿ è
îò åäèíèöû, à âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâåí ëèáî
íóëþ, ëèáî åäèíèöå. Îöåíêà ðàíãà òàêîé ìàòðè-
öû ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðàçìåðíîñòü àôôèííîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàííîãî èñõîäíîé ñèñòåìîé
óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 1. Äàíà n × n ìàòðèöà M íàä ïîëåì

K, â êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò íà ãëàâíîé äèà-

ãîíàëè îòëè÷åí îò íóëÿ è îò åäèíèöû, à âíå

ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâåí ëèáî íóëþ, ëèáî åäèíè-

öå. Ðàíã ìàòðèöû M íå ìåíüøå ÷èñëà n/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n = 2, òî ðàíã 2 × 2
ìàòðèöû M íå ìåíüøå ÷èñëà n/2, ïîñêîëüêó
rank(M) ⩾ 1.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n ⩾ 3 òåî-
ðåìà äîêàçàíà äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ m×m
ìàòðèö ïîðÿäêà m < n. Ðàññìîòðèì n × n ìàò-
ðèöó M .

Ñòîëáåö ìàòðèöû M ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå íà
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå ñìåæíûå (0, 1)-
òî÷êè, íî íå ñîâïàäàþùåé ñ ýòèìè (0, 1)-
òî÷êàìè. Àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà xk →
1 − xk îòîáðàæàþò (0, 1)-òî÷êè â äðóãèå (0, 1)-
òî÷êè, à ïî÷òè-(0, 1)-òî÷êè â äðóãèå ïî÷òè-(0, 1)-
òî÷êè. Ïðè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñîõðàíÿåòñÿ
ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïðåîáðàçîâàíèå
xk → 1 − xk îçíà÷àåò çàìåíó âñåõ ýëåìåíòîâ â
k-îé ñòðîêå ìàòðèöû. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò
ìàòðèöû M ê ìàòðèöå M̂ òîãî æå òèïà, íî â ïî-
ñëåäíåì ñòîëáöå ìàòðèöû M̂ âñå ýëåìåíòû, êðî-
ìå ýëåìåíòà íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ.
Ìàòðèöà

M̂ =


0

N
...
0

∗ · · · ∗ α


äëÿ íåêîòîðîãî α ̸∈ {0, 1}. Áîëåå òîãî, âûïîëíå-
íî íåðàâåíñòâî rank(M) ⩾ rank(M̂)− 1. Íî åñëè
àôôèííàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöûM ñîäåð-
æèò íà÷àëî êîîðäèíàò, òî ðàíã ìàòðèöû M ìî-
æåò áûòü ìåíüøå ðàíãà ìàòðèöû M̂ .

Âûïîëíÿÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä
ñòîëáöàìè ìàòðèöû M̂ , ïîëó÷èì ìàòðèöó

M̃ =


0

N
...
0

0 · · · 0 α


òîãî æå ðàíãà. Ó ìàòðèö M̂ è M̃ ìîãóò îòëè-
÷àòüñÿ ëèøü íèæíèå ñòðîêè. Â íèæíåé ñòðîêå
ìàòðèöû M̃ çà èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòà íà ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ.

Óäàëÿÿ ïîñëåäíèé ñòîëáåö è ïîñëåäíþþ ñòðî-
êó èç ìàòðèöû M̃ , ìû ïîëó÷èì (n− 1)× (n− 1)
ìàòðèöó N ìåíüøåãî ðàíãà. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè, rank(N) ⩾ (n− 1)/2. Ïîýòîìó âûïîë-

íåíî íåðàâåíñòâî rank(M̃) ⩾ n/2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L àôôèííóþ îáîëî÷êó
ñòîëáöîâ ìàòðèöû M̃ . Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
Åñëè L ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, òî

rank(M̃) = dim(L). Â ýòîì ñëó÷àå rank(M) ⩾
dim(L) = rank(M̃) ⩾ n/2.

Åñëè L íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò,
òî rank(M) ⩾ rank(M̃) − 1 = rank(N). Àôôèí-
íàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû N íå ïðîõîäèò
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Âíîâü ïðèìåíèì ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âèäà xk → 1 − xk ê ìàòðèöå N è
ïîëó÷èì ìàòðèöó Ñ òîãî æå òèïà, íî â ïîñëåä-
íåì ñòîëáöå ìàòðèöû Ñ âñå ýëåìåíòû, êðîìå ýëå-
ìåíòà íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ. Áî-
ëåå òîãî, rank(N) ⩾ rank(Ñ). Óäàëÿÿ èç ìàòðè-
öû Ñ ïîñëåäíèé ñòîëáåö è ïîñëåäíþþ ñòðîêó,
ïîëó÷èì (n − 2) × (n − 2) ìàòðèöó U ìåíüøå-
ãî ðàíãà. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè å¼ ðàíã
îãðàíè÷åí ñíèçó rank(U) ⩾ (n − 2)/2. Òîãäà
rank(Ñ) = rank(U) + 1 ⩾ n/2. Ñëåäîâàòåëüíî,
rank(M) ⩾ rank(N) ⩾ rank(Ñ) ⩾ n/2.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà
íèæíÿÿ îöåíêà ðàíãà òî÷íàÿ. Ïðè ýòîì èñïîëü-
çóåòñÿ äåëåíèå íà äâà. Äåëåíèå íà äâà îáúÿñíÿ-
åò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K
íå ðàâíà äâóì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ⌈·⌉ ðåçóëüòàò
îêðóãëåíèÿ äî áîëüøåãî öåëîãî.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî n ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ n × n ìàòðèöà M íàä ïîëåì K, ÷òî

êàæäûé ýëåìåíò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè îòëè-

÷åí îò íóëÿ è îò åäèíèöû, âíå ãëàâíîé äèà-

ãîíàëè � ðàâåí ëèáî íóëþ, ëèáî åäèíèöå, íèêà-

êàÿ (0, 1)-òî÷êà íå ëåæèò â àôôèííîé îáîëî÷-

êå ñòîëáöîâ ìàòðèöû M è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

rank(M) = ⌈n/2⌉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì n× n ìàòðèöó

M =



1/2 0 1 0 1 · · · 0 1
0 −1 1 0 0 · · · 0 0
0 1 −1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 −1 1 · · · 0 0
0 0 0 1 −1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 0 · · · −1 1
0 0 0 0 0 · · · 1 −1


è ÷åðåç N îáîçíà÷èì (n−1)×(n−1) ïîäìàòðèöó,
ïîëó÷àåìóþ óäàëåíèåì èç ìàòðèöû M ïåðâîãî
ñòîëáöà è ïåðâîé ñòðîêè. Ðàíãè ìàòðèö ñâÿçàíû
ðàâåíñòâîì rank(M) = rank(N) + 1. Ìàòðèöà N
áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ñ 2 × 2 áëîêàìè, êàæäûé
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áëîê âûðîæäåííûé. Ïîýòîìó å¼ ðàíã ðàâåí ÷èñ-
ëó áëîêîâ: rank(N) = (n − 1)/2. Ñëåäîâàòåëüíî,
rank(M) = rank(N) + 1 = (n+ 1)/2 = ⌈n/2⌉.
Êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû M ñëóæèò ðåøåíè-

åì äëÿ ñèñòåìû èç (n+1)/2 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèé{

2x1 − x2 − · · · − x2k − · · · − xn−1 = 1
x2k + x2k+1 = 0, 1 ⩽ k ⩽ (n− 1)/2.

Ýòà ñèñòåìà íå èìååò (0, 1)-ðåøåíèé. Äåéñòâè-
òåëüíî, èç íèæíèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî (0, 1)-
ðåøåíèå äîëæíî áû èìåòü íóëåâûå êîîðäèíàòû,
êðîìå ïåðâîé. Íî ýòî íåñîâìåñòèìî ñ ïåðâûì
óðàâíåíèåì.

Íàïðèìåð, äëÿ 3× 3 ìàòðèöû 1/2 0 1
0 −1 1
0 1 −1


ðàíã ðàâåí äâóì. Òðè ñòîëáöà ñîîòâåòñòâóþò
òð¼ì òî÷êàì íà îäíîé ïðÿìîé L, êîòîðàÿ çàäàíà
ñèñòåìîé èç äâóõ óðàâíåíèé{

1− 2x1 + x2 = 0
x2 + x3 = 0.

Ýòà ñèñòåìà íå èìååò (0, 1)-ðåøåíèé.

Äëÿ 4× 4 ìàòðèöû
−1 0 0 0
0 −1 1 0
0 0 2 1
1 0 1 1/2


ðàíã ðàâåí òð¼ì. ×åòûðå ñòîëáöà ñîîòâåòñòâóþò
òî÷êàì íà ïëîñêîñòè, çàäàííîé ñèñòåìîé èç äâóõ
óðàâíåíèé{

x3 = x1 + x2 + 1
x4 = (−x1 + x2 + 1)/2.

Ýòà ñèñòåìà íå èìååò (0, 1)-ðåøåíèé.

Äëÿ 2× 2 ìàòðèö, â êîòîðûõ êàæäûé ýëåìåíò
íà ãëàâíîé äèàãîíàëè îòëè÷åí îò íóëÿ è îò åäè-
íèöû, à âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâåí ëèáî íóëþ,
ëèáî åäèíèöå, ðàíã ðàâåí åäèíèöå ëèøü äëÿ ìàò-
ðèö (

1/α 1
1 α

)
,

ãäå α ̸∈ {0, 1}. Ñòîëáöû ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì íà
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è
çàäàííîé óðàâíåíèåì x2 = αx1. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè íèêàêàÿ (0, 1)-òî÷êà íå ïðèíàäëåæèò ïðÿ-
ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñòîëáöàì ìàòðèöû M , òî rank(M) = 2.

Òåîðåìà 3. Äàíû ÷¼òíîå ÷èñëî n è n× n ìàò-

ðèöà M íàä ïîëåì K, â êîòîðîé êàæäûé ýëå-

ìåíò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè îòëè÷åí îò íóëÿ è

îò åäèíèöû, à âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâåí ëèáî

íóëþ, ëèáî åäèíèöå. Åñëè íèêàêàÿ (0, 1)-òî÷êà
íå ëåæèò â àôôèííîé îáîëî÷êå ñòîëáöîâ ìàò-

ðèöû M , òî ðàíã ìàòðèöû M íå ìåíüøå ÷èñëà

(n/2) + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíåíèå ê ñòðîêàì ìàòðè-
öû ïðåîáðàçîâàíèé òèïà xk → 1 − xk, êàê ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò
ìàòðèöû M ê ìàòðèöå M̂ òîãî æå òèïà, íî â ïî-
ñëåäíåì ñòîëáöå ìàòðèöû M̂ âñå ýëåìåíòû, êðî-
ìå ýëåìåíòà íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ.
Ìàòðèöà

M̂ =


0

N
...
0

∗ · · · ∗ α


äëÿ íåêîòîðîãî α ̸∈ {0, 1}. Ïîñêîëüêó àôôèí-
íàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû M íå ñîäåð-
æèò íèêàêîé (0, 1)-òî÷êè, ýòî âåðíî è äëÿ ìàò-
ðèöû M̂ . Ïðè ýòîì ðàíã íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó
rank(M) = rank(M̂) = rank(N)+1. Ïî òåîðåìå 1,
rank(N) ⩾ (n − 1)/2. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíå-
íî íåðàâåíñòâî rank(M) ⩾ (n+ 1)/2. Äëÿ ÷¼òíî-
ãî n ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
rank(M) ⩾ (n/2) + 1.

Òåîðåìà 4. Äàíà ñèñòåìà m ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò n ïåðåìåííûõ,

ó êîòîðîé íåò (0, 1)-ðåøåíèé. Åñëè âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî m > (n + 1)/2, òî äëÿ íåêîòîðîãî

èíäåêñà 1 ⩽ k ⩽ n íå ñóùåñòâóåò ïî÷òè-(0, 1)-
ðåøåíèÿ, â êîòîðîì xk ̸∈ {0, 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ êàæäîé ïåðåìåí-
íîé ñóùåñòâóåò ïî÷òè-(0, 1)-ðåøåíèå, îòëè÷àþ-
ùååñÿ îò íóëÿ è îò åäèíèöû çíà÷åíèåì ýòîé ïå-
ðåìåííîé. Òîãäà ëåãêî ñîñòàâèòü ìàòðèöó M , â
êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè
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îòëè÷åí îò íóëÿ è îò åäèíèöû, à âíå ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè ðàâåí ëèáî íóëþ, ëèáî åäèíèöå. Ïîñêîëü-
êó íåò (0, 1)-ðåøåíèé, rank(M) = n−m+1. Åñëè
÷èñëî n íå÷¼òíîå, òî n−m+1 ⩾ n/2 ïî òåîðåìå 1.
Åñëè ÷èñëî n ÷¼òíîå, òî n − m + 1 ⩾ (n/2) + 1
ïî òåîðåìå 3. Â ëþáîì ñëó÷àå m ⩽ (n + 1)/2.
Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ⌊n/2⌋ öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà n/2.
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåîðåìû 4 çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü s < ⌊n/2⌋. Â
n-ìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ êàæäî-
ãî s-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L, êîòîðîå íå èí-
öèäåíòíî íèêàêîé âåðøèíå åäèíè÷íîãî êóáà, ñó-
ùåñòâóåò çàáûâàþùàÿ êîîðäèíàòó ïðîåêöèÿ íà
íåêîòîðóþ êîîðäèíàòíóþ ãèïåðïëîñêîñòü, ïðè
êîòîðîé îáðàç ïîäïðîñòðàíñòâà L ñíîâà íå èíöè-
äåíòåí íèêàêîé âåðøèíå åäèíè÷íîãî êóáà. Ïðî-
åêöèÿ, çàáûâàþùàÿ âûáðàííóþ êîîðäèíàòó, ëåã-
êî âû÷èñëÿåòñÿ. Ïðè ýòîì òàêèõ ïðîåêöèé, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íåñêîëüêî, íî âûáîð óäà÷íîé ïðîåê-
öèè íåäåòåðìèíèðîâàííûé è ìîæåò èìåòü âûñî-
êóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü. Â ýòîì ñìûñëå
îáñóæäàåìûé ñïîñîá ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè çà-
äà÷è íàïîìèíàåò ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [7]. Îä-
íàêî ìû íå èñïîëüçóåì âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ.

Òåîðåìà 5. Äàíà ñèñòåìà m ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò n ïåðåìåííûõ íàä

ïîëåì K. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ: n = 2m−1, ó
ýòîé ñèñòåìû íåò (0, 1)-ðåøåíèé, íî äëÿ êàæ-

äîãî èíäåêñà 1 ⩽ k ⩽ n ñóùåñòâóåò ïî÷òè-

(0, 1)-ðåøåíèå, â êîòîðîì xk ̸∈ {0, 1}, òî òî÷êà

(1/2, . . . , 1/2), êàæäàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîé ðàâ-

íà 1/2, íå ñëóæèò ðåøåíèåì ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà (1/2, . . . , 1/2) ñëóæèò
ðåøåíèåì ñèñòåìû. Òîãäà ìíîæåñòâî îñòàëüíûõ
ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ðàñïàäàåòñÿ íà ïàðû ñèì-
ìåòðè÷íûõ ðåøåíèé, ïåðåõîäÿùèõ îäíî â äðóãîå
ïðè îäíîâðåìåííîì ïðåîáðàçîâàíèè âñåõ êîîð-
äèíàò xk → 1 − xk. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè
ïî÷òè-(0, 1)-ðåøåíèå ïåðåõîäèò â äðóãîå ïî÷òè-
(0, 1)-ðåøåíèå, ó êîòîðîãî òà æå ñàìàÿ êîîðäè-
íàòà îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ è îò åäèíèöû. Îäíàêî
òî÷êà (1/2, . . . , 1/2) îñòà¼òñÿ íåïîäâèæíîé.
Ïîäñòàíîâêîé íóëåâîãî çíà÷åíèÿ âìåñòî ïî-

ñëåäíåé ïåðåìåííîé xn = 0, ïîëó÷èì íîâóþ
ñèñòåìó èç m óðàâíåíèé, ó êîòîðîé íåò (0, 1)-
ðåøåíèé, íî äëÿ êàæäîãî èíäåêñà 1 ⩽ k ⩽ n− 1

ñóùåñòâóåò ïî÷òè-(0, 1)-ðåøåíèå, â êîòîðîì çíà-
÷åíèå xk ̸∈ {0, 1}. Â íîâîé ñèñòåìå ÷èñëî ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé ðàâíî m, à ÷èñëî ïåðå-
ìåííûõ ðàâíî n−1 = 2m−2. Ìû ïîëó÷àåì ïðî-
òèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé 4.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óñòàíàâëèâàåò âçàèì-
íóþ çàâèñèìîñòü ïî÷òè-(0, 1)-ðåøåíèé.

Òåîðåìà 6. Åñëè ïðÿìàÿ L ïåðåñåêàåò òðè

ïðÿìûå, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïî äâå

ñìåæíûõ (0, 1)-òî÷êè, íî ïðÿìàÿ L íå èíöè-

äåíòíà íèêàêîé (0, 1)-òî÷êå, òî âî âñåõ òî÷-

êàõ íà ïðÿìîé L êîîðäèíàòû, êðîìå íåêîòîðûõ

òð¼õ êîîðäèíàò, ïðèíèìàþò êàêèå-òî ïîñòî-

ÿííûå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìàÿ L ïåðåñåêàåò ïåðâóþ
êîîðäèíàòíóþ îñü â òî÷êå A ñ êîîðäèíàòàìè
(α, 0, . . . , 0), ó êîòîðîé âñå êîîðäèíàòû, êðîìå
ïåðâîé, ðàâíû íóëþ è α ̸∈ {0, 1}. Äëÿ íåêîòîðî-
ãî èíäåêñà k ⩾ 2 ïðÿìàÿ L ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
W , ó êîòîðîé âñå êîîðäèíàòû, êðîìå k-îé, ïðè-
íàäëåæàò ìíîæåñòâó {0, 1}.
Ïðÿìàÿ L ñîñòîèò èç òî÷åê tA+ (1− t)W , ãäå

÷åðåç t îáîçíà÷åí ïàðàìåòð. Åñëè ó òî÷êèW ñðå-
äè êîîðäèíàò, êðîìå ïåðâîé, êàêèå-òî äâå êîîð-
äèíàòû ðàâíû åäèíèöå, òî ýòè êîîðäèíàòû ó ëþ-
áîé òðåòüåé òî÷êè íà ïðÿìîé L òîæå îòëè÷íû è
îò íóëÿ è îò åäèíèöû. Îäíàêî ïî óñëîâèþ íà ïðÿ-
ìîé L íàéä¼òñÿ òðåòüÿ òî÷êà, ó êîòîðîé ðîâíî
îäíà êîîðäèíàòà îòëè÷íà îò íóëÿ è îò åäèíèöû.
Ñëåäîâàòåëüíî, ó òî÷êèW íå áîëåå òð¼õ êîîðäè-
íàò ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ, âêëþ÷àÿ ïåðâóþ.
Ïîýòîìó ïðÿìàÿ L ëåæèò â êîîðäèíàòíîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè íå âûøå òð¼õ.

3. ÐÅÀËÈÇÀÖÈß È ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ

Ðàíã ìàòðèöû áûñòðåå âû÷èñëÿåòñÿ íàä ïîëåì
GF (p) âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p, ÷åì íàä
ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñð. [19]. Òàêèå âû-
÷èñëåíèÿ ðåàëèçîâàíû âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ êîì-
ïüþòåðíîé àëãåáðû, íàïðèìåð, â SymPy [20].
Â ñèñòåìå SymPy 1.12 âûïîëíåíû âû÷èñëå-

íèÿ ñ ìàòðèöàìè, ýëåìåíòû êîòîðûõ íåçàâèñèìî
è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà êîíå÷íîì íàáî-
ðå çíà÷åíèé. Äëÿ êîíå÷íîãî ïîëÿ � íàä ìíîæå-
ñòâîì âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ. Ìàòðèöû ãåíåðèðî-
âàëèñü ìåòîäîì randMatrix. Åñëè âðåìÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ðàíãà îäíîé ìàòðèöû ìåíüøå ìèíóòû, òî
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Òàáëèöà 1. Ìåäèàíà âðåìåíè â ñåêóíäàõ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ñëó÷àéíîé n×n ìàòðèöû íàä
ïîëåì GF (p) äëÿ p ∈ {3, 5, 7, 11}

n GF (3) GF (5) GF (7) GF (11)

100 0.4 0.5 0.6 0.7
200 3.2 4.6 5.1 5.9
300 11 16 18 21
400 27 39 45 51
500 53 78 91 102
600 95 137 158 177
700 151 220 251 280
800 227 327 376 421
900 324 468 538 595
1000 447 644 737 832

ýòî âû÷èñëåíèå ïîâòîðÿëîñü â ïÿòè ñåðèÿõ. Òî-
ãäà çà âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèíèìàëñÿ ìèíèìóì
èç ïÿòè çíà÷åíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ïîëó÷å-
íî óñðåäíåíèåì âíóòðè îäíîé ñåðèè âû÷èñëåíèé.
Äëèíà òàêîé ñåðèè çàâèñèò îò âðåìåíè âû÷èñëå-
íèÿ. Åñëè âðåìÿ îäíîãî âû÷èñëåíèÿ ïðåâûøàåò
äâå ñåêóíäû, òî êàæäàÿ ñåðèÿ ñîñòîèò èç îäíîãî
âû÷èñëåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû âû-
÷èñëÿëàñü ìåäèàíà ïî âû÷èñëåíèÿì äëÿ 25 ìàò-
ðèö.

Âû÷èñëåíèå ðàíãà n × n ìàòðèöû íàä ïîëåì
GF (p) äëÿ p ⩽ 11 è n ⩽ 500 òðåáóåò ìåíåå äâóõ
ìèíóò, à äëÿ n ⩽ 1000 òðåáóåò ìåíåå 15 ìèíóò.
Ïðè ýòîì ìåäèàíà âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ðàíãà
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè ïîðÿäêà
ìàòðèöû êàê c(p)n3+ε, ãäå â çàâèñèìîñòè îò ïðî-
ñòîãî ÷èñëà p äîáàâêà â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè ìå-
íÿåòñÿ â èíòåðâàëå 0.05 < ε < 0.09. Ýòà ìåäèàíà
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè ìîäóëÿ p.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ p ∈ {3, 5, 7, 11} ïî-
êàçàíû â òàáë. 1. Äëÿ n = 500 è ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ p ∈ {31, 101, 307, 1009, 3001} âðåìÿ âû-
÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàëî çàâèñèò îò âåëè÷èíû p. Â
òàáë. 2 äëÿ òåõ æå äàííûõ ïîêàçàíû îòíîøåíèÿ
ìåæêâàðòèëüíîãî ðàçìàõà (Q3 −Q1) ê ìåäèàíå.

Äëÿ ìàòðèö íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (â
SymPy ýòî äîìåí QQ) âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ðàíãà
áûñòðåå âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè ïîðÿäêà ìàò-
ðèöû, à òàêæå çàâèñèò îò äëèíû äâîè÷íîé çàïè-
ñè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. Ãåíåðèðîâàëèñü ìàòðè-
öû, ýëåìåíòû êîòîðûõ íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë îò íóëÿ

Òàáëèöà 2. Îòíîøåíèÿ ìåæêâàðòèëüíîãî ðàç-
ìàõà (Q3 −Q1) ê ìåäèàíå âðåìåíè äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ðàíãà ñëó÷àéíîé n × n ìàòðèöû íàä ïîëåì
GF (p) äëÿ p ∈ {3, 5, 7, 11}

n GF (3) GF (5) GF (7) GF (11)

100 0.06 0.09 0.10 0.06
200 0.03 0.07 0.07 0.07
300 0.05 0.03 0.03 0.03
400 0.04 0.03 0.02 0.02
500 0.02 0.02 0.02 0.03
600 0.03 0.02 0.02 0.02
700 0.01 0.01 0.01 0.01
800 0.02 0.02 0.01 0.02
900 0.01 0.01 0.01 0.02
1000 0.02 0.01 0.01 0.01

Òàáëèöà 3. Ìåäèàíà âðåìåíè â ñåêóíäàõ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ñëó÷àéíîé n×n ìàòðèöû ñ öå-
ëî÷èñëåííûìè ýëåìåíòàìè, êîòîðûå íåçàâèñèìî
è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå îò íóëÿ
äî 10k äëÿ k ∈ {1, 2, 3, 4, 5}

n k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 4

100 0.184 0.262 0.345 0.426 0.513
200 2.20 3.64 5.11 6.71 8.48
300 10.5 18.3 27.0 36.5 47.2
400 32.9 60.2 91.2 126 164
500 83.9 155 237 332 439
600 178 340 526 743 990
700 341 662 1040 1480 1980
800 609 1190 1880 2700 3630
900 1010 2000 3190 4600 6220
1000 1610 3200 5140 7440 10100

äî 10k äëÿ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ k ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.
Ïðè ýòîì ìåäèàíà âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ðàíãà
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè ïîðÿäêà
ìàòðèöû êàê c(k)n4+ε, ãäå â çàâèñèìîñòè îò k
äîáàâêà â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè ìåíÿåòñÿ â èíòåð-
âàëå 0 < ε < 0.4. Äëÿ k = 1 è n = 1000 èçìåðåí-
íîå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ðàíãà n × n ìàòðèöû íå
ïðåâûøàåò ïîëó÷àñà, à äëÿ k = 5 � îêîëî òð¼õ
÷àñîâ. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáë. 3.

Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû íà ïåðñîíàëüíîì êîì-
ïüþòåðå íà áàçå ïðîöåññîðà Intel® Core i7-5820K
@ 3.30GHz è ñ îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ 32 ãèãàáàé-
òà.
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Îáñóæäàåìîå óìåíüøåíèå ÷èñëà ïåðåìåííûõ â
çàäà÷å ïîèñêà (0, 1)-ðåøåíèÿ ìîæíî ïîÿñíèòü ÷å-
ðåç äèàëîã ìåæäó ïîëüçîâàòåëåì ñ ìàëûìè âîç-
ìîæíîñòÿìè è âåá-ñåðâèñîì ñ áîëüøèìè âîçìîæ-
íîñòÿìè äëÿ âû÷èñëåíèé. Ïîëüçîâàòåëü ïîëó÷à-
åò óêàçàíèÿ â âèäå ñîîáùåíèé íåáîëüøîé äëè-
íû, íî õî÷åò ïðîâåðèòü íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå
(0, 1)-ðåøåíèÿ ó ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
íå äîâåðÿÿ ýòîìó ñåðâèñó. Åñëè (0, 1)-ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò, òî îíî ïðåäúÿâëÿåòñÿ è ëåãêî ïðî-
âåðèòü, ÷òî óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé
è åäèíèö ñëóæèò ðåøåíèåì. Åñëè (0, 1)-ðåøåíèÿ
íåò, òî ïîäñêàçêà ñîñòîèò â âûáîðå ïåðåìåííûõ,
êîòîðûå ìîæíî èñêëþ÷èòü, ÷òîáû íîâàÿ ñèñòå-
ìà ïî-ïðåæíåìó íå èìåëà (0, 1)-ðåøåíèÿ. Èñ-
êëþ÷åíèå óêàçàííûõ ïåðåìåííûõ ëåãêî âûïîë-
íÿåòñÿ. Ïî òåîðåìå 4 ÷èñëî ïåðåìåííûõ ìîæíî
óìåíüøàòü, åñëè èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò äîñòà-
òî÷íî ìíîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé.
Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà èíîãäà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó
óðàâíåíèþ. Åñëè äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå ÷èñ-
ëà ïåðåìåííûõ íåâîçìîæíî, òî ïîëüçîâàòåëþ ñî-
îáùàþò íàáîð ïî÷òè-(0, 1)-ðåøåíèé. Òîãäà ëåã-
êî ïðîâåðèòü, ÷òî íåëüçÿ äàëüøå óïðîñòèòü ñè-
ñòåìó. Òåîðåìà 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåïÿòñòâèÿ ê
óïðîùåíèþ ñóùåñòâóþò. Â õóäøåì ñëó÷àå çàäà-
÷à îñòà¼òñÿ âû÷èñëèòåëüíî òðóäíîé.

4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ îáùå-
ïðèíÿòîé ãèïîòåçîé î âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé
ñëîæíîñòè çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ (0, 1)-ðåøåíèé
äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó èç-
ìåíåíèå çàäà÷è ïîñðåäñòâîì èñêëþ÷åíèÿ ïåðå-
ìåííûõ âñòðå÷àåò ïðåïÿòñòâèå â õóäøåì ñëó-
÷àå. Íî ïîëó÷åííûå îöåíêè îñòàâëÿþò âîçìîæ-
íîñòü äëÿ íåêîòîðîãî ïîíèæåíèÿ âû÷èñëèòåëü-
íîé ñëîæíîñòè íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ïîçâî-
ëÿþò áûñòðî âû÷èñëÿòü ðàíã ìàòðèöû è ðàç-
ìåðíîñòü àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íàä ïî-
ëåì âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ.
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LOWER BOUNDS FOR THE RANK OF A MATRIX WITH ZEROS AND ONES

OUTSIDE THE LEADING DIAGONAL

A. V. Seliverstov 1, O. A. Zverkov 1
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Institute)

Bolshoy Karetny per. 19, build. 1, Moscow 127051 Russia

We have found a lower bound on the rank of a square matrix, where every entry in the leading diagonal
is neither zero nor one, but every entry outside the leading diagonal is either zero or one. The rank of
such a matrix is at least half the order of the matrix. Under an additional condition, the lower bound is
one higher. This condition means that some auxiliary system of linear equations has no binary solution.
Examples are given showing the achievability of the lower bound. This lower bound on the rank allows us
to reduce the problem of �nding a binary solution to a system of linear equations, where the number of
linearly independent equations is su�ciently large, to a similar problem in a smaller number of variables.
Restrictions on the existence of a large set of solutions are found, each of which di�ers from binary
one by the value of one variable. In addition, we discuss the possibility of certifying the absence of a
binary solution to a system of a large set of linear algebraic equations. Estimates of the running time for
calculating the rank of a matrix with the SymPy computer algebra system are also given. It is shown
that the matrix rank over the �eld of residues modulo a prime number is calculated in less time than is
usually required to calculate the rank of a matrix of the same order over the �eld of rational numbers.
Keywords: matrix rank, system of linear equations, computer algebra system, SymPy.
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