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Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîèñêà äâîè÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïî ìîäóëþ òðè.
Â ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé îãðàíè÷åíî ñâåðõó äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ðàñòóùåé ôóíêöèåé
îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ äâîè÷íîãî ðåøåíèÿ ó òàêîé ñèñòåìû. Àëãîðèòì îñíîâàí íà çàìå÷àíèè: åñëè â ìàòðèöå
êîýôôèöèåíòîâ ïðèñóòñòâóþò íåíóëåâûå ïðîïîðöèîíàëüíûå äðóã äðóãó ñòîëáöû, òî ýëèìèíàöèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî îòñóòñòâèÿ äâîè÷íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Â ÷àñò-
íîñòè, êàæäàÿ ñèñòåìà èç äâóõ óðàâíåíèé îò ïÿòè ïåðåìåííûõ äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ íåêîòîðûõ
ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðîé ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî îòñóòñòâèÿ äâîè÷íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Íà îñíîâå
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, ìû ïðåäëàãàåì áåçîøèáî÷íûé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì, êîòîðûé ðåàëèçîâàí íà
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèö è âûïîëíåíèÿ áàçîâûõ îïåðàöèé èñ-
ïîëüçóåòñÿ áèáëèîòåêà NumPy. Âõîäîì ñëóæèò ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýòîé ðåàëèçàöèè áûëà ðàññ÷èòàíà ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêà-
çàíî, ÷òî àëãîðèòì ýôôåêòèâíåå äëÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Î÷åâèäíî, ìåòîä äâîè÷íîãî
ïîèñêà ïîçâîëÿåò íàéòè äâîè÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû, êîãäà îíî ñóùåñòâóåò. Ýòî îòêðûâàåò âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íîå ïîëå, ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç GF (3) ïîëå âû÷åòîâ ïî ìîäó-
ëþ òðè. Ýëåìåíòû ïîëÿ GF (3) áóäåì îáîçíà÷àòü
÷èñëàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1, 2}. Îïåðàöèÿìè â
ýòîì ïîëå ñëóæàò ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ïî ìî-
äóëþ òðè, â ÷àñòíîñòè, îáà âûðàæåíèÿ −1 è 1/2
ðàâíû ýëåìåíòó 2. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìû
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì GF (3). Â
ýòîé ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîëèíîìèàëü-
íîãî âðåìåíè äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è îá èí-
öèäåíòíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà è òî÷åê ñ êîîðäè-
íàòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1}. Ýòà çàäà÷à ñ÷èòàåò-
ñÿ âû÷èñëèòåëüíî òðóäíîé â õóäøåì ñëó÷àå. Â
îòëè÷èå îò ðàáîò [1, 2] òåïåðü ðàññìîòðåíû ñè-
ñòåìû èç ìàëîãî ÷èñëà óðàâíåíèé.

Îáñóæäàåìûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå

Python. Áëàãîäàðÿ äîñòóïíîñòè áèáëèîòåê, òà-
êèõ êàê NumPy, èñïîëüçóåìîé â äàííîé ðåàëè-
çàöèè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèö è âûïîëíåíèÿ
áàçîâûõ îïåðàöèé ñ íèìè, Python îáåñïå÷èâàåò
õîðîøèé áàëàíñ ìåæäó ñêîðîñòüþ ðàçðàáîòêè è
ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ.

Ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàä êî-
íå÷íûì ïîëåì äîïóñêàþò ãåîìåòðè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ. Íà÷èíàÿ ñ XIX âåêà, ñîçäàíî ìíî-
ãî êîíå÷íûõ ãåîìåòðèé, â êîòîðûõ ñóùåñòâó-
åò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê è ïðÿìûõ [3, 4].
Â êàæäîé èç íèõ ðàçðåøèìî ëþáîå óòâåðæäå-
íèå î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê è ïðÿìûõ,
ïîñêîëüêó âîçìîæåí ïîëíûé ïåðåáîð êîíå÷íîãî
÷èñëà âàðèàíòîâ [5, 6]. Îäíàêî âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü ìîæåò áûòü âûñîêîé, ÷òî îáúÿñíÿåò
àêòóàëüíîñòü ïîèñêà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, âû÷èñëè-
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ìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, âû÷èñëåíèÿ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè ÷àñòî
îêàçûâàþòñÿ ìåíåå ñëîæíûìè, ÷åì íàä ïîëåì
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïîñêîëüêó íàä êîíå÷íûì
ïîëåì îãðàíè÷åíà äëèíà çàïèñè êàæäîãî èç êî-
ýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé, ñð. [7].

Íàä ïîëåì GF (3) êàæäàÿ àôôèííàÿ ïðÿìàÿ
ñîäåðæèò ðîâíî òðè òî÷êè. Àôôèííàÿ ïëîñêîñòü
ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè Ãåññå [8]. Íà ýòîé
ïëîñêîñòè 9 òî÷åê è 12 ïðÿìûõ. Â 3-ìåðíîì àô-
ôèííîì ïðîñòðàíñòâå 27 òî÷åê, 117 ïðÿìûõ è
39 ïëîñêîñòåé. Êàæäàÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ òî÷åê
îïðåäåëÿåò îäíó ïðÿìóþ, à êàæäàÿ ïðÿìàÿ ìî-
æåò áûòü çàäàíà òðåìÿ ïàðàìè òî÷åê. Ïîýòî-
ìó â n-ìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå 3n òî÷åê
è 3n−1(3n − 1)/2 ïðÿìûõ. Â ñèëó äâîéñòâåííî-
ñòè, n-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ñîäåð-
æèò (3n+1 − 1)/2 òî÷åê è ñòîëüêî æå ãèïåðïëîñ-
êîñòåé. Ïîýòîìó â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå ÷èñ-
ëî ãèïåðïëîñêîñòåé ðàâíî (3n+1 − 1)/2− 1.

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, â êîòîðîì çíà-
÷åíèå êàæäîé ïåðåìåííîé ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó {0, 1}, íàçûâàåòñÿ (0, 1)-ðåøåíèåì èëè äâî-
è÷íûì ðåøåíèåì. Ðàñïîçíàâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ
(0, 1)-ðåøåíèÿ ó ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
íàä ïîëåì GF (3) ñëóæèò ïðèìåðîì NP-ïîëíîé
çàäà÷è. Îäíàêî äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ ýòà çà-
äà÷à ðåøàåòñÿ ëåãêî: òîëüêî ëèíåéíîå óðàâíå-
íèå âèäà xk = 2 íå èìååò (0, 1)-ðåøåíèÿ, ïî-
ñêîëüêó êàæäîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå, íåòðèâè-
àëüíî çàâèñÿùåå îò äâóõ èëè áîëåå ïåðåìåííûõ,
èìååò (0, 1)-ðåøåíèå. Áîëåå òîãî, çàäà÷à ïîèñ-
êà (0, 1)-ðåøåíèÿ òàêæå ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ äëÿ ñèñòåì èç ôèêñèðîâàííîãî ÷èñ-
ëà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñâîäèìîñòü çàäà÷è íàä GF (3) ê àíà-
ëîãè÷íîé çàäà÷å íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé èçâåñòíî ìíîãî àëãîðèò-
ìîâ. Îïèñàíèå òàêèõ àëãîðèòìîâ ìîæíî íàéòè â
îáçîðàõ [9, 10]. Ìû æå ðàññìîòðèì ñèñòåìû, â êî-
òîðûõ ÷èñëî óðàâíåíèé îãðàíè÷åíî íå êîíñòàí-
òîé, à ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò
÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ, çàäà÷à ñîñòîèò â ðàñïîçíàâàíèè èíöèäåíò-
íîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà è âåðøèí êóáà. Ðàçáèå-
íèå NP-ïîëíîé çàäà÷è íà íåñêîëüêî NP-ïîëíûõ
çàäà÷ è çàäà÷ íèçêîé ñëîæíîñòè ñîãëàñóåòñÿ ñ
íåäàâíî ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè [11].

Äëÿ ðåøåíèÿ áëèçêèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèò-
ìû [12]. Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ñóìì ñëó÷àé-
íûõ (0, 1)-âåëè÷èí ðàññìîòðåíî ßøóíñêèì [13].
Òàêæå èçó÷àëèñü êàê ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåí-
òîâ â ìàòðèöàõ äàííîãî ðàíãà íàä êîíå÷íûì
ïîëåì [14], òàê è ðàñïðåäåëåíèå ðàíãîâ ñëó÷àé-
íûõ ìàòðèö ñ äàííûì êîëè÷åñòâîì íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ [15, 16]. Îòíîøåíèå ÷èñëà íåâûðîæ-
äåííûõ ìàòðèö ê ÷èñëó âñåõ ìàòðèö íàä ïîëåì
GF (3) ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì ïîðÿäêà
n, íî âûøå àñèìïòîòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ [17],
ðàâíîãî ïðîèçâåäåíèþ

∞∏
k=1

(
1− 1

3k

)
= 0.560126 . . .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáñóæäàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå
ãåíåðè÷åñêèå àëãîðèòìû èëè áåçîøèáî÷íûå ýâ-
ðèñòèêè, äàþùèå ïðàâèëüíûé îòâåò íà áîëüøîé
äîëå âõîäîâ ñðåäè âõîäîâ äàííîé äëèíû è óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ëåãêî ïðîâåðÿåìûì îãðàíè÷åíè-
ÿì. Íî òàêîé àëãîðèòì ìîæåò âûäàòü óâåäîì-
ëåíèå î íåïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìà. Â ëþáîì
ñëó÷àå àëãîðèòì íå äåëàåò îøèáîê. Ôîðìàëü-
íûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ Ðûáà-
ëîâà [18, 19].

Â ðàçäåëå 2 äàíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå
àëãîðèòìà è áëèçêèå ðåçóëüòàòû. Â ðàçäåëå 3 îá-
ñóæäàþòñÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà è ðåçóëüòàòû
âû÷èñëåíèé. Â ðàçäåëå 4 äàíî êðàòêîå çàêëþ÷å-
íèå.

2. ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ïóñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò ïåðå-
ìåííûõ x1, . . . , xn ñîäåðæèò áîëüøå îäíîãî óðàâ-
íåíèÿ, è íåêîòîðîå óðàâíåíèå íåòðèâèàëüíî çà-
âèñèò îò ïåðåìåííîé xk. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íî-
âàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíà èç èñ-
õîäíîé ñèñòåìû ýëèìèíàöèåé ïåðåìåííîé xk, åñ-
ëè íîâàÿ ñèñòåìà íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xk,
à èñõîäíàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà îáúåäèíåíèþ
íîâîé ñèñòåìû è ðîâíî îäíîãî óðàâíåíèÿ (çà-
âèñÿùåãî îò xk), ðàâíîãî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
óðàâíåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû. Ýëèìèíàöèÿ ïåðå-
ìåííîé ñîîòâåòñòâóåò ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ïðèìåð:{

x1 + x2 = 1
x1 − x2 + x3 + x4 = 0.
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Ýëèìèíàöèÿ ïåðåìåííîé x3 (èëè x4) äàñò îäíî
óðàâíåíèå x1 + x2 = 1. Ïðè ýòîì êàæäîå åãî
(0, 1)-ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî (0, 1)-ðåøåíèÿ
ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
äâå ïåðåìåííûå x3 è x4 íåçàâèñèìî ïðîáåãàþò
çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}, òî èõ ñóììà x3+x4
ïðèíèìàåò âñå òðè çíà÷åíèÿ èç ïîëÿ GF (3). Ýòî
òàêæå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ðàçíîñòè x3 − x4. Ïî-
ýòîìó îäíîâðåìåííàÿ ýëèìèíàöèÿ äâóõ ïåðåìåí-
íûõ, êîãäà âîçìîæíî, ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñ-
ëî óðàâíåíèé, íå íàðóøàÿ ñóùåñòâîâàíèÿ (0, 1)-
ðåøåíèÿ.

Ýëèìèíàöèÿ ïåðåìåííîé ìîæåò ïðèâîäèòü ê
ñèñòåìå, èìåþùåé áîëüøåå ÷èñëî (0, 1)-ðåøåíèé,
÷åì áûëî ó èñõîäíîé ñèñòåìû. Ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò ñïðàâåäëèâ ëèøü íàä ïîëåì GF (3), íî
íå íàä ïîëÿìè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è m,

óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì n ⩾ 5, m ⩾ 2
è m ⩽ log3(2n − 1), è ñèñòåìà èç m ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé îò n ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì GF (3).
Ïóñòü äëÿ êàæäîãî èíäåêñà 1 ⩽ k ⩽ n ñóùå-

ñòâóåò óðàâíåíèå, íåòðèâèàëüíî çàâèñÿùåå îò

ïåðåìåííîé xk. Åñëè ó ýòîé ñèñòåìû íåò (0, 1)-
ðåøåíèÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ k ⩽ n,
÷òî ýëèìèíàöèÿ ïåðåìåííîé xk âíîâü ïðèâîäèò

ê ñèñòåìå, ó êîòîðîé íåò (0, 1)-ðåøåíèÿ. Áîëåå
òîãî, ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü íàéäåíà çà ïî-

ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ O(mn log2(n+ 1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî çà-
ïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå Ax = b, ãäå ÷åðåç A
îáîçíà÷åíà m × n ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ëè-
íåéíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé, à ÷åðåç x è b � ñòîëá-
öû èç n ïåðåìåííûõ è m ÷èñåë, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, â ìàòðèöå A íåò íóëåâûõ
ñòîëáöîâ.

Ïðè óñëîâèè 2 ⩽ m ⩽ log3(2n − 1) â ìàò-
ðèöå A íàéäóòñÿ äâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëá-
öà. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî âîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ
íåíóëåâûõ ñòîëáöîâ ðàâíî 3m − 1. Ýòî ìíîæå-
ñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà (3m − 1)/2 ïàð ëèíåéíî çà-
âèñèìûõ ñòîëáöîâ. Ïîýòîìó âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
n ⩾ (3m + 1)/2 îáåñïå÷èâàåò, ÷òî â ìàòðèöå A
íàéäóòñÿ äâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöà. Îáî-
çíà÷èì íîìåðà ýòèõ ñòîëáöîâ ÷åðåç j è k. Íàéòè
íîìåðà j è k ìîæíî ïåðåáèðàÿ n(n − 1)/2 âà-
ðèàíòîâ è ïðîâåðÿÿ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ.

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà Ax = b ýêâèâàëåíòíà ñèñòå-
ìå Bx = c, ãäå â m × n ìàòðèöå B â ñòîëáöàõ ñ
íîìåðàìè j è k íåíóëåâûå ýëåìåíòû ðàñïîëîæå-
íû ëèøü â îäíîé ñòðîêå, íîìåð êîòîðîé îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ℓ. Çäåñü ìàòðèöà B ïîëó÷àåòñÿ èç ìàò-
ðèöû A ýëåìåíòàðíûìè îïåðàöèÿìè íàä ñòðîêà-
ìè, à ýëåìåíò ñòîëáöà c ðàâåí ñîîòâåòñòâóþùåé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ ñòîëáöà b. Åñ-
ëè ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì ℓ-
ãî óðàâíåíèÿ èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, èìååò
(0, 1)-ðåøåíèå, òî îíà èìååò (0, 1)-ðåøåíèå ïðè
íåêîòîðûõ (0, 1)-çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ xj è xk.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ ñèñòåìà òîæå èìååò (0, 1)-
ðåøåíèå, ïîñêîëüêó âûáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
xj è xk ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü ℓ-îå óðàâíåíèå ïðè
ëþáîé îöåíêå îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Óäàëåíèå
ℓ-ãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ýëèìèíàöèè êàæ-
äîé èç ïåðåìåííûõ xj è xk.

Îòìåòèì ñëåäñòâèå. Ïóñòü â 5-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå íàä ïîëåì GF (3) äàíî 3-ìåðíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íå ïðîõîäèò íè ÷åðåç îä-
íó (0, 1)-òî÷êó. Îáðàçîì ïðîåêöèè íà íåêîòîðóþ
êîîðäèíàòíóþ ãèïåðïëîñêîñòü, êîòîðàÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò ýëèìèíàöèè ïåðåìåííîé, ñëóæèò ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, êîòîðîå òàêæå íå ïðîõîäèò íè ÷åðåç
îäíó (0, 1)-òî÷êó.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ëåãêî ïðîâå-

ðèòü, ïðîõîäèò ëè ïîäïðîñòðàíñòâî ìàëîé êîðàç-
ìåðíîñòè ÷åðåç íåêîòîðóþ (0, 1)-òî÷êó.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïîëèíîìè-

àëüíîãî âðåìåíè, êîòîðûé ïîëó÷àåò íà âõîä ñè-

ñòåìó èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò n ïåðåìåí-

íûõ íàä ïîëåì GF (3) è ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåí-

ñòâà m ⩽ log3 log3(2n − 1) ïðèíèìàåò âõîä òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà èìååò (0, 1)-
ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãîðèòì â öèêëå äåëàåò ïî-
ïûòêè ýëèìèíèðîâàòü ïåðåìåííûå â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òåîðåìîé 1. Òàêæå óäàëÿþòñÿ èç ðàñ-
ñìîòðåíèÿ âñå ïåðåìåííûå, êîòîðûå íå âõîäÿò
â íîâóþ ñèñòåìó. Â ñëó÷àå óñïåõà íà î÷åðåäíîì
øàãå áóäåò ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñîñòî-
ÿùàÿ èç ìåíüøåãî ÷èñëà óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì
íîâàÿ ñèñòåìà èìååò (0, 1)-ðåøåíèå òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò (0, 1)-
ðåøåíèå. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ìåíåå m øàãîâ ýòîò
ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ â îäíîì èç äâóõ âîç-
ìîæíûõ ñëó÷àåâ: ëèáî îñòàëîñü îäíî óðàâíåíèå,
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ëèáî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà çàâèñèò îò ìàëîãî ÷èñ-
ëà ïåðåìåííûõ.

Åñëè îñòàëîñü îäíî óðàâíåíèå, òî äëÿ óðàâíå-
íèÿ âèäà xk = 2 âõîä îòâåðãàåòñÿ, à äëÿ óðàâíå-
íèÿ äðóãîãî âèäà âõîä ïðèíèìàåòñÿ.

Åñëè îñòàëîñü k ïåðåìåííûõ, à ñèñòåìà ñî-
äåðæèò íåñêîëüêî óðàâíåíèé è íå ìîæåò áûòü
óìåíüøåíà, òî ïðîèñõîäèò ðàçáîð 2k ñëó÷àåâ.
Îöåíèì ñâåðõó ÷èñëî k. Ïîñêîëüêó îñòàâøå-
åñÿ ÷èñëî óðàâíåíèé íå ïðåâûøàåò ÷èñëà m,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî log3(2k − 1) < m. Íî
ïî óñëîâèþ ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìà âûïîëíå-
íî m ⩽ log3 log3(2n − 1). Ñëåäîâàòåëüíî, âû-
ïîëíåíû íåðàâåíñòâà (2k − 1) < log3(2n − 1) è
k ⩽ 0.5 log3(2n − 1) < 0.3155 log2(2n − 1). Ïîýòî-
ìó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ (0, 1)-îöåíîê îñòàâøèõñÿ k
ïåðåìåííûõ ìåíüøå ÷èñëà (2n− 1)0.3155.

Åñëè óñëîâèå m ⩽ log3 log3(2n − 1) èç òåîðå-
ìû 2 íàðóøåíî, òî àëãîðèòì âñåãäà äàñò ïðà-
âèëüíûé îòâåò, íî âðåìÿ ðàáîòû ìîæåò áûòü
áîëüøèì. Îäíàêî äëÿ áîëüøîé äîëè ñëó÷àåâ ñðå-
äè âõîäîâ ñ äàííûìè çíà÷åíèÿìè m è n âðåìÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà áóäåò ìàëåíüêèì äàæå ïðè áî-
ëåå ñëàáîì îãðàíè÷åíèè m ⩽ log3(2n− 1).

Ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ m è n, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ íåðàâåíñòâó m ⩽ log3(2n− 1), ïî÷òè ëþáàÿ
ñèñòåìà èç m óðàâíåíèé îò n ïåðåìåííûõ íàä
ïîëåì GF (3) áóäåò èìåòü ìíîãî (0, 1)-ðåøåíèé.
Ýòî äðóãîé ýâðèñòè÷åñêèé âåðîÿòíîñòíûé àëãî-
ðèòì ïðîâåðêè ðàçðåøèìîñòè, êîãäà ïðîâåðÿþò-
ñÿ ñëó÷àéíî âûáðàííûå (0, 1)-òî÷êè. Åñëè (0, 1)-
ðåøåíèå íàéäåíî, òî îíî äåéñòâèòåëüíî ñóùå-
ñòâóåò, à åñëè (0, 1)-ðåøåíèÿ íå îáíàðóæåíî, òî
àëãîðèòì âûäàñò ëèøü ïðåäóïðåæäåíèå î íåóäà-
÷å. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ýòîì óñëîâèè ñóùå-
ñòâîâàíèå (0, 1)-ðåøåíèÿ âñåãäà ìîæåò áûòü ïðî-
âåðåíî äåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì çà êâà-
çèïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ nO(logn).

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé

ïîëó÷àåò íà âõîä ñèñòåìó èç m ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé îò n ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì GF (3) è çà

âðåìÿ nO(m) ïðèíèìàåò âõîä òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñèñòåìà èìååò (0, 1)-ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå (0, 1)-ðåøåíèå äëÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé îò n ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì
GF (3) ïðîäîëæàåòñÿ äî (0, 1)-ðåøåíèÿ äëÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé îò n + m⌈log3 n⌉ ïåðåìåííûõ

íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. È îáðàòíî, êàæ-
äîå ðåøåíèå íîâîé ñèñòåìû óêîðà÷èâàåòñÿ äî ðå-
øåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû. Êàæäàÿ ñèñòåìà èìå-
åò ïî m óðàâíåíèé. Çäåñü j-ìó óðàâíåíèþ âèäà
aj0+ aj1x1+ · · ·+ ajnxn = 0 íàä ïîëåì GF (3) ñî-
îòâåòñòâóåò óðàâíåíèå aj0+aj1x1+ · · ·+ajnxn =
3yj1 + 9yj2 + · · · + 3kyjk íàä ïîëåì ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë, ãäå k = ⌈log3 n⌉ è êàæäàÿ íîâàÿ ïåðå-
ìåííàÿ yj1, . . . , yjk âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç.
Êîýôôèöèåíòàìè íîâîé ñèñòåìû ñëóæàò öåëûå
÷èñëà, àáñîëþòíûå âåëè÷èíû êîòîðûõ íå ïðåâîñ-
õîäÿò ÷èñëà 3n. Â ñâîþ î÷åðåäü, (0, 1)-ðåøåíèÿ
ýòîé ñèñòåìû ñîâïàäàþò ñ (0, 1)-ðåøåíèÿìè îä-
íîãî óðàâíåíèÿ, ðàâíîãî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
óðàâíåíèé ñèñòåìû, â êîòîðîé êîýôôèöèåíòû
îãðàíè÷åíû ñâåðõó âåëè÷èíîé nO(m). Äàëüøå ïî-
èñê (0, 1)-ðåøåíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü ìåòîäîì
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [9] çà âðåìÿ
íå áîëåå nO(m).

Ìîæíî äîïîëíèòåëüíî ìåíÿòü ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé, ñîõðàíÿÿ ÷èñëî ïåðåìåííûõ è ñâîéñòâî
èìåòü (0, 1)-ðåøåíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü
îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ íàøåãî àëãîðèòìà. Îäíàêî
â ýòîì ñëó÷àå (0, 1)-ðåøåíèå äëÿ íîâîé ñèñòåìû,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò ðåøåíèåì äëÿ èñõîäíîé
ñèñòåìû. Ïîýòîìó òàêîé ïîäõîä óäîáåí äëÿ ïðî-
âåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ, íî íå äëÿ ïîèñêà (0, 1)-
ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 4. Äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

îò n ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì GF (3)
a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

· · ·
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

è öåëîå ÷èñëî 1 ⩽ s ⩽ n. Ýòà ñèñòåìà èìå-

åò (0, 1)-ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(0, 1)-ðåøåíèå èìååò íîâàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé

äëÿ êàæäîãî 1 ⩽ j ⩽ m â j-îì óðàâíåíèè êî-

ýôôèöèåíò ajs ïðè ïåðåìåííîé xs çàìåíÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êîýôôèöèåíòîâ

cj = 2bj −
n∑

k=1

ajk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ
ñèñòåìó, â êîòîðîé â êàæäîì óðàâíåíèè äîáàâëåí
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ëèíåéíûé ÷ëåí îò íîâîé ïåðåìåííîé y:
a11x1 + · · ·+ a1nxn + c1y = b1

· · ·
am1x1 + · · ·+ amnxn + cmy = bm,

ãäå êîýôôèöèåíòû cj îïðåäåëåíû â óñëîâèè òåî-
ðåìû. Îäíî èç ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåò-
ñÿ, êîãäà âñå ïåðåìåííûå ðàâíû ýëåìåíòó 2. Ïðè
y = 0 êàæäîå (0, 1)-ðåøåíèå ïðîäîëæàåò íåêîòî-
ðîå (0, 1)-ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïðè y = 1
êàæäîå (0, 1)-ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîãî
(0, 1)-ðåøåíèÿ äëÿ y = 0 îäíîâðåìåííîé çàìåíîé
ïðî÷èõ ïåðåìåííûõ xk → 1 − xk. Ïîýòîìó âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà èìååò (0, 1)-ðåøåíèå òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó èñõîäíîé ñèñòåìû ñó-
ùåñòâóåò (0, 1)-ðåøåíèå. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî
(0, 1)-ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû ðàçáè-
âàåòñÿ íà ïàðû àíòèïîäàëüíûõ ðåøåíèé, ïåðåõî-
äÿùèõ äðóã â äðóãà ïðè îäíîâðåìåííîé èíâåð-
ñèè çíà÷åíèé âñåõ ïåðåìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè (0, 1)-ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî âñïîìîãàòåëü-
íàÿ ñèñòåìà èìååò ïàðó àíòèïîäàëüíûõ (0, 1)-
ðåøåíèé è äëÿ xs = 0 è äëÿ xs = 1.

Äàëåå, ôèêñèðóåì çíà÷åíèå xs = 0 è ïîëó÷àåì
ñèñòåìó îò n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xs−1, y, xs+1,
. . . , xn. Çàìåíèì èìÿ ïåðåìåííîé y íà xs. Íîâàÿ
ñèñòåìà îò n ïåðåìåííûõ èìååò (0, 1)-ðåøåíèå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà
èìååò (0, 1)-ðåøåíèå, õîòÿ ðåøåíèå äëÿ îäíîé ñè-
ñòåìû íå áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèåì äëÿ
äðóãîé.

Îòìåòèì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðåîáðà-
çîâàíèÿ èç òåîðåìû 4 â ïðîåêòèâíîì ïðåîáðàçî-
âàíèè, ïðè êîòîðîì ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó â àôôèííîé ÷àñòè ñ êîîðäèíàòàìè
(2, · · · , 2) è íå èíöèäåíòíàÿ íèêàêîé (0, 1)-òî÷êå,
ñòàíîâèòñÿ íåñîáñòâåííîé ãèïåðïëîñêîñòüþ. Òà-
êîå ïðåîáðàçîâàíèå ñëóæèò èíâîëþöèåé. Êîìïî-
çèöèÿ íåñêîëüêèõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íå ïðè-
âîäèò ê ñóùåñòâåííî íîâûì ñèñòåìàì.

Ðàññìîòðèì åù¼ îäíî ëåãêî ïðîâåðÿåìîå óñëî-
âèå ñóùåñòâîâàíèÿ (0, 1)-ðåøåíèÿ ó ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé íàä GF (3).

Òåîðåìà 5. Äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

íàä ïîëåì GF (3). Ïóñòü ýòà ñèñòåìà èìååò ðå-

øåíèå, â êîòîðîì âñå ïåðåìåííûå, êðîìå îäíîé,

ðàâíû 2. Åñëè ó ñèñòåìû íåò (0, 1)-ðåøåíèÿ, òî

â ðåçóëüòàòå ýëèìèíàöèè íåêîòîðîé ïåðåìåí-

íîé ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ òàêæå

íå èìååò (0, 1)-ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
èìååò ðåøåíèå (0, 2, · · · , 2), ãäå âñå ïåðåìåí-
íûå, êðîìå ïåðâîé, ðàâíû 2. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ðåøåíèåì ñèñòåìû ñëóæèò òî÷êà ñ êî-
îðäèíàòàìè (2, a2, · · · , an), ãäå äëÿ j ⩾ 2 âñå
çíà÷åíèÿ aj ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {0, 1}.
Òîãäà (0, 1)-ðåøåíèåì ñèñòåìû ñëóæèò òî÷êà ñ
êîîðäèíàòàìè (1, 1− a2, · · · , 1− an).

3. ÐÅÀËÈÇÀÖÈß È ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ

Ðåàëèçîâàíà ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ
has01solution(M). Âõîäîì ñëóæèò íåïó-
ñòàÿ ìàòðèöà M ñ m ñòðîêàìè íàä ïîëåì GF (3).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç b ïîñëåäíèé ñòîëáåö ýòîé ìàò-
ðèöû, íàçûâàåìûé äîïîëíèòåëüíûì. Îáîçíà÷èì
÷åðåç A ïîäìàòðèöó, ðàñïîëîæåííóþ â ïåðâûõ
n ñòîëáöàõ, êðîìå ïîñëåäíåãî. Ñòîëáåö b ñîäåð-
æèò ñâîáîäíûå ÷ëåíû óðàâíåíèé, à ìàòðèöà A
ñîñòîèò èç êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ.
Åñëè ìàòðèöà A ïóñòàÿ, òî ëèíåéíûå ÷àñòè
âñåõ óðàâíåíèé ðàâíû íóëþ, à ñàìè óðàâíåíèÿ
ïðåâðàùàþòñÿ â òîæäåñòâà 0 = 0 èëè ëîæíûå
ôîðìóëû 0 = 1 èëè 0 = 2. Ìàòðèöà M ñëóæèò
ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Ìàòðèöà M èçìåíÿåòñÿ òàê, ÷òî ïîñëåäíèé
ñòîëáåö âñåãäà ñîäåðæèò ñâîáîäíûå ÷ëåíû, à
äðóãèå ñòîëáöû ñîäåðæàò êîýôôèöèåíòû ëèíåé-
íûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé íîâîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, êîòîðàÿ èìååò (0, 1)-ðåøåíèå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
èìååò (0, 1)-ðåøåíèå. Ïðè ýòîì ÷èñëà ñòðîê
è ñòîëáöîâ íèêîãäà íå âîçðàñòàþò. Â öèêëå
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå øàãè, ïîêà ìàòðèöà
M íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ èëè íå áóäåò âûïîëíåíî
äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå îñòàíîâêè, ïðè êîòîðîì
ñóùåñòâîâàíèå èëè îòñóòñòâèå (0, 1)-ðåøåíèÿ
ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.

1. Óäàëåíèå èç ìàòðèöû A íóëåâûõ ñòîëáöîâ.

2. Åñëè â íåêîòîðîé ñòðîêå ìàòðèöû A îäèí
íåíóëåâîé ýëåìåíò, êîòîðûé ðàñïîëîæåí â j-
îì ñòîëáöå, òî ïðîèñõîäèò ðàçáîð ñëó÷àåâ.

(a) Åñëè â ýòîé ñòðîêå ýëåìåíò ñòîëáöà b
íóëåâîé, òî óäàëåíèå j-ãî ñòîëáöà.
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(b) Åñëè â ýòîé ñòðîêå ýëåìåíòû â j-îì
ñòîëáöå è ñòîëáöå b íåíóëåâûå è ñîâïà-
äàþò, òî çàìåíà ñòîëáöà b íà ðàçíîñòü
b − a, ãäå ÷åðåç a îáîçíà÷åí j-é ñòîë-
áåö â ìàòðèöå A, à çàòåì óäàëåíèå j-ãî
ñòîëáöà.

(c) Åñëè â ýòîé ñòðîêå ýëåìåíòû â j-îì
ñòîëáöå è ñòîëáöå b îáà íåíóëåâûå è
ðàçëè÷íûå, òî çàâåðøåíèå ðàáîòû, êî-
ãäà (0, 1)-ðåøåíèé íåò.

Ýòîò øàã ïîâòîðÿåòñÿ, ïîêà ìàòðèöà íå ñòà-
áèëèçèðóåòñÿ.

3. Óäàëåíèå èç ìàòðèöû M íóëåâûõ ñòðîê.

4. Åñëè ìàòðèöà M ïóñòàÿ èëè äîïîëíèòåëü-
íûé ñòîëáåö b â ìàòðèöå M íóëåâîé, òî çà-
âåðøåíèå ðàáîòû, êîãäà ñóùåñòâóåò (0, 1)-
ðåøåíèå.

5. Åñëè ìàòðèöà A ïóñòàÿ èëè â ìàòðèöå A
ïðèñóòñòâóåò íóëåâàÿ ñòðîêà, òî çàâåðøåíèå
ðàáîòû, êîãäà íåò (0, 1)-ðåøåíèÿ.

6. Ïîèñê äâóõ ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ â
ìàòðèöå A. Åñëè ýòè ñòîëáöû íàøëèñü, òî
îáîçíà÷èì ÷åðåç j íîìåð îäíîãî èç íèõ. Èíà-
÷å âû÷èñëÿåì ñòîëáåö c = 2b −

∑
Ai, ãäå

÷åðåç Ai îáîçíà÷åí i-é ñòîëáåö â ìàòðèöå A
è ñóììèðóþòñÿ âñå ñòîëáöû. Åñëè ñòîëáåö
c íåíóëåâîé, òî ïîèñê â ìàòðèöå A ñòîëáöà,
ëèíåéíî çàâèñèìîãî ñî ñòîëáöîì c. Åñëè òà-
êîé ñòîëáåö â ìàòðèöå A íàéäåí, òî îáîçíà-
÷èì ÷åðåç j åãî íîìåð è çàìåíèì â ìàòðèöå
A äðóãîé ñòîëáåö íà ñòîëáåö c. Èíà÷å çàâåð-
øåíèå ðàáîòû.

7. Ïîèñê íåíóëåâîãî ýëåìåíòà â j-îì ñòîëáöå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç k íîìåð åãî ñòðîêè. Óìíî-
æåíèå k-é ñòðîêè ðàñøèðåííîé ìàòðèöû M
íà ýëåìåíò â k-é ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå. Äëÿ
êàæäîãî èíäåêñà i â ðàñøèðåííîé ìàòðè-
öå M âû÷èòàíèå èç i-é ñòðîêè k-é ñòðîêè,
óìíîæåííîé íà ýëåìåíò èç j-ãî ñòîëáöà è i-é
ñòðîêè. Â ðåçóëüòàòå j-é ñòîëáåö è k-ÿ ñòðî-
êà ñòàíîâÿòñÿ íóëåâûìè. Äàëåå îáîçíà÷åíèÿ
A è b îòíîñÿòñÿ ê ïîëó÷åííîé ðàñøèðåííîé
ìàòðèöå M . Ïåðåõîä ê ïåðâîìó øàãó.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ôóíêöèè
has01solution(M) ïîëó÷àåòñÿ ëèáî ïóñòàÿ

ìàòðèöà, ëèáî ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà íîâîé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ èìååò
(0, 1)-ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñ-
õîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò (0, 1)-ðåøåíèå.
Åñëè ïîëó÷åíà ïóñòàÿ ìàòðèöà M , òî èñõîäíàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò (0, 1)-ðåøåíèå. Åñëè
äîïîëíèòåëüíûé ñòîëáåö b â ìàòðèöå M íó-
ëåâîé, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
îäíîðîäíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íóëåâîå
ðåøåíèå. Èíà÷å, åñëè ïîëó÷åíà ïóñòàÿ ìàòðèöà
A èëè â ìàòðèöå A ïîÿâèëàñü íóëåâàÿ ñòðîêà,
õîòÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêà â ðàñøèðåííîé
ìàòðèöå M íåíóëåâàÿ, òî íîâàÿ ñèñòåìà ñîäåð-
æèò íåâûïîëíèìîå óðàâíåíèå 0 = 1 èëè 0 = 2.
Åñëè â ñèñòåìå âñòðåòèëîñü óðàâíåíèå xj = 2
èëè 2xj = 1, òî (0, 1)-ðåøåíèé íåò. Èíà÷å òðå-
áóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå
íå ðåàëèçîâàíû â ýòîé ôóíêöèè. Íàïðèìåð,
âîçìîæíà ïðîâåðêà ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ îöåí-
êè îñòàâøèõñÿ ïåðåìåííûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
òàêîé ðåçóëüòàò ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
íåîïðåäåë¼ííûé îòâåò ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà.
Ïîèñê ñðåäè n íåíóëåâûõ ñòîëáöîâ ëèíåéíî

çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ òðåáóåò O(n log2(n + 1))
ñðàâíåíèé ñòîëáöîâ ìåæäó ñîáîé. Òàêîé ïî-
èñê ñâîäèòñÿ ê ñîðòèðîâêå 2n ñòîëáöîâ, êàê
èñõîäíûõ, òàê è óìíîæåííûõ íà äâà. Ýòîò
ïîèñê ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí, èñïîëüçóÿ ìåòîä
numpy.unique. Îäíàêî áîëåå ïðàêòè÷íîé îêà-
çûâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ íà îñíîâå õåøèðîâàíèÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì âñòðîåííîãî â Python êîíòåéíå-
ðà set, îãðàíè÷èâàþùàÿñÿ â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî ÷èñëà ñòîëáöîâ ðàññìîòðåíèåì ëèøü
íåáîëüøîé èõ äîëè, ñì. [20, 21]. Ïîëíîå âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíî ñâåðõó ôóíêöèåé âèäà
poly(m)n log2(n+ 1).
Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ñèñòåìå óðàâíåíèé îò

äâóõ ïåðåìåííûõ x1 è x2{
2x1 + 2x2 = 1
x1 + 2x2 = 1

ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà

M =

(
2 2 1
1 2 1

)
.

Ñðåäè ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöîâ íåò ëèíåéíî çàâè-
ñèìûõ. Îäíàêî âîçìîæíî ïðèìåíåíèå øàãà 6 àë-
ãîðèòìà. Ñòîëáåö

c =

(
1
2

)
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ïðîïîðöèîíàëåí ïåðâîìó ñòîëáöó â ìàòðèöå M .
Çàìåíÿÿ âòîðîé ñòîëáåö, ïîëó÷àåì ìàòðèöó(

2 1 1
1 2 1

)
.

Ïîñêîëüêó ïåðâûå äâà ñòîëáöà ïðîïîðöèîíàëü-
íû äðóã äðóãó, ýëèìèíàöèÿ ïåðåìåííûõ ïðèâî-
äèò ê íîâîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöå èç îäíîãî ýëå-
ìåíòà 2, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò íåâûïîëíèìîìó
ðàâåíñòâó 0 = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, (0, 1)-ðåøåíèé
íåò. Â õîäå ðàáîòû ïðîãðàììû ïðè ýëèìèíàöèè
ïåðåìåííûõ ñíà÷àëà ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà(

0 0 0
0 0 2

)
,

èç êîòîðîé ïîòîì óäàëÿþòñÿ íóëåâûå ñòîëáöû è
íóëåâûå ñòðîêè. Â ýòîì ïðèìåðå àëãîðèòì çà-
âåðøàåò ñâîþ ðàáîòó çà äâà ïðîõîäà îñíîâíîãî
öèêëà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêîé îöåíêå
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.
Äëÿ ýìïèðè÷åñêîé îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè àë-

ãîðèòìà, ãåíåðèðîâàëèñü ìàòðèöû, ýëåìåíòû êî-
òîðûõ íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû
íàä ïîëåì GF (3). Â òàáëèöå 1 äëÿ ÷èñëàm ñòðîê
óêàçàíû ìåäèàíà è 99-é ïðîöåíòèëü äëÿ ÷èñ-
ëà n ïåðâûõ ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ íåíóëå-
âûõ ñòîëáöîâ, ñðåäè êîòîðûõ íåò ëèíåéíî çà-
âèñèìûõ, íî ñëåäóþùèé ñòîëáåö îêàçàëñÿ ëè-
íåéíî çàâèñèìûì ñ êàêèì-òî èç ðàíåå ñãåíåðè-
ðîâàííûõ ñòîëáöîâ. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà m èñ-
ïîëüçîâàíî ïî 100000 ñåðèé ñòîëáöîâ. Ïîãðåø-
íîñòü çíà÷åíèÿ ìåäèàíû ñîñòàâëÿåò îêîëî 1%.
Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû óêàçàíà âåðõíÿÿ
ãðàíèöà ÷èñëà ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ,
ðàâíàÿ (3m − 1)/2. Ìåäèàíà íàèáîëüøåãî â ñå-
ðèè ÷èñëà ñòîëáöîâ áëèçêà ê çíà÷åíèþ ôóíêöèè
(4/5) · (26/15)m.
Èç òàáëèöû 1 âèäíî, ÷òî äàæå 99-é ïðîöåí-

òèëü çàìåòíî íèæå âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ ÷èñëà
ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ. Ïîýòîìó àëãî-
ðèòì îñòà¼òñÿ ýôôåêòèâíûì â ñðåäíåì äëÿ ñè-
ñòåì, â êîòîðûõ ÷èñëî óðàâíåíèé çàìåòíî ïðåâû-
øàåò ãðàíèöó èç òåîðåìû 2. Îäíàêî äàæå òåîðå-
ìà 4 íå ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ãðàíèöó èç òåîðå-
ìû 2 â õóäøåì ñëó÷àå.
Ðàçëè÷èå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè â õóä-

øåì ñëó÷àå è â ñðåäíåì åù¼ çàìåòíåå äëÿ ðàçðå-
æåííûõ ìàòðèö. Â ñëåäóþùèõ ýêñïåðèìåíòàõ ãå-
íåðèðîâàëèñü ñåðèè ñëó÷àéíûõ ñòîëáöîâ, â êîòî-

Òàáë. 1. Äëÿ ÷èñëà m ñòðîê óêàçàíû ìåäèàíà è
99-é ïðîöåíòèëü äëÿ ÷èñëà ñëó÷àéíî ñãåíåðèðî-
âàííûõ íåíóëåâûõ ñòîëáöîâ, ñðåäè êîòîðûõ íåò
ëèíåéíî çàâèñèìûõ, íî ñëåäóþùèé ñòîëáåö îêà-
çàëñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì ñ êàêèì-òî èç ïðåäû-
äóùèõ ñòîëáöîâ. Òàêæå óêàçàíà âåðõíÿÿ ãðàíè-
öà ÷èñëà ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ.

m 50% 99% 100%

1 1 1 1
2 2 4 4
3 4 9 13
4 7 18 40
5 13 32 121
6 22 57 364
7 39 99 1093
8 67 172 3280
9 117 300 9841
10 202 520 29524
11 351 902 88573
12 605 1561 265720
13 1050 2708 797161
14 1823 4687 2391484
15 3163 8123 7174453
16 5450 14127 21523360
17 9467 24447 64570081
18 16423 42124 193710244
19 28435 73695 581130733
20 49176 126316 1743392200

ðûõ êàæäûé ýëåìåíò îòëè÷åí îò íóëåâîãî ñ ôèê-
ñèðîâàííîé âåðîÿòíîñòüþ p, à âûáîð ìåæäó äâó-
ìÿ íåíóëåâûìè çíà÷åíèÿìè ðàâíîâåðîÿòåí. Íà
ðèñóíêå 1 äëÿ ñòîëáöîâ èç m ⩽ 25 ýëåìåíòîâ
ïîêàçàíà ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííàÿ çàâèñè-
ìîñòü îò âåðîÿòíîñòè p ÷èñëà n ïåðâûõ ñëó÷àé-
íî ñãåíåðèðîâàííûõ íåíóëåâûõ ñòîëáöîâ, ñðåäè
êîòîðûõ íåò ëèíåéíî çàâèñèìûõ, íî ñëåäóþùèé
ñòîëáåö îêàçàëñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì ñ êàêèì-òî
èç ðàíåå ñãåíåðèðîâàííûõ ñòîëáöîâ.

Â òàáëèöå 2 ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííàÿ çà-
âèñèìîñòü ýòîé ìåäèàíû îò âåðîÿòíîñòè p ïîêà-
çàíà äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé m, íî ëèøü äëÿ ìà-
ëûõ çíà÷åíèé p è äëÿ p = 1. Ïðè çíà÷åíèè âå-
ðîÿòíîñòè p = 0.1 è m ⩽ 30 îáñóæäàåìûé ìåòîä
ýôôåêòèâåí â ñðåäíåì äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé îò
ìàëîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó íàø ìåòîä
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàä-
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Ðèñ. 1. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíà âåðîÿòíîñòü p,
÷òî ñëó÷àéíî âûáèðàåìûé ýëåìåíò îòëè÷åí îò
íóëåâîãî. Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíà ìåäèàíà
äëÿ ÷èñëà ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ íåíóëåâûõ
ñòîëáöîâ, ñðåäè êîòîðûõ íåò ëèíåéíî çàâèñè-
ìûõ, íî ñëåäóþùèé ñòîëáåö îêàçàëñÿ ëèíåéíî
çàâèñèìûì ñ êàêèì-òî èç ïðåäûäóùèõ ñòîëáöîâ.
×åðåç m îáîçíà÷åíî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñòîëáöå.

íûõ çàäà÷ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè.

×òîáû ýìïèðè÷åñêè îöåíèòü âðåìÿ ðàáîòû
ïðîãðàììû, äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñëà
ñòðîê m è ñòîëáöîâ n ñëó÷àéíîé ìàòðèöû A
êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé,
âû÷èñëÿëèñü ìåäèàíû âðåìåíè ðàáîòû ïðè
óñëîâèè ïîëó÷åíèÿ îïðåäåë¼ííîãî îòâåòà, êîãäà
ñóùåñòâîâàíèå èëè îòñóòñòâèå (0, 1)-ðåøåíèÿ
óñòàíîâëåíî. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.

Ëèñòèíã ïðîãðàììû è ïðèìåðû äîñòóïíû ïî
àäðåñó http://lab6.iitp.ru/-/havoc

4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îáîñíîâàí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì, ïîçâîëÿ-
þùèé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðîâåðèòü ñó-
ùåñòâîâàíèå (0, 1)-ðåøåíèÿ ó ñèñòåìû èç äî-
ñòàòî÷íî ìàëîãî êîëè÷åñòâà óðàâíåíèå íàä ïî-
ëåìGF (3). Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ
ñ îáùåïðèíÿòîé ãèïîòåçîé î âûñîêîé âû÷èñëè-
òåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ (0, 1)-
ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïî-
ñêîëüêó èçìåíåíèå çàäà÷è ïîñðåäñòâîì ýëèìèíà-
öèè ïåðåìåííûõ âñòðå÷àåò ïðåïÿòñòâèå â õóä-
øåì ñëó÷àå. Õîòÿ äëÿ ñèñòåìû ñ ìàëûì êîëè-
÷åñòâîì óðàâíåíèé íàä ïîëåì GF (3) âû÷èñëè-
òåëüíàÿ ñëîæíîñòü îêàçûâàåòñÿ ìàëîé â òèïè÷-

Òàáë. 2. Äëÿ ÷èñëàm ñòðîê è âåðîÿòíîñòè p, ÷òî
ñëó÷àéíî âûáèðàåìûé ýëåìåíò îòëè÷åí îò íóëå-
âîãî, óêàçàíà ìåäèàíà äëÿ ÷èñëà ñëó÷àéíî ñãå-
íåðèðîâàííûõ íåíóëåâûõ ñòîëáöîâ, ñðåäè êîòî-
ðûõ íåò ëèíåéíî çàâèñèìûõ, íî ñëåäóþùèé ñòîë-
áåö îêàçàëñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì ñ êàêèì-òî èç
ïðåäûäóùèõ ñòîëáöîâ.

p

m 0.1 0.2 0.3 0.4 1.0

10 6 12 25 55 26
11 7 15 34 82 37
12 8 18 45 122 53
13 9 21 60 183 75
14 10 26 81 271 107
15 11 31 109 409 150
16 12 38 147 608 213
17 13 46 198 911 303
18 14 55 267 1371 426
19 16 67 360 2059 603
20 17 80 485 3094 848
21 19 98 658 4659 1204
22 21 118 895 7010 1699
23 23 144 1210 10611 2409
24 25 174 1642 15886 3420
25 27 212 2228 23958 4816
26 30 257 3027 36115 6831
27 33 313 4131 54066 9640
28 36 379 5598 81713 13658
29 40 463 7616 123263 19301
30 44 563 10313 186122 27250

íîì ñëó÷àå. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî àë-
ãîðèòì íàìíîãî ýôôåêòèâíåå äëÿ ðàçðåæåííûõ
ñèñòåì óðàâíåíèé. Áîëåå òîãî, ìåòîä äâîè÷íîãî
ïîèñêà ïîçâîëÿåò íàéòè íåêîòîðîå (0, 1)-ðåøåíèå
ñèñòåìû, êîãäà îíî ñóùåñòâóåò, õîòÿ ïåðå÷èñ-
ëåíèå âñåõ (0, 1)-ðåøåíèé ìîæåò áûòü ñëèøêîì
òðóäíûì. Ýòî îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ïðàêòè-
÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ òåõ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷, êîòîðûå ëåãêî ñâåñòè ê ïîèñ-
êó (0, 1)-ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [22] ðàñ-
ñìîòðåíû ïðèìåðû ñâîäèìîñòè êîìáèíàòîðíûõ
çàäà÷ ê çàäà÷å î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé íàä àääèòèâíîé ïîëóãðóïïîé íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ïîçâîëÿþò
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Òàáë. 3. Äëÿ m ñòðîê è n ñòîëáöîâ óêàçàíà
ìåäèàíà â ñåêóíäàõ âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû
ïðè óñëîâèè îïðåäåë¼ííîãî îòâåòà.

n

m 105 106 107 108

2 0.01 0.1 1 14
3 0.02 0.2 2 23
4 0.03 0.3 3 35
5 0.05 0.5 5 48
6 0.06 0.6 6 62
7 0.08 0.8 8 79
8 0.09 0.9 10 97
9 0.11 1.1 12 117
10 0.13 1.3 14 139
11 0.15 1.6 16 162
12 0.17 1.8 18 187
13 0.2 2 21 214
14 0.23 2.2 24 243
15 0.28 2.5 26 273
16 0.33 2.9 28 304
17 0.4 3.2 32 334
18 0.49 3.6 35 369
19 0.67 4.1 39 405
20 0.9 4.7 43 445
21 1.18 5.5 47 479
22 1.46 6.5 52 518
23 1.8 8.1 58 563
24 2.06 10.4 63 609

ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ. Ýòî ïîçâîëÿåò âñòðîèòü íî-
âóþ ïðîãðàììó â ïàéïëàéí äëÿ îáðàáîòêè äàí-
íûõ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè-
÷åñêîé áèîëîãèè.
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On binary solutions to a system of linear

equations modulo three
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We consider the problem of �nding a binary

solution to a system of linear equations modulo
three. In case the number of equations is less than a
su�ciently slowly growing function of the number
of variables, a new polynomial-time algorithm is
proposed to recognize the existence of a binary
solution to such a system. The algorithm is based
on the note that if the coe�cient matrix contains
non-zero columns proportional to each other, then
the elimination of the corresponding variables
preserves the property of having no binary solution
to the system. In particular, every system of two
equations in �ve variables allows the elimination
of some variables that preserves the property of
having no binary solution to the system. Based
on these results, we propose an errorless heuristic
algorithm, which is implemented using the Python
programming language. The NumPy library is used
to represent matrices and perform basic operations.
The input is the augmented matrix. An empirical
running time estimate has been calculated using
the implementation. It has been experimentally
shown that the algorithm is more e�cient for
sparse systems of equations. Obviously, the binary
search method allows �nding a binary solution to
the system when one exists. This observation opens
up the possibility of practical use, in particular, for
solving problems of mathematical biology.
Keywords: �nite �eld, system of linear equations,

computer algebra system.
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