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Решение называется двоичным, если каждая переменная равна нулю или единице.
Известно, что трудно найти двоичное решение системы алгебраических уравне-
ний, коэффициенты которых являются целыми числами с малыми абсолютными
значениями. Целью работы является обоснование эффективного вероятностного
сведения системы к одному новому уравнению в случае, когда существует неболь-
шая разница между числом двоичных решений первого уравнения и числом дво-
ичных решений всей системы. Более того, если первое уравнение линейное, то
существует алгоритм псевдополиномиального времени для проверки правильно-
сти такого сведения к новому уравнению в общем случае.
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A solution is called binary if each variable is equal to either zero or one. It is well
known that it is hard to find a binary solution to the system of algebraic equations in
which the coefficients are integers with small absolute values. The aim of the paper is
to propose an effective probabilistic reduction of the system to a new equation when
there is a small difference between the number of binary solutions to the first equation
and the number of binary solutions to the entire system. The proposed method is
based on replacing the given system of equations with a linear combination of these
equations. Coefficients are random integers that are independently and uniformly
distributed over the segment from zero to some upper bound. The bound depends
on the number of redundant binary solutions to the first equation that do not serve
as solutions to the entire system. The proof uses the Schwartz — Zippel lemma.
Moreover, if the first equation is linear, then there exists a pseudo-polynomial time
algorithm to check the correctness of the reduction to the new equation in the general
case.
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Введение
Рассмотрим поиск двоичных решений системы алгебраических уравнений с целы-

ми коэффициентами. Иначе такие решения называют булевыми. Рассмотрим сведение
исходной системы уравнений к системе с меньшим числом уравнений так, чтобы мак-
симальная степень уравнений не возрастала, а коэффициенты новых уравнений были
целыми числами, абсолютные величины которых не слишком велики по сравнению
с коэффициентами в исходных уравнениях.

Ограничение на степень уравнения существенно, поскольку любая система из m
уравнений вида `k(x) = 0 эквивалентна над полем вещественных чисел одному урав-
нению `2

1(x) + . . . + `2
m(x) = 0. Здесь через x обозначен список переменных x1, . . . , xn.

Ограничение на абсолютную величину коэффициентов тоже существенно, поскольку
при достаточно быстро возрастающей последовательности чисел γk эта система имеет
те же двоичные решения, что и одно уравнение γ1`1(x) + . . . + γm`m(x) = 0. Сведе-
ние системы линейных уравнений к одному линейному уравнению, имеющему те же
двоичные решения, рассмотрено в работе [1].

Для одного линейного уравнения некоторое двоичное решение можно вычислить
за псевдополиномиальное время методом динамического программирования, рассмот-
ренным в нескольких работах Р.Э. Беллмана и (независимо) Дж.Б. Данцига в 1956–
1957 гг. История развития этого метода до 1986 г. описана в [2]. Позже В.В. Смолев
заметил, что если модули коэффициентов при линейных членах уравнения целые и
отличаются друг от друга не более чем на небольшую величину, то время работы ал-
горитма существенно зависит от максимума этой величины, а не от максимума модулей
коэффициентов. Более того, за псевдополиномиальное время можно найти число всех
его двоичных решений [3]. Недавно опубликовано много работ, в которых улучшают-
ся оценки памяти и времени, необходимых для решения этих задач [4 – 8]. Известна
связь вычислительной сложности поиска двоичного решения линейного уравнения со
сложностью некоторых задач, разрешимых за полиномиальное время [9].

В общем случае задача распознавания существования некоторого двоичного реше-
ния у системы линейных уравнений с коэффициентами из множества {−1, 0, 1} явля-
ется NP-полной [2]. Поэтому сведение такой системы уравнений к одному линейному
уравнению с малыми коэффициентами возможно лишь при выполнении некоторых
дополнительных условий.

Сейчас большое внимание уделяется разработке генерических алгоритмов полино-
миального времени [10, 11]. Их можно рассматривать как частный случай эвристи-
ческих алгоритмов, когда в типичном случае результатом работы алгоритма служит
правильный ответ, но на малой доле входов, стремящейся к нулю при увеличении дли-
ны входа, алгоритм может отказаться от вычислений; при этом выдаётся сообщение
об отказе. Аналогично определяются недетерминированные генерические алгоритмы.
При этом некоторые алгоритмически трудные задачи остаются трудными и для гене-
рических алгоритмов [12, 13].

Одно из возможных приложений рассматриваемых алгоритмов, стимулировавшее
развитие новых методов поиска двоичных решений систем уравнений, — это решение
биоинформатической задачи сравнения так называемых хромосомных структур с па-
ралогами (то есть такими генами, которые трудно различить выравниванием последо-
вательностей) и поиска оптимального соответствия между ними [14]. К поиску двоич-
ных решений системы уравнений легко сводится также поиск решений диофантовых
уравнений в произвольной ограниченной области. В этом случае целые числа из неко-
торого отрезка представимы последовательностью нулей и единиц [2].
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1. Результаты
Теорема 1. Даны система, состоящая из m > 2 алгебраических уравнений

`k(x) = 0, и целое число r из отрезка от единицы доm−1. Пусть подсистема, состоящая
из первых r уравнений `1(x) = 0, . . . , `r(x) = 0, имеет не более µ избыточных двоичных
решений, которые не служат решениями всей системы. Существуют такие целые чис-
ла γr+1, . . . , γm из отрезка от нуля до µ, что каждое двоичное решение новой системы
алгебраических уравнений `1(x) = 0, . . . , `r(x) = 0 и γr+1`r+1(x) + . . . + γm`m(x) = 0
служит решением исходной системы. Более того, для любого ε > 0 если случайные
целые числа γr+1, . . . , γm независимы и равномерно распределены на отрезке от нуля
до dµ/εe, то указанное свойство выполнено с вероятностью большей разности 1− ε.

Доказательство. Обозначим черезM множество тех двоичных решений рас-
сматриваемой подсистемы, которые не являются решениями всей системы уравнений:

M = {x ∈ {0, 1}n : `1(x) = 0 ∧ · · · ∧ `r(x) = 0 ∧ ∃k 6 m (`k(x) 6= 0)}.
Мощность |M| не превышает числа µ. Определим многочлен

f(yr+1, . . . , ym) =
∏

x∈M

(
m∑

k=r+1

`k(x)yk

)
.

Если множествоM пустое, то полагаем f = 1. В этом случае числа γr+1, . . . , γm могут
быть любыми, например равными нулю: γr+1 = . . . = γm = 0.

Пусть множество M непустое. Если некоторая последовательность целых чисел
γr+1, . . . , γm достаточно быстро возрастает, то значение f(γr+1, . . . , γm) отлично от ну-
ля. Следовательно, многочлен f не равен нулю тождественно. С другой стороны, вы-
полнено неравенство deg f 6 µ. По лемме Шварца— Зиппеля [15] существуют искомые
целые числа γr+1, . . . , γm из отрезка от нуля до µ, для которых f(γr+1, . . . , γm) 6= 0, и
доля таких наборов чисел не меньше разности 1− ε при ε > 0.

Замечание 1. Теорема 1 остаётся справедливой, если рассматривать не (0, 1)-
решения, а (α, β)-решения для произвольных чисел α 6= β.

Далее ограничимся случаем, когда r = 1. В этом случае теорема 1 позволяет свести
систему уравнений к системе двух уравнений. Переход от двух уравнений к одному,
равному их линейной комбинации и имеющему те же двоичные решения, приводит
к относительно небольшому увеличению коэффициентов (хотя в общем случае трудно
свести систему из многих уравнений к одному при таком ограничении). Далее рас-
смотрено сведение системы уравнений к одному, имеющему те же двоичные решения,
которое для краткости называется новым уравнением.

Теорема 2. Даны система из m > 2 алгебраических уравнений `k(x) = 0 и ве-
щественное число ε > 0. Пусть первое уравнение `1(x) = 0 имеет не более µ избы-
точных двоичных решений, которые не служат решениями всей системы. Если слу-
чайные целые числа γ2, . . . , γm независимы и равномерно распределены на отрезке от
нуля до dµ/εe, то с вероятностью большей разности 1 − ε каждое двоичное решение
нового уравнения `1(x) + λ (γ2`2(x) + . . .+ γm`m(x)) = 0 служит решением исходной
системы. Здесь коэффициент λ равен произвольному целому числу, превосходящему
сумму модулей всех коэффициентов многочлена `1.

Доказательство. Применяя теорему 1 для случая r = 1, сведём исходную
систему уравнений к системе двух уравнений вида{

`1(x) = 0,

γ2`2(x) + . . .+ γm`m(x) = 0
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с тем же набором двоичных решений. В каждой точке с координатами из множества
{0, 1} модуль значения функции `1 меньше числа λ. По модулю λ новое уравнение эк-
вивалентно первому уравнению. Поэтому каждое двоичное решение нового уравнения
служит решением первого уравнения `1 = 0. Следовательно, оно служит решением и
для второго уравнения, равного линейной комбинации (с рациональными коэффици-
ентами) первого и нового уравнений.

Замечание 2. Требование, чтобы число µ было маленьким, существенно для
практического применения рассмотренной сводимости, поскольку при больших значе-
ниях µ коэффициенты γk тоже могут быть большими. С другой стороны, число µ явля-
ется лишь верхней границей; не требуется знание точного значения разности чисел дво-
ичных решений у первого уравнения и у всей системы уравнений. Кроме того, неболь-
шое увеличение значения µ может быть удобно для вычислений. Если dµ/εe = 2ν − 1
для целого ν, то равномерно распределённая случайная величина γk легко получа-
ется конкатенацией независимых симметричных бернуллиевских случайных величин,
равных цифрам двоичной записи. Создание равномерного распределения на переста-
новках (то есть на множестве из ν! элементов) на основе бернуллиевских случайных
величин обсуждается в [16].

Теорема 3. Дан многочлен f(x1, . . . , xn) степени d, имеющий m мономов. Обо-
значим через `(y1, . . . , ym) линейную форму, коэффициенты которой равны коэффи-
циентам многочлена f , расставленным в любом порядке. Для любого числа α число
двоичных решений уравнения f(x) = α не более чем в (2d−1)m раз превосходит число
двоичных решений линейного уравнения `(y) = α.

Доказательство. Каждое двоичное решение уравнения f(x) = α соответствует
двоичному решению уравнения `(y) = α, где значение переменной yk равно значению
соответствующего монома. При этом равенство yk = 0 соответствует равенству нулю
хотя бы одной из переменных, входящих в k-й моном. Каждый моном зависит самое
большее от d переменных и обнуляется на самое большее 2d−1 наборах двоичных зна-
чений этих переменных. Поэтому каждое решение уравнения `(y) = α соответствует
не более чем (2d − 1)m двоичным решениям уравнения f(x) = α.

Пример 1. Рассмотрим многочлен f = x1x2 + x3x4 + . . . + x2m−1x2m. Линейное
уравнение y1+. . .+ym = 0 имеет только нулевое двоичное решение. По теореме 3 число
двоичных решений уравнения f(x) = 0 не превосходит числа 3m, тогда как число всех
наборов двоичных значений переменных x равно 4m. Рассуждая, как при доказатель-
стве теоремы 3, легко видеть, что эта оценка числа двоичных решений точная.

2. Обсуждение
Рассмотрим случай, когда первое уравнение системы линейное, а число его дво-

ичных решений известно (оно может быть вычислено за псевдополиномиальное вре-
мя [3]). Даже в этом случае трудно вычислить оптимальное значение µ в теореме 2.
Однако если угадано некоторое значение µ и для этого значения случайно выбраны
целые коэффициенты γk из отрезка от нуля до dµ/εe, то a posteriori можно проверить
правильность выбора µ и коэффициентов γk, следовательно, проверить корректность
вычисления. Для этого надо оценить сверху число решений полученного нового урав-
нения. Очевидно, любое решение системы служит решением этого уравнения. Поэтому
при любом выборе коэффициентов γk число двоичных решений нового уравнения не
меньше, чем число двоичных решений исходной системы. Если разность числа дво-
ичных решений первого и нового уравнений превосходит число µ или отрицательна,
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то сведение системы к новому уравнению должно быть признано некорректным. При-
чиной неудачи может быть как неправильно угаданное значение µ, так и неудачная
реализация случайных коэффициентов γk. Если же эта разность положительна и не
превосходит числа µ, то с вероятностью не меньше разности 1−ε значение µ корректно,
следовательно, новое уравнение тоже корректное.

Если все уравнения системы линейные, то новое уравнение тоже линейное и чис-
ло его двоичных решений можно вычислить за псевдополиномиальное время. Так,
по аналогии с генерическими алгоритмами, можно получить вероятностный алгоритм
псевдополиномиального времени, который для систем линейных уравнений на боль-
шой доле входов с большой вероятностью выдаёт корректное новое уравнение, а на
оставшейся доле входов, а также с малой вероятностью на любом входе выдаёт сооб-
щение об отказе от вычисления. Такой алгоритм может сделать ошибку, не выдавая
никакого предупреждения, но вероятность такой ошибки можно ограничить сверху
сколь угодно малым положительным числом.

Если (алгебраическое) уравнение нелинейное, но имеет мало мономов, то число
его двоичных решений можно оценить сверху посредством теоремы 3, рассматривая
мономы как независимые переменные. При этом число решений линейного уравнения
снова оценивается псевдополиномиальным алгоритмом. Такая оценка будет точнее для
уравнений с меньшим числом мономов. Поскольку рассматриваются только двоичные
решения, такое уравнение можно считать мультилинейным. В случае, когда система
имеет двоичные решения, линейность первого уравнения существенна для вычисления
верхней оценки оптимального значения µ в теореме 2 за псевдополиномиальное вре-
мя. С другой стороны, несмотря на грубость оценки числа двоичных решений, когда
таковые существуют, теорема 3 часто позволяет точно подтвердить отсутствие двоич-
ных решений у нового уравнения и, следовательно, их отсутствие у исходной системы
нелинейных уравнений.

Приведём пример, когда система уравнений имеет столько же двоичных решений,
что и первое уравнение.

Пример 2. Рассмотрим систему двух уравненийx1 + . . .+ xn = 1,∑
j<k

xjxk = 0.

Двоичные решения первого уравнения имеют вид (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), где ровно одна
переменная равна единице, а прочие равны нулю. Каждое из них служит решением
второго уравнения.

Пример 3. Рассмотрим систему двух уравнений{
x1 + . . .+ xn = 2,

x1x2 + x2x3 + . . .+ xn−1xn = 0.

Двоичные решения первого уравнения таковы, что ровно две переменные равны еди-
нице. Число таких решений равно n(n − 1)/2. Двоичное решение первого уравнения
служит решением второго уравнения при условии, что равные единице переменные не
оказались соседними. Поэтому число избыточных двоичных решений первого уравне-
ния равно n− 1.
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