
Ï�ÎÁËÅÌÛ ÏÅ�ÅÄÀ×È ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈÒîì 47 2011 Âûï. 3ÓÄÊ 621.391.1 : 514© 2011 ã. Ê.Þ. �îðáóíîâ, Â.À. ËþáåöêèéÄÅ�ÅÂÎ, ÁËÈÆÀÉØÅÅ Â Ñ�ÅÄÍÅÌ Ê ÄÀÍÍÎÌÓ ÍÀÁÎ�Ó ÄÅ�ÅÂÜÅÂÑ�îðìóëèðîâàíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ äåðåâà, áëèæàéøåãî â ñðåäíåì ê äàí-íîìó íàáîðó äåðåâüåâ. Ïîíÿòèå �áëèæàéøåå� ñ�îðìóëèðîâàíî íà îñíîâå ïðåä-ñòàâëåíèÿ î ñîáûòèÿõ, ïîäñ÷åò ÷èñëà êîòîðûõ ïîçâîëÿåò îòëè÷èòü êàæäîå èçäàííûõ äåðåâüåâ îò èñêîìîãî äåðåâà. Ýòè ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ äèâåðãåíöèåé,äóïëèêàöèåé, ïîòåðåé, ïåðåíîñîì; àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû è äðó-ãèå ñïèñêè ñîáûòèé. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì, êîòîðûé ðåøàåò ýòó çàäà÷ó çà êóáè-÷åñêîå âðåìÿ îò ðàçìåðà èñõîäíûõ äàííûõ. Äîêàçàíû êîððåêòíîñòü àëãîðèòìàè êóáè÷åñêàÿ îöåíêà åãî ñëîæíîñòè.Õîðîøî èçâåñòíà è äàâíî èññëåäóåòñÿ â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè ïðèëîæåíèÿìè (íà-ïðèìåð, â òåîðèè ýâîëþöèè âèäîâ [1�5℄) ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Äàí íàáîð äåðåâüåâ Gi,ãäå i ìåíÿåòñÿ îò 1 äî íåêîòîðîãî n, íóæíî íàéòè äåðåâî S∗, â ñðåäíåì íàèáîëååáëèçêîå ê êàæäîìó Gi. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äåðåâüÿ Gi, à òîãäà è äåðå-âî S∗, � áèíàðíûå è êîðíåâûå. Íèæå (ñì. çàìå÷àíèå 2) ãîâîðèòñÿ, êàê ìîæíî ïå-ðåéòè ê ýòîìó áîëåå ïðîñòîìó ñëó÷àþ îò íåáèíàðíûõ è íåóêîðåíåííûõ äåðåâüåâ.Ïîñëå óòî÷íåíèÿ âûäåëåííûõ êóðñèâîì ïîíÿòèé çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå ãëîáàëü-íîãî ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå äåðåâüåâ, íèæå óêàçàí âèä ýòèõ �óíê-öèîíàëà è ïðîñòðàíñòâà. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ðåäêî ðå-øàþòñÿ ý��åêòèâíî è ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî. Äëÿ ýòîé äîñòàòî÷íî îáùåé çàäà÷èíàìè ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ â ñëó÷àå õóäøèõ èñõîäíûõ äàííûõ êóáè÷åñêîéñëîæíîñòè è äîêàçàíî, ÷òî îí ñòðîãî ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó çà ýòî âðåìÿ. Íàòèïè÷íûõ äàííûõ îí ðàáîòàåò åùå áûñòðåå. Êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, ðåàëèçóþ-ùàÿ ýòîò àëãîðèòì âìåñòå ñ ïðèìåðàìè âû÷èñëåíèé è èíñòðóêöèåé ïîëüçîâàòåëÿ,ñâîáîäíî äîñòóïíà íà ñàéòå http://lab6.iitp.ru/ru/super3gl/. Â êà÷åñòâå îäíîéèç âîçìîæíûõ èíòåðïðåòàöèé çàäà÷è íàìè ïðåäëîæåíà ìîäåëü ýâîëþöèîííûõ ñîáû-òèé, êîòîðàÿ îïèñàíà íà �îðìàëüíîì óðîâíå íèæå, à òàêæå â [4℄, à íà áèîëîãè÷åñêîìóðîâíå � â [3, 5℄.Èòàê, ïóñòü ëèñòüÿì êàæäîãî äåðåâà Gi (�äåðåâà ãåíîâ�) ïðèïèñàíû ïàðû 〈k, l〉íàòóðàëüíûõ ÷èñåë; ïåðâîå ÷èñëî íàçîâåì �ãåíîì�, âòîðîå � �âèäîì�. Ñîäåðæàòåëüíîýòî � îòíîøåíèå �ãåí k îáíàðóæåí â âèäå l�, êîòîðîå äàëåå áóäåì íàçûâàòü îòíîøå-íèåì �ãåí-âèä�. Â äåðåâå ãåíîâ êàêîé-òî âèä l ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ íåñêîëüêèìèãåíàìè 〈k1, l〉, 〈k2, l〉, . . . Â ðàçíûõ äåðåâüÿõ ãåíîâ Gi è Gj âèäû ìîãóò ñîâïàäàòü.Îáîçíà÷èì ÷åðåç V0 ìíîæåñòâî âñåõ âèäîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ëèñòüÿõ âñåõ Gi.Óñëîâèìñÿ, ÷òî ó âñåõ äåðåâüåâ êîðåíü ðàñïîëàãàåòñÿ �ñâåðõó�. Îáîçíà÷èì ÷å-ðåç e− è e+ âåðõíèé è íèæíèé êîíöû ëþáîãî ðåáðà e. �åáðî ïîíèìàåòñÿ êàê ïàðàâåðøèí: íà÷àëî e− è êîíåö e+. �åáðî, âåäóùåå â âåðøèíó g, îáîçíà÷èì bg. Êàæ-äîå äåðåâî ðàññìàòðèâàåòñÿ âìåñòå ñ åãî �êîðíåâûì ðåáðîì� � ñïåöèàëüíî äîáàâ-ëåííûì ðåáðîì, êîòîðîå èäåò îò êîðíÿ ââåðõ è ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè, â êîòîðîìæèë îáùèé ïðåäîê âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ â äåðåâå ãåíîâ èëè âèäîâ; âåðõíèé êîíåöêîðíåâîãî ðåáðà íàçîâåì �ñóïåðêîðíåì�. �åáðà äåðåâà âèäîâ S íàçûâàþòñÿ òðóáà-ìè, â ÷àñòíîñòè, êîðíåâîå ðåáðî íàçûâàåòñÿ êîðíåâîé òðóáîé; ýòîò òåðìèí ââîäèòñÿ64



òîëüêî çàòåì, ÷òîáû ðàçëè÷àòü ðåáðà â S è ðåáðà â Gi. Íà âåðøèíàõ ëþáîãî äåðåâàîïðåäåëèì îòíîøåíèå �íèæå�: g1 < g2, åñëè g1 6= g2 è â g1 ìîæíî ïðîâåñòè ïóòü èçñóïåðêîðíÿ ÷åðåç g2; âåçäå �ïóòü� ïîíèìàåòñÿ êàê êðàò÷àéøèé ïî ÷èñëó ðåáåð. Àíà-ëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå �íèæå� ìåæäó ðåáðàìè äåðåâà. �àçëè÷íûå ðåáðàíàçûâàþòñÿ íåñðàâíèìûìè, åñëè íè îäíî èç íèõ íå íèæå äðóãîãî. Èíà÷å ðåáðà íà-çûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè, îíè ðàñïîëàãàþòñÿ íà îáùåì ïóòè èç ëèñòà â ñóïåðêîðåíü.�åáðà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåðøèíû è äàëüíèå îò êîðíÿ, íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè,êàê è ïîääåðåâüÿ ñ ýòèìè ðåáðàìè â êà÷åñòâå êîðíåâûõ; îíè îáðàçóþò ïàðó ñìåæ-íûõ ðåáåð è ñîîòâåòñòâåííî ïàðó ñìåæíûõ ïîääåðåâüåâ. Íà ìíîæåñòâå âñåõ âåðøèíè òðóá â S îïðåäåëèì åäèíîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà y < x òàêèì îáðàçîì: âåðøèíàèëè òðóáà y �íèæå� íåêîòîðîé âåðøèíû èëè òðóáû x â S, åñëè y 6= x è â y ìîæíîïðîâåñòè ïóòü èç ñóïåðêîðíÿ ÷åðåç x; ñîîòâåòñòâåííî, �x âûøå y�. Îáîçíà÷èì y 6 x,åñëè y < x èëè y = x. Êàæäîå ïîääåðåâî (âñå, ÷òî íèæå íåêîòîðîé âåðøèíû g)âêëþ÷àåò ñâîå êîðíåâîå ðåáðî bg, íî íå åãî âåðõíèé êîíåö. Êëàäîé Ms â äåðåâå âè-äîâ íàçîâåì ìíîæåñòâî âèäîâ, ïðèïèñàííûõ ëèñòüÿì, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íèæåâåðøèíû s â äåðåâå S. Êëàäîé Mg (ïîäðàçóìåâàåòñÿ: â îäíîì èç äåðåâüåâ ãåíîâ Gi)íàçîâåì ìíîæåñòâî âèäîâ, ïðèïèñàííûõ ëèñòüÿì, ðàñïîëîæåííûì íèæå âåðøèíû gâ Gi. Âåðøèíû s è g íàçîâåì êîðíÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàä. Êëàäîé Me íàçîâåììíîæåñòâî âèäîâ, ïðèïèñàííûõ âñåì ëèñòüÿì íèæå ðåáðà/òðóáû e â äåðåâå G èëè S.Ïóñòü P � �èêñèðîâàííûé íàáîð ìíîæåñòâ âèäîâ, âêëþ÷àþùèé V0 è âñå åãîîäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà, íî íå âêëþ÷àþùèé ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ïðîñòðàí-ñòâî äåðåâüåâ P ñîñòîèò èç âñåõ äåðåâüåâ âèäîâ S, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî ëèñòüåââçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñ âèäàìè èç V0 è âñå êëàäû ïðèíàäëåæàò P . Â ýòîì ñìûñëåáóäåì íàçûâàòü P íàáîðîì êëàä. Ñòàíäàðòíûì íàáîðîì P íàçîâåì ìíîæåñòâî âñåõêëàä âî âñåõ èñõîäíûõ äåðåâüÿõ ãåíîâ Gi, ïîïîëíåííîå ìíîæåñòâîì V0.Âëîæåíèåì (áåç ïåðåíîñîâ) äåðåâà G â äåðåâî S íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f âñåõâåðøèí V (G) äåðåâà ãåíîâ G â âåðøèíû V (S) è òðóáû E(S) äåðåâà âèäîâ S, äëÿêîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:1. Ñóïåðêîðåíü â G îòîáðàæàåòñÿ â êîðíåâóþ òðóáó â S; êàæäûé ëèñò g â G îòîá-ðàæàåòñÿ â ëèñò s â S ñîãëàñíî îòíîøåíèþ ãåí-âèä;2. Ïóñòü g1 � ñûí g: åñëè f(g) � âåðøèíà, òî f(g1) < f(g); à åñëè f(g) � òðóáà, òî
f(g1) 6 f(g);3. Ïóñòü g1 è g2 � ñûíîâüÿ âåðøèíû g: åñëè f(g) � âåðøèíà, òî ïóòü â S èç f(g1)â f(g2) ïðîõîäèò ÷åðåç f(g).Îòìåòèì, ÷òî âëîæåíèå âñþäó îïðåäåëåíî, íî íå îáÿçàòåëüíî èíúåêòèâíî èëèñþðúåêòèâíî.Äëÿ äàííîãî âëîæåíèÿ f äóïëèêàöèåé íàçûâàåòñÿ íåñóïåðêîðíåâàÿ âåðøèíà gâ G, äëÿ êîòîðîé f(g) � òðóáà. Äèâåðãåíöèåé íàçûâàåòñÿ âåðøèíà g, äëÿ êîòîðîé

f(g) � íåëèñòîâàÿ âåðøèíà. Ïîòåðåé íàçûâàåòñÿ ïàðà 〈e, s〉, äëÿ êîòîðîé e � ðåáðîâ G, s � âåðøèíà â S è âûïîëíÿåòñÿ f(e+) < s < f(e−).Çàìå÷àíèå 1. Ýòè îïðåäåëåíèÿ îñíîâàíû íà èíòóèòèâíîì ïðåäñòàâëåíèè î ïðî-öåññå �ýâîëþöèè ïåðâè÷íîãî ãåíà âíóòðè ïåðâè÷íîãî âèäà�, ðàñïîëîæåííîãî â êîð-íåâîé òðóáå. Êðàòêî òàêîé ïðîöåññ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ðèñ. 1, 2ïðèâåäåíû èëëþñòðàöèè ïîíÿòèé äóïëèêàöèè è ïîòåðè ãåíà, à òàêæå äèâåðãåíöèè.Äóïëèêàöèÿ ãåíà � ýòî ïîÿâëåíèå äâóõ åãî êîïèé, íå ñâÿçàííîå ñ ðàçâèëêîé â äå-ðåâå S; ïîñêîëüêó äóïëèêàöèÿ íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîé âåðøèíå â S, åå ðèñóþòâíóòðè òðóáû. Äèâåðãåíöèÿ ãåíà � ýòî ïîÿâëåíèå äâóõ åãî êîïèé â ðàçâèëêå â S, îä-íà êîïèÿ èäåò (�ëèíèÿ æèçíè�) â îäíó, äðóãàÿ � â äðóãóþ èç äâóõ òðóá, âûõîäÿùèõèç ýòîé ðàçâèëêè (â ñìåæíûå òðóáû), ïðè÷åì îáå êîïèè íå òåðÿþòñÿ â íèõ. Ïîòåðÿãåíà ïðîèñõîäèò ïîñëå ïîÿâëåíèÿ äâóõ êîïèé â ðàçâèëêå â S, ïðè÷åì â îäíîé èçñìåæíûõ òðóá êîïèÿ òåðÿåòñÿ, à â äðóãîé íå òåðÿåòñÿ; â ýòîì ñëó÷àå ëèíèþ æèçíèãåíà ðèñóþò òîëüêî â òó èç ýòèõ ñìåæíûõ òðóá, â êîòîðîé êîïèÿ íå òåðÿåòñÿ. Åñëèîáå êîïèè ãåíà ïîòåðÿëèñü â ñìåæíûõ òðóáàõ, òî ãåí ïîòåðÿëñÿ åùå äî ðàçâèëêè.3 Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè, � 3 65
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a′ b′ c′ e′ e′′ f ′ a b c d e f�èñ. 1. Èëëþñòðàöèÿ ïîíÿòèé äóïëèêàöèè, ïîòåðè ãåíà è äèâåðãåíöèè. Äåðåâüÿ ãå-íîâ G è âèäîâ S, ó êîòîðûõ â ëèñòüÿõ: ãåí a′ âçÿò èç âèäà a è ò.ä., äâà ãåíà e′ è e′′âçÿòû èç îäíîãî âèäà e. Âèä d íå ïðåäñòàâëåí â äåðåâå GÊîïèÿ ãåíà � òàêæå ãåí. Â ïðîöåññå ýâîëþöèè ãåí êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåíÿåòñÿ,çà áîëüøåå âðåìÿ � áîëüøå.Âëîæåíèåì f íàáîðà äåðåâüåâ {Gi} â äåðåâî S íàçîâåì íàáîð âëîæåíèé f = {fi},â êîòîðîì êàæäîå fi ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì Gi â S.Çàäà÷à 1 � íàéòè òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà

c({Gi}, f, S) =
∑

i

(

cll(fi, Gi, S) + cdd(fi, Gi, S)
) (1)â óêàçàííîì âûøå ïðîñòðàíñòâå P , ãäå cl è cd � �èêñèðîâàííûå íåîòðèöàòåëüíûå÷èñëà, à S è âñå fi � ïåðåìåííûå, ïî êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ ãëîáàëüíàÿ ìèíèìèçàöèÿ.Íàïîìíèì, ÷òî P ñîñòîèò èç äåðåâüåâ ñ ìíîæåñòâîì V0 ëèñòüåâ. Â (1) èñïîëüçîâà-íû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: l(f,Gi, S) � ÷èñëî ïîòåðü â äåðåâå Gi ïðè âëîæåíèè fiäåðåâà Gi â S, à cl � öåíà çà îäíó ïîòåðþ; òàêèì îáðàçîì, cl ∑

i

l(fi, Gi, S) � ñóì-ìàðíàÿ öåíà çà âñå ïîòåðè âî âñåõ Gi. Àíàëîãè÷íî, d(fi, Gi, S) � ÷èñëî äóïëèêà-öèé â äåðåâå Gi ïðè âëîæåíèè fi äåðåâà Gi â S, à cd � öåíà çà îäíó äóïëèêàöèþ,è cd
∑

i

d(fi, Gi, S) � ñóììàðíàÿ öåíà çà âñå äóïëèêàöèè âî âñåõ Gi. Òàêèì îáðàçîì,�áëèçîñòü� êàæäîãî Gi è S îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç âëîæåíèå fi. Âëîæåíèå f∗ = {f∗

i } íà-çîâåì ñöåíàðèåì äëÿ íàáîðà äåðåâüåâ {Gi}, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1).Òîãäà çíà÷åíèå c∗ �óíêöèîíàëà (1) â òî÷êå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà 〈f∗, S∗〉 íàçîâåììèíèìàëüíîé öåíîé (ñöåíàðèÿ), à ñàìî S∗ íàçîâåì ñóïåðäåðåâîì äëÿ íàáîðà {Gi}.Ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà P .Íàøè êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî â çàäà÷àõ ýâîëþöèè ðàçóìíî âû-áèðàòü ñíà÷àëà ñòàíäàðòíûé íàáîð P , à çàòåì ðàñøèðÿòü åãî ðàçíîñòÿìè ìíîæåñòâ,âõîäÿùèõ â P , ðîëü òàêèõ ðàçíîñòåé ïîÿñíÿåòñÿ â [6℄.Ïàðíûì ñöåíàðèåì h äëÿ îäíîãî äåðåâà ãåíîâ G è äàííîãî äåðåâà âèäîâ S íà-çîâåì âëîæåíèå G â S, ìèíèìèçèðóþùåå �óíêöèîíàë (1), â êîòîðîì i ïðèíèìàåòðîâíî îäíî çíà÷åíèå, ò.å. n = 1 è G = G1. Çäåñü S �èêñèðîâàíî, è åäèíñòâåííîéïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ h. Åñëè f∗ � ñöåíàðèé äëÿ êàêîãî-òî íàáîðà {Gi}, à S∗ � ñî-66



PSfrag replaements
R=f(r)

a b c d e f

s1=f(g2)

s2

s3

s4=f(g4)

f(g1)

f(g3)

�èñ. 2. Èëëþñòðàöèÿ ïîíÿòèé äóïëèêàöèè, ïîòåðè ãåíà è äèâåðãåíöèè. Çíà÷åíèÿâëîæåíèÿ f äåðåâà G â äåðåâî S ïîêàçàíû âíóòðè òðóá äåðåâà S æèðíûìè òî÷êàìè,êðîìå çíà÷åíèé íà ëèñòüÿõ â G, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ëèñòüÿ-ìè â S. Çíà÷åíèå f(g1) ïîêàçàíî â òðóáå (õîòÿ �îðìàëüíî îíî ðàâíî ýòîé òðóáå)è ïî îïðåäåëåíèþ âåðøèíà g1 ñîîòâåòñòâóåò ñîáûòèþ äóïëèêàöèè. Àíàëîãè÷íî äëÿâåðøèíû g3. Çíà÷åíèÿ f íà âñåõ äðóãèõ âíóòðåííèõ âåðøèíàõ äåðåâà G ñîâïàäàþòñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âíóòðåííèìè âåðøèíàìè äåðåâà S è ïî îïðåäåëåíèþ ñîîòâåò-ñòâóþò ñîáûòèÿì äèâåðãåíöèè. Äëÿ ðåáðà l = (g1, a
′) âåðøèíû s1 è s2 ëåæàò ìåæäóçíà÷åíèÿìè f íà êîíöàõ l è ïî îïðåäåëåíèþ ïàðû 〈l, s1〉 è 〈l, s2〉 ñîîòâåòñòâóþò ñî-áûòèÿì ïîòåðè; ïîòåðè ïîêàçàíû îòðîñòêàìè ñ êðåñòèêîì íà êîíöå. Àíàëîãè÷íî,ïîòåðÿìè ÿâëÿþòñÿ ïàðû 〈(g2, b

′), s2〉, 〈(g3, e′), s4〉, 〈(r, g3), s3〉îòâåòñòâóþùåå ýòîìó íàáîðó ñóïåðäåðåâî, òî âñå f∗

i ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, ïàðíûìèñöåíàðèÿìè äëÿ êàæäîé ïàðû Gi è S∗.Äëÿ ëþáûõ G è S ïàðíûé ñöåíàðèé h(G,S) åäèíñòâåí è äàæå íå çàâèñèò îòâûáîðà �èêñèðîâàííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé öåí cd è cl çà îäíó äóïëèêàöèþè îäíó ïîòåðþ. Ýòîò ñöåíàðèé h îïèñàí ÿâíî â ëåììå 1 (ñì. íèæå). Ïîýòîìó ïðèïîèñêå ñóïåðäåðåâà S∗ ìîæíî â êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè â (1) ïîäñòàâèòüâìåñòî fi ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíñòâåííûé ñöåíàðèé h(Gi, S) = hi êàê �óíêöèþ îò S,è òîãäà �óíêöèîíàë (1) íå áóäåò çàâèñåòü îò ïåðåìåííûõ fi. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî òàêàÿ ïîäñòàíîâêà âûïîëíåíà.Ìíîæåñòâî V èç P íàçîâåì áàçèñíûì, åñëè åãî ìîæíî ðàçáèòü íà êàêèå-òî äâå÷àñòè èç P , êàæäóþ ÷àñòü, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè èç P , è òàêäàëåå äî äîñòèæåíèÿ îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ âèäû. Çàðàíåå íåèçâåñòíî, êàêèå ìíîæåñòâà èç P ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè; â ÷àñòíîñòè, íå ÿñíî, ÿâëÿ-åòñÿ ëè ñàìî V0 áàçèñíûì. Îäíàêî, åñëè ðåøåíèå S∗ çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò, òî V0 �áàçèñíîå, òàê êàê òðåáóåìîå èçìåëü÷åíèå V0 çàäàåòñÿ êëàäàìè â S∗, êîòîðûå â ýòîìñëó÷àå ïî îïðåäåëåíèþ âõîäÿò â P . 3∗ 67



Äëÿ îïèñàíèÿ íàøåãî àëãîðèòìà ïîíàäîáÿòñÿ åùå ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü f �âëîæåíèå, òîãäà ðåáðî e â G âõîäèò â òðóáó b â S, åñëè f(e+) 6 b < f(e−). Îêàçû-âàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðåáåð, âõîäÿùèõ â ëþáóþ òðóáó b, ìîæíî ý��åêòèâíîíàõîäèòü äëÿ ïàðíîãî ñöåíàðèÿ h(G,S). À èìåííî, äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà âèäîâ Mîïðåäåëèì Ed(M,G) êàê ìíîæåñòâî ðåáåð e â G, äëÿ êîòîðûõ Me ⊆ M è íå ñó-ùåñòâóåò ðåáðà e′ > e ñ ýòèì ñâîéñòâîì. Òàêèõ e ìîæåò áûòü íåñêîëüêî è âñå îíèíåñðàâíèìû â G. Òîãäà äëÿ ëþáîé òðóáû b ìíîæåñòâî âñåõ ðåáåð, âõîäÿùèõ â b,ñîâïàäàåò ñ Ed(Mb, G), â ýòîì ñîñòîèò ëåììà 2, a).Íàïîìíèì, ÷òî ïîääåðåâî â G èëè S, îïðåäåëÿåìîå âåðøèíîé g, èìååò êîðåíü g,è bg � åãî êîðíåâîå ðåáðî/êîðíåâàÿ òðóáà. Äàëåå âåçäå �èêñèðîâàíû íàáîð P ìíî-æåñòâ è íàáîð {Gi} äåðåâüåâ, ïîýòîìó îíè îáû÷íî íå óïîìèíàþòñÿ ÿâíî.Îïèñàíèå àëãîðèòìà. Äëÿ êàæäîãî äåðåâà ãåíîâ Gi è âñåõ ìíîæåñòâ V èç Pìíîæåñòâà Ed(V,Gi) ñòðîÿòñÿ ïåðåáîðîì íåïîñðåäñòâåííî ïî èõ îïðåäåëåíèþ.Çàòåì ñîâìåñòíîé èíäóêöèåé ïî âîçðàñòàíèþ ÷èñëà ýëåìåíòîâ â V ñòðîÿòñÿ îïðå-äåëåííûå äåðåâüÿ S(V ). Òî÷íåå, âû÷èñëÿåòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî � �öåíà� c(V ) ìíîæå-ñòâà V � è óæå ïî íåé òðèâèàëüíî ñòðîèòñÿ S(V ), ó êîòîðîãî âñå êëàäû ïðèíàäëå-æàò P è ëèñòüÿì ïðèïèñàíû â òî÷íîñòè âèäû èç V . Ëþáîå äåðåâî âèäà S(V ) áóäåìíàçûâàòü áàçèñíûì.Èòàê, ïóñòü V � áàçèñíîå ìíîæåñòâî èç P . Íà÷àëüíûé øàã: â êà÷åñòâå V áåðóòñÿîäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà èç P , êàæäîå èç íèõ ñîñòîèò èç îäíîãî âèäà; öåíà c(V )ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, à ñîîòâåòñòâóþùåå äåðåâî S(V ) ïî îïðå-äåëåíèþ ñîñòîèò èç îäíîãî ëèñòà, êîòîðîìó ïðèïèñàí ýòîò âèä.Èíäóêòèâíûé øàã: ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà V èç Píà äâà áàçèñíûõ ìíîæåñòâà V1 è V2. Èíòóèòèâíî ýòî îçíà÷àåò ïðîâåðêó, íå áóäåòëè ðàçâèëêà ïðè êîðíå áóäóùåãî äåðåâà S(V ) çàäàâàòüñÿ ðàçáèåíèåì V íà V1 è V2.Åñëè îòñóòñòâóåò õîòÿ áû îäíî òàêîå ðàçáèåíèå, òî ìíîæåñòâî V ïîìå÷àåòñÿ êàê�íå áàçèñíîå�; ìíîæåñòâà ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ÷åì â V , óæå ïîìå÷åíû êàê�áàçèñíûå� èëè �íå áàçèñíûå�. Åñëè V0 ïîìå÷àåòñÿ êàê �íå áàçèñíîå�, òî àëãîðèòìâûäàåò ñîîáùåíèå �çàäà÷à (1) íå èìååò ðåøåíèÿ�. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé,êîãäà V � áàçèñíîå.Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà V íà áàçèñíûå ìíîæåñòâà V1 è V2 ïîïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè óæå âû÷èñëåíû öåíû c(V1) è c(V2) è ïîñòðîåíû áàçèñíûåäåðåâüÿ S(V1) è S(V2). Äëÿ êàæäîãî Gi ïîëîæèì l(i) = |Ed(V1, Gi)| + |Ed(V2, Gi)| è
d(i) = l(i)− |Ed(V,Gi)|, çäåñü | · | îáîçíà÷àåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà. Â ïðîèçâîëüíîìïîðÿäêå ïåðåáåðåì âñå äåðåâüÿ èç íàáîðà {Gi}, è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïåðåáåðåìâñå âåðøèíû â Gi. Äëÿ êàæäîé òàêîé âåðøèíû, åñëè ðåáðî îäíîãî åå ñûíà ïðè-íàäëåæèò Ed(V1, Gi), à ðåáðî äðóãîãî åå ñûíà ïðèíàäëåæèò Ed(V2, Gi), óìåíüøèì÷èñëà l(i) íà 2, à d(i) � íà 1. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëà îáîçíà÷èì l(V, V1, V2, Gi)è d(V, V1, V2, Gi).Íàéäåì ðàçáèåíèå V íà V ∗

1 è V ∗

2 , äëÿ êîòîðîãî �óíêöèîíàë
c(V, V1, V2) =

∑

i

[

cll(V, V1, V2, Gi) + cdd(V, V1, V2, Gi)
]

+ c(V1) + c(V2) (2)äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïî âñåì ðàçáèåíèÿì �èêñèðîâàííîãî V íà áàçèñíûå ìíîæå-ñòâà V1 è V2. Ïóñòü ïî îïðåäåëåíèþ c(V ) � çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà (2) íà òàêîììèíèìàëüíîì ðàçáèåíèè 〈V ∗

1 , V
∗

2 〉. Ïîëó÷åííîå c(V ) íàçîâåì öåíîé ìíîæåñòâà V .Ïîñëå ýòîãî áàçèñíîå äåðåâî S(V ) ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì êîðíÿ êáàçèñíûì äåðåâüÿì S(V ∗

1 ) è S(V ∗

2 ); êîðåíü ñîîòâåòñòâóåò V , à åãî ñûíîâüÿ ñîîòâåò-ñòâóþò V ∗

1 è V ∗

2 . Öåíû c(V1) è c(V2) ìíîæåñòâ V1 è V2 èíäóêòèâíî ïîëó÷àþòñÿ êàêçíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà (2) íà êàêèõ-òî ñâîèõ ìèíèìàëüíûõ ðàçáèåíèÿõ. Îïèñàíèåàëãîðèòìà çàêîí÷åíî.68



Ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ìèíèìàëüíûõ ðàçáèåíèé; áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòüíåòðèâèàëüíóþ îöåíêó èõ ÷èñëà.×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü âñå áàçèñíûå äåðåâüÿ, ñîñòàâëÿþùèå íàáîð {S(V ) : V �áàçèñíîå ìíîæåñòâî}, íóæíî íåñêîëüêî ðàñøèðèòü çàäà÷ó 1: íàéòè ãëîáàëüíûé ìè-íèìóì �óíêöèîíàëà (1) íà òîì æå ïðîñòðàíñòâå P äåðåâüåâ, â êîòîðîì ñóììè-ðîâàíèå ïî äåðåâüÿì Gi äîïîëíåíî ñóììèðîâàíèåì ïî âñåì èõ ïîääåðåâüÿì G′, óêîòîðûõ êîðíåâûìè ÿâëÿþòñÿ ðåáðà èç Ed(V,Gi), à V0 çàìåíåíî íà V . Ïîëó÷àåìíîâûé �óíêöèîíàë
c({Gi}, f, S) =

∑

i

∑

G′

(

cll(fG′ , G′, S) + cdd(fG′ , G′, S)
)

. (3)Ýòî ðàñøèðåíèå çàäà÷è 1 íàçîâåì çàäà÷åé 2. Åñëè V = V0, òî âñå G′ â Gi ñîâïàäàþòñ ñàìèì Gi, è òåì ñàìûì, �óíêöèîíàë (3) ñîâïàäàåò ñ �óíêöèîíàëîì (1), à çàäà-÷à 2 � ñ çàäà÷åé 1. Äëÿ ëþáûõ äåðåâüåâ G′ è S åäèíñòâåííûé (êàê ìû ñíîâà óâèäèìèç ëåììû 1) ïàðíûé ñöåíàðèé h(G′, S) ìîæíî ïîäñòàâèòü âìåñòî fG′ , è òîãäà ìèíè-ìèçàöèÿ ïî ïåðåìåííûì fG′ â (3), êàê è â (1), íå íóæíà. �åøåíèå S∗ çàäà÷è 2 áóäåìòàêæå íàçûâàòü ñóïåðäåðåâîì (äëÿ ìíîæåñòâà âèäîâ V ). Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîâ �óíêöèîíàëå (3) âûïîëíåíà óêàçàííàÿ ïîäñòàíîâêà h(G′, S) âìåñòî fG′ .Ò å î ð åì à. Ïóñòü P � íàáîð êëàä.a) Ìíîæåñòâî V0 � áàçèñíîå, åñëè è òîëüêî åñëè íàéäåííîå àëãîðèòìîì äåðå-âî S(V0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 1.b) Äëÿ ëþáîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà V èç P íàéäåííîå àëãîðèòìîì äåðåâî S(V )� îäíî èç ðåøåíèé çàäà÷è 2. È íàîáîðîò, ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è 2 èìååò âèä S(V )ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìèíèìàëüíûõ ðàçáèåíèé.ñ) Åñëè P � ñòàíäàðòíûé íàáîð è ñðåäíåå ÷èñëî ëèñòüåâ â íàáîðå äåðåâüåâ ãå-íîâ {Gi} ïîðÿäêà |V0|, òî àëãîðèòì îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî {S(V ) : V � áàçèñíîåìíîæåñòâî} çà ÷èñëî øàãîâ ïîðÿäêà |P |3 + |P |2|V0|n 6 Cn3|V0|3. Çà ýòî âðåìÿàëãîðèòì âûäàåò ðåøåíèå çàäà÷è 1 èëè ñîîáùàåò, ÷òî îíî íå ñóùåñòâóåò.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èñïîëüçóåò íèæåóêàçàííûå ëåììû 1�3 è áóäåò ïðèâåäå-íî ïîñëå èõ äîêàçàòåëüñòâ.Âåðøèíû g è s íàçîâåì ñîãëàñîâàííûìè, åñëè îíè íå ñóïåðêîðíè è ïðè ýòîì1) g è s � ëèñòüÿ, íàõîäÿùèåñÿ â îòíîøåíèè ãåí-âèä, èëè 2) ñîâïàäàþò äâà ðàçáèåíèÿìíîæåñòâà Mg: òî, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðàçâèëêîé â g, è òî, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿðàçâèëêîé â s. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò: (Mg1 ⊆ Ms1 è Mg2 ⊆ Ms2) èëè (Mg1 ⊆ Ms2 è
Mg2 ⊆ Ms1), ãäå g1 è g2 � ñûíîâüÿ g, à s1 è s2 � ñûíîâüÿ s. Îáîçíà÷èì ÷åðåç supMâåðøèíó â äåðåâå S, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâàM ëèñòüåâ(âèäîâ) â S. Íàïîìíèì, ÷òî bs îáîçíà÷àåò òðóáó â S ñ êîíöîì â âåðøèíå s. Îáîçíà÷èì÷åðåç h(g) = h(G,S) ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå âåðøèí g äåðåâà G â âåðøèíû è òðóáûäåðåâà S:

{Åñëè g � ñóïåðêîðåíü â G, òî h(g) ðàâíî êîðíåâîé òðóáå â S;èíà÷å: åñëè âåðøèíû g è supMg ñîãëàñîâàíû, òî h(g) = supMg;èíà÷å: h(g) = bs, ãäå s = supMg. (4)Ë åììà 1. Îòîáðàæåíèå h(g) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:äëÿ ëþáîãî âëîæåíèÿ f äåðåâà G â S, f 6= h, ÷èñëà äóïëèêàöèé è ïîòåðü äëÿ f íåìåíüøå, ÷åì àíàëîãè÷íûå ÷èñëà äëÿ h, è õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷èñåë äëÿ f ñòðîãîáîëüøå, ÷åì äëÿ h.Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåíàõ cl è cd âëîæåíèå hÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïàðíûì ñöåíàðèåì äëÿ G è S.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåðèì, ÷òî h � âëîæåíèå. Ñâîéñòâî 1 âûïîëíÿåòñÿ òðè-âèàëüíî. Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî â ñâîéñòâå 2 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî supMg1 6 supMg.69



Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî â ñâîéñòâå 2: âåðøèíû g è supMg ñîãëàñîâàíû, îòñþäà h(g1) 6
6 bs1 èëè h(g1) 6 bs2, ò.å. h(g1) < s. Ñâîéñòâî 3: àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó h(g1) 6 bs1è h(g2) 6 bs2 (èëè ñèììåòðè÷íî), ò.å. h(g1) è h(g2) ëåæàò â ðàçíûõ ñìåæíûõ ïîääå-ðåâüÿõ.Ïóñòü äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà âëîæåíèå f îòëè÷íî îò h, ò.å. f 6= h.Äëÿ ëþáîé âåðøèíû g èç G âûïîëíÿåòñÿ

f(g) > h(g). (5)Äåéñòâèòåëüíî, ïî ñâîéñòâó 2 èìååì f(g) > supMg. Åñëè f(g) = supMg, òî èçñâîéñòâà 3 ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíû g è supMg ñîãëàñîâàíû, îòêóäà f(g) = h(g). Åñëè
f(g) > supMg, òî f(g) > h(g).Åñëè f(g) > supMg, òî f(g) � òðóáà. (6)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(g) � íåêîòîðàÿ âåðøèíà s. Ñóùåñòâóåò òàêîé ñûí s1 âåðøè-íû s, äëÿ êîòîðîãî íå âûïîëíÿåòñÿ s1 > supMg. Ïî ñâîéñòâó 3 äëÿ ñûíîâåé g1 è g2âåðøèíû g âûïîëíÿåòñÿ Mg1 ⊆ Ms1 èëè Mg2 ⊆ Ms1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
f(g) > supMg.Èç (5), (6) èìååì:Äëÿ ëþáîé âåðøèíû g, åñëè h(g) � òðóáà, òî f(g) � òðóáà. (7)Îòñþäà ÷èñëî äóïëèêàöèé äëÿ f íå ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî äóïëèêàöèé äëÿ h. Äîêàæåìòàêîå æå óòâåðæäåíèå äëÿ ïîòåðü.Ïóñòü 〈e, s〉 � ïîòåðÿ äëÿ h. Ïóñòü f(e+) < s. Òîãäà 〈e, s〉 � ïîòåðÿ äëÿ f ñ ó÷å-òîì (5). Èíà÷å, òàê êàê f(e+) > h(e+) < s, èìååì s = f(e+) èëè s < f(e+). Ïåðâîåíåâîçìîæíî, òàê êàê f(e+) � òðóáà ñîãëàñíî (6). Ïóñòü s < f(e+). Ïîêàæåì, ÷òîïóòü èç e+ â ëþáîé ëèñò l ñîäåðæèò òàêîå ðåáðî e′, ÷òî 〈e′, s〉 � ïîòåðÿ äëÿ f ; è òà-êèì îáðàçîì, èñõîäíîé ïîòåðå 〈e, s〉 äëÿ h ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå ïîêðàéíåé ìåðå èç äâóõ ðàçíûõ ïîòåðü âèäà 〈e′, s〉 äëÿ f . Äåéñòâèòåëüíî, h(e+) < sîçíà÷àåò supMe+ < s. �àññìîòðèì ëþáóþ âåðøèíó g íà ïóòè èç e+ â l è ïîêàæåì,÷òî f(g) 6= s. Åñëè ýòî íå òàê, òî supMg 6 supMe+ < f(g) = s è f(g) � òðóáàñîãëàñíî (6), ïðîòèâîðå÷èå. Ïî ñâîéñòâó 2 èìååì f(l) 6 f(g) 6 f(e+); êðîìå òî-ãî, âûïîëíÿåòñÿ f(l) < s < f(e+) � âòîðîå íåðàâåíñòâî ïî óñëîâèþ, à ïåðâîå â ñèëó
f(l) = h(l) 6 h(e+) < s. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòîì ïóòè íàéäóòñÿ ñîñåäíèå âåðøèíû k+è k−, äëÿ êîòîðûõ f(k+) < s < f(k−), ò.å. ðåáðî 〈k+, k−〉 è âåðøèíà s îáðàçóþò ïî-òåðþ äëÿ f . Èòàê, êàæäîé ïîòåðå äëÿ h ñîïîñòàâëåíà òà æå ñàìàÿ ïîòåðÿ äëÿ f(�ïåðâûé ñëó÷àé�, ðàññìîòðèì åå êàê îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî) èëè ìíîæåñòâîïîòåðü äëÿ f ìîùíîñòè ñòðîãî áîëüøå åäèíèöû (�âòîðîé ñëó÷àé�). Äîêàæåì, ÷òîýòè ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü 〈e1, s1〉 è 〈e2, s2〉 � äâå ïîòåðè äëÿ h. Ñîîò-âåòñòâóþùèå ïîòåðè äëÿ f èìåþò âèä 〈e′1, s1〉 è 〈e′2, s2〉. Åñëè s 6= s1, òî ýòè ïàðûðàçíûå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå s1 = s2 è e1 6= e2. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîòåðè ðåáðà e1 è e2íåñðàâíèìû â G, ïîýòîìó e′1 è e′2 íå ðàâíû. Ïîýòîìó ÷èñëî ïîòåðü äëÿ f íå ìåíüøå,÷åì ÷èñëî ïîòåðü äëÿ h.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà äóïëèêàöèé äëÿ f è h ñîâïàäàþò. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäàõîòÿ áû îäèí ðàç âñòðåòèòñÿ âòîðîé ñëó÷àé (ò.å. s < f(e+)) è ïîýòîìó ÷èñëî ïîòåðüäëÿ f áóäåò ñòðîãî áîëüøå ÷èñëà ïîòåðü äëÿ h. Ïîñêîëüêó f 6= h, ñóùåñòâóåò âåð-øèíà g èç G, äëÿ êîòîðîé f(g) > h(g), ò.å. f(g) > supMg è f(g) � òðóáà ñîãëàñíî (6).Â ñèëó (7) è ïî ïðåäïîëîæåíèþ âûïîëíÿåòñÿ

{k | h(k) � òðóáà} = {k | f(k) � òðóáà}, (8)òîãäà h(g) � òðóáà. �àññìîòðèì âåðøèíó s, äëÿ êîòîðîé h(g) < s < f(g). �àññìîòðèìïóòü â G èç g â ñóïåðêîðåíü. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû g′ íà íåì âûïîëíÿåòñÿ h(g′) 6= s.70



Åñëè ýòî íå òàê, òî h(g′) = s, è ïî ñâîéñòâó 2 èìååì f(g′) > f(g) > s = h(g′) =
= supMg′ , f(g′) � òðóáà ïî (6), è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ (8). Ñëåäîâàòåëüíî, íàýòîì ïóòè íàéäóòñÿ äâå ñîñåäíèå âåðøèíû g′ (ìîæåò áûòü, ðàâíàÿ g) è g′′ (ìîæåòáûòü, ðàâíàÿ ñóïåðêîðíþ), äëÿ êîòîðûõ h(g′) < s < h(g′′), ò.å. ðåáðî e = (g′′, g′) èâåðøèíà s îáðàçóþò ïîòåðþ äëÿ h. Ïî ñâîéñòâó 2 èìååì f(e+) > f(g) è ïî âûáîðó gè s èìååì f(g) > s, îòñþäà f(e+) > s, ò.å. èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé. NÄëÿ ëþáîé òðóáû b ìíîæåñòâî âñåõ ðåáåð, âõîäÿùèõ â b, è ìíîæåñòâî Ed(Mb, G)ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ë åììà 2. Åñëè h � ïàðíûé ñöåíàðèé äëÿ G è S, òî:a) â òðóáó b â S âõîäÿò â òî÷íîñòè ðåáðà èç Ed(Mb, G);b) åñëè òðóáà b1 � ñûí òðóáû b, òî äëÿ ëþáîãî ðåáðà e â G, âõîäÿùåãî â b1,ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî ðåáðî e′ > e, âõîäÿùåå â b.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. a) Ïóñòü e � ðåáðî èç Ed(Mb, G). Òîãäà supMe+ 6 b+,à supMe− > b−. Ïî îïðåäåëåíèþ (4) ïàðíîãî ñöåíàðèÿ h ïîëó÷èì, ÷òî e âõîäèòâ b. Íàîáîðîò, åñëè e âõîäèò â b, òî supMe+ 6 b+, à supMe− > b−, ò.å. e ïðèíàäëå-æèò Ed(Mb, G).b) �àññìîòðèì ïóòü îò e ê êîðíåâîìó ðåáðó. Ïóñòü e1 � ïåðâîå ðåáðî íà ýòîìïóòè, äëÿ êîòîðîãî b− 6 h(e−1 ). Òîãäà e+1 ñîâïàäàåò ñ âåðõíèì êîíöîì ðåáðà, ïðåä-øåñòâóþùåãî e1 íà ýòîì ïóòè, èëè e1 = e. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ h(e+1 ) 6 b, ïîýòîìó e1âõîäèò â b. Ïîñêîëüêó èç äâóõ ñðàâíèìûõ ðåáåð òîëüêî îäíî ìîæåò âõîäèòü â ëþáóþòðóáó, òî íèêàêîå äðóãîå ðåáðî íà ýòîì ïóòè íå âõîäèò â b. NÄëÿ ëþáûõ äåðåâüåâ ãåíîâ G è âèäîâ S è ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðíîãî ñöåíàðèÿ
h(G,S) îïðåäåëèì �ìåñòî� êàæäîãî ýâîëþöèîííîãî ñîáûòèÿ: ìåñòîì äóïëèêàöèè gñ÷èòàåì òðóáó h(g), à ìåñòîì ïîòåðè 〈e, s〉 � òðóáó bs, ÷òî òåõíè÷åñêè óäîáíåå,÷åì áûëî ñêàçàíî â çàìå÷àíèè 1. Íàïîìíèì, ÷òî ñóïåðäåðåâî äëÿ V � ýòî äåðå-âî, ìèíèìèçèðóþùåå �óíêöèîíàë C(V, S), çàäàííûé �îðìóëîé (3), à ìèíèìàëüíîåðàçáèåíèå � ðàçáèåíèå, ìèíèìèçèðóþùåå äðóãîé �óíêöèîíàë c(V, V1, V2), çàäàííûé�îðìóëîé (2).Íåëèñòîâóþ âåðøèíó g â äåðåâå ãåíîâ íàçîâåì ïàðàëîãè÷íîé, åñëè êëàäà Mgñîñòîèò èç îäíîãî âèäà. Ó êàæäîãî ïàðíîãî ñöåíàðèÿ ïàðàëîãè÷íàÿ âåðøèíà ÿâëÿ-åòñÿ äóïëèêàöèåé â ëèñòîâîé òðóáå è îáðàòíî: ëþáàÿ äóïëèêàöèÿ â ëèñòîâîé òðóáåÿâëÿåòñÿ ïàðàëîãè÷íîé âåðøèíîé. Ñëàãàåìûå â �îðìóëå (1), ñîîòâåòñòâóþùèå ïà-ðàëîãè÷íûì âåðøèíàì, ìîæíî îïóñòèòü, òàê êàê îíè â ñóììå äàþò êîíñòàíòó, íåâëèÿþùóþ íà ìèíèìèçàöèþ.Ë åììà 3. à) Ïóñòü S0 � äåðåâî âèäîâ ñ ìíîæåñòâîì ëèñòüåâ V0, à S � åãîïîääåðåâî ñ ìíîæåñòâîì ëèñòüåâ V . Ñóììàðíàÿ öåíà ñîáûòèé Z(S) (äóïëèêàöèéè ïîòåðü), èìåþùèõ ìåñòî â ïîääåðåâå S ïðè ïàðíûõ ñöåíàðèÿõ äëÿ âñåõ Gi èäàííîãî S0, ðàâíà C(V, S).b) Åñëè V1, V2 � ðàçáèåíèå ïðè êîðíå ëþáîãî äåðåâà S ñ ìíîæåñòâîì ëèñòüåâ V ,à ïîääåðåâüÿ ïðè êîðíå èìåþò âèä S(V1) è S(V2), òî c(V, V1, V2) = C(V, S).Åñëè äåðåâî S åùå è ìèíèìàëüíîå, òî ðàçáèåíèå V1, V2 � ìèíèìàëüíîå.) Ïóñòü S � ëþáîå äåðåâî ñ ìíîæåñòâîì ëèñòüåâ V , à S1 � ëþáîå åãî ñîáñòâåí-íîå ïîääåðåâî ñ ìíîæåñòâîì ëèñòüåâ V1. Åñëè [S, S2/S1] � ðåçóëüòàò çàìåíû â Sïîääåðåâà S1 íà äåðåâî S2 ñ òåìè æå ëèñòüÿìè, ÷òî â S1, è C(S2) 6 C(S1), òî
C([S, S2/S1]) 6 C(S).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. a) Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå: ñóììàðíàÿ öå-íà Z ýòèõ ñîáûòèé äëÿ îäíîãî Gi ðàâíà îäíîìó ñëàãàåìîìó C(Gi, V, S) â ñóììå èç
C({Gi}, V, S), ñîîòâåòñòâóþùåìó ýòîìó Gi. Ïóñòü G′ � ïîääåðåâî â Gi, äëÿ êîòîðîãîêîðíåâîå ðåáðî ïðèíàäëåæèò Ed(V,Gi). Äàëåå âìåñòî Gi ïèøåì G. 71



Ñ�îðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç áîëåå îáùåãî: êàæäîå ñîáûòèå, èìå-þùåå ìåñòî ïðè ïàðíîì ñöåíàðèè äëÿ G′ è S, ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì â S ïðè ïàðíîìñöåíàðèè äëÿ G è S0, è íàîáîðîò, êàæäîå ñîáûòèå, èìåþùåå ìåñòî â S ïðè ïàð-íîì ñöåíàðèè äëÿ G è S0, ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì ïðè ïàðíîì ñöåíàðèè äëÿ G′ è S ïðèåäèíñòâåííîì G′.Ïî îïðåäåëåíèþ (4) ïàðíîãî ñöåíàðèÿ h èìååì ñëåäóþùåå: åñëè âåðøèíà g ïðè-íàäëåæèò ïîääåðåâó G′, òî hG′(g) ïðè ïàðíîì ñöåíàðèè äëÿ G′ è S ñîâïàäàåò ñ h1(g)ïðè ïàðíîì ñöåíàðèè äëÿ G è S0. È íàîáîðîò: åñëè h1(g) ëåæèò â S, òî íàéäåòñÿåäèíñòâåííîå G′, ñîäåðæàùåå g, è hG′(g) = h1(g). Äåéñòâèòåëüíî, êëàäà h1(g) â Sñîäåðæèòñÿ â V , òîãäà ïî óïîìÿíóòîìó îïðåäåëåíèþ êëàäà g ñîäåðæèòñÿ â V , è äâè-ãàÿñü îò g ââåðõ, íàéäåì êîðíåâîå ðåáðî èñêîìîãî åäèíñòâåííîãî G′.Ïðîâåðèì: åñëè èìååòñÿ äóïëèêàöèÿ èëè ïîòåðÿ â S ïðè ïàðíîì ñöåíàðèè h1, òîîíà îñòàåòñÿ òåì æå ñîáûòèåì äëÿ ðîâíî îäíîãî ïàðíîãî ñöåíàðèÿ hG′ äëÿ G′ è S,è íàîáîðîò. Äëÿ äóïëèêàöèè ýòî ñðàçó âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà.Ïóñòü 〈e, s〉 � ïîòåðÿ ïðè ïàðíîì ñöåíàðèè h1 äëÿ G è S0, à bs ïðèíàäëåæèò S.Òîãäà e+ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó G′. Åñëè e � íå êîðíåâîå ðåáðî â G′, òî 〈e, s〉 �ïîòåðÿ ïðè ïàðíîì ñöåíàðèè hG′ , ïîñêîëüêó îáðàçû âåðøèí e+ è e− íå èçìåíèëèñü.Åñëè e � êîðíåâîå ðåáðî â G′, òî 〈e, s〉 � òàêæå ïîòåðÿ ïðè ïàðíîì ñöåíàðèè hG′ ,ïîñêîëüêó îáðàç âåðøèíû e+ íå èçìåíèëñÿ, à hG′(e−) ðàâíî êîðíåâîé òðóáå äåðåâà S,ò.å. hG′(e+) < s < hG′(e−).Ïóñòü 〈e, s〉 � ïîòåðÿ äëÿ hG′ . Åñëè e � íå êîðíåâîå ðåáðî â G′, òî 〈e, s〉 � ïîòåðÿ èïðè ïàðíîì ñöåíàðèè h1, ïîñêîëüêó îáðàçû âåðøèí e+ è e− íå èçìåíèëèñü. Åñëè e �êîðíåâîå ðåáðî â G′, òî 〈e, s〉 � òàêæå ïîòåðÿ äëÿ h1, òàê êàê hG′(e+) = h1(e
+) è

hG′(e−) < h1(e
−).Ñóììèðóÿ ïî i ñëàãàåìûå C(Gi, V, S), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà a).b) Âòîðîå óòâåðæäåíèå ýòîãî ïóíêòà ñðàçó ñëåäóåò èç ïåðâîãî: åñëè ýòî ðàçáè-åíèå � íå ìèíèìàëüíîå, òî ïåðåéäåì ê äåðåâüÿì íàä ìèíèìàëüíûì ðàçáèåíèåì èïîëó÷èì äåðåâî íàä V ñî ñòðîãî ìåíüøåé öåíîé C, ÷òî íåâîçìîæíî.Ïî èíäóêöèè ïðîâåðèì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Åñëè S ñîñòîèò èç îäíîãî ëèñòà,òî V � èç îäíîãî âèäà è C(V, S) = 0 ïî ïóíêòó a) (ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèåïàðàëîãè÷íûì âåðøèíàì, îïóùåíû), è c(V ) = 0 ïî îïðåäåëåíèþ.Èíäóêòèâíûé øàã: ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ äåðåâüåâ S(V1) è S(V2)âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå: c(V1) = C(V1, S(V1)), ïî ïóíêòó à) èìååì c(V1, S(V1)) =

= Z(S(V1)) è àíàëîãè÷íî c(V2) = C(V2, S(V2)) = Z(S(V2)). Òîãäà
c(V, V1, V2) =

∑

i

[

cll(V, V1, V2, Gi) + cdd(V, V1, V2, Gi)
]

+ Z(S(V1)) + Z(S(V2));íèæå ïîêàçàíî, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå äëÿ êàæäîãî Gi � öåíà ñîáûòèé â êîðíåâîéòðóáå äåðåâà S ïðè ïàðíîì ñöåíàðèè äëÿ Gi è ïðîèçâîëüíîãî S0 ñ ìíîæåñòâîìëèñòüåâ V0, ñîäåðæàùåãî S â êà÷åñòâå ïîääåðåâà. Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü � öåíà ñî-áûòèé âî âñåõ òðóáàõ ýòîãî äåðåâà, ò.å. Z(S(V )). Ïî óòâåðæäåíèþ ïóíêòà a) ýòîðàâíî C(V, S). Îáîçíà÷èì ÷åðåç b êîðíåâóþ òðóáó äåðåâà S, à ÷åðåç b1 è b2 � òðóáû,âûõîäÿùèå èç b.Ïî ëåììå 2, à) äëÿ êàæäîãî äåðåâà ãåíîâ G â òðóáû b, b1 è b2 âõîäÿò ðåáðàäåðåâà G, ñîîòâåòñòâåííî, èç Ed(V,G), Ed(V1, G) è Ed(V2, G). Ïî îïðåäåëåíèþ ìíî-æåñòâà Ed(V1, G) è Ed(V2, G) íå ïåðåñåêàþòñÿ, è ëþáûå äâà ðåáðà èç èõ îáúåäèíå-íèÿ M íåñðàâíèìû â G. Ïî ëåììå 2, b) êàæäîå ðåáðî e èç G, âõîäÿùåå â òðóáó b1èëè b2, èìååò åäèíñòâåííîãî ïðåäêà � ðåáðî e′ > e, âõîäÿùåå â òðóáó b. Â âåðøè-íàõ èç G, ðàñïîëîæåííûõ íà ïóòè îò e ê e′, íàõîäÿòñÿ äóïëèêàöèè â b, à â ïåðâîéâåðøèíå ïóòè èëè íà ðåáðå e íàõîäèòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, äèâåðãåíöèÿ èëè ïîòåðÿ.�åáðî e′ èç Ed(V,G) ïîðîæäàåò ïîääåðåâî â G ñ êîðíåì â êîíöå e′ è ëèñòüÿìè72



â íà÷àëàõ ðåáåð èç ìíîæåñòâà M . Äëÿ ðåáåð èç Ed(V,G) ïîëó÷àåòñÿ ëåñ òàêèõäåðåâüåâ â êîëè÷åñòâå |Ed(V,G)|; ðåáðà èç M âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþòëèñòüÿì, à ðåáðà èç Ed(V,G) ÿâëÿþòñÿ êîðíåâûìè. Â ýòèõ äåðåâüÿõ ñîäåðæèòñÿ
d(G) = |Ed(V1, G)| + |Ed(V2, G)| − |Ed(V,G)| âåðøèí äåðåâà G. Êàæäàÿ èç íèõ ïðèïàðíîì ñöåíàðèè äëÿ Gi è S0 îòîáðàæàåòñÿ â òðóáó b è òîãäà ÿâëÿåòñÿ äóïëèêàöèåé,èëè â âåðøèíó r (ðàçâèëêó ïðè êîðíå) è òîãäà ÿâëÿåòñÿ äèâåðãåíöèåé. Îáðàòíî: åñëèîáðàç âåðøèíû ðàâåí b èëè r, òî îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ýòèõ d(G) âåðøèí, òàê êàêäâèãàÿñü îò ýòîé âåðøèíû âíèç ïî ëþáîìó ïóòè â G, ìû îáÿçàòåëüíî ïðèäåì â ðåáðîèç M . Èç ýòèõ d(G) âåðøèí äèâåðãåíöèÿìè ÿâëÿþòñÿ òå, äëÿ êîòîðûõ ðåáðî îäíîãîñûíà ïðèíàäëåæèò Ed(V1, G), à ðåáðî äðóãîãî ïðèíàäëåæèò Ed(V2, G). Îñòàëüíûåâåðøèíû ÿâëÿþòñÿ äóïëèêàöèÿìè. Äëÿ ëþáîãî ðåáðà e èç M ïàðà 〈e, r〉 ÿâëÿåòñÿïîòåðåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà e íå ÿâëÿåòñÿ ñûíîì äèâåðãåíöèè. Îáðàòíî: ëþ-áàÿ ïîòåðÿ âèäà 〈e, r〉 ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó e èç M . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî
l(V, V1, V2, Gi) � ÷èñëî ïîòåðü íà ðàçâèëêå, à d(V, V1, V2, Gi) � ÷èñëî äóïëèêàöèé â b.ñ) Ïðîèçâîëüíî äîñòðîèì S äî íåêîòîðîãî äåðåâà âèäîâ S0 ñ ìíîæåñòâîì ëè-ñòüåâ V0. Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:Åñëè C(S2) 6 C(S1), òî C([S0, S2/S1]) 6 C(S0),à åñëè C(S2) < C(S1), òî C([S0, S2/S1]) < C(S0). (9)�àññìîòðèì ïàðíûé ñöåíàðèé äëÿ êàêîãî-òî îäíîãî Gi è S0 è ñðàâíèì ñâÿçàííûåñ íèì ñîáûòèÿ â S0, äî çàìåíû â S0 ïîääåðåâà S1 íà S2, è ïîñëå ýòîé çàìåíû,êîãäà âìåñòî S0 ïîëó÷àåòñÿ äåðåâî S3. Ñîãëàñíî ïóíêòó a) ñóììàðíàÿ öåíà ñîáûòèé,èìåþùèõ ìåñòî â äåðåâå S2, íå áîëüøå ñóììàðíîé öåíû ñîáûòèé, èìåþùèõ ìåñòî âäåðåâå S1. Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â òîé ÷àñòè S0, êîòîðàÿ íå ïîäâåðãëàñüèçìåíåíèÿì, ñîáûòèÿ îñòàëèñü òåìè æå.Ïðîâåðèì, ÷òî êàæäîå ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò â äîïîëíåíèè S2 äî S3, ïðî-èñõîäèò â äîïîëíåíèè S1 äî S0, è íàîáîðîò. Åñëè 〈g, h(g)〉 � äóïëèêàöèÿ â äîïîëíå-íèè S2 äî S3 ïîñëå çàìåíû, òî ïî îïðåäåëåíèþ (4) äî çàìåíû h(g) � òà æå ñàìàÿòðóáà, ïîýòîìó 〈g, h(g)〉 � äóïëèêàöèÿ è äî çàìåíû. Åñëè 〈e, s〉 � ïîòåðÿ â äîïîëíå-íèè S2 äî S3 ïîñëå çàìåíû, òî çíà÷åíèå h(e−) íå ëåæèò â S2 (ñåé÷àñ ó íàñ ïîääåðåâîíå âêëþ÷àåò ñóïåðêîðåíü) è ïî (4) íå ëåæàëî â S1 äî çàìåíû. Åñëè è çíà÷åíèå h(e+)íå ëåæèò â S2, òî è îíî íå èçìåíèëîñü ïðè çàìåíå, ïîýòîìó 〈e, s〉 è äî çàìåíû áûëàïîòåðåé. Åñëè æå çíà÷åíèå h(e+) ëåæèò â S2, òî îíî ïî (4) äî çàìåíû ëåæàëî â S1,à òàê êàê s íå ëåæèò â S2, òî è äî çàìåíû âûïîëíÿëîñü h(e+) < s < h(e−), à çíà÷èò,
〈e, s〉 è äî çàìåíû áûëà ïîòåðåé. Óòâåðæäåíèå (9) äîêàçàíî.Èç (9) ñðàçó ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ïóíêòà ). Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ èìååì
C([S0, S2/S1]) 6 C(S0). Äîïóñòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ïóíêòà ) íåâåðíî, òîãäà C(S) <
< C([S, S2/S1]), è ïî âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ (9) ïîëó÷àåì C(S0) < C([S0, S2/S1])� ïðîòèâîðå÷èå. NÄîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû . à) Â îäíó ñòîðîíó ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåòèç ïóíêòà b), ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Ed(V0, Gi) ñîñòîèò èç êîðíåâîãî ðåáðà äåðåâàãåíîâ Gi. Â äðóãóþ ñòîðîíó îíî î÷åâèäíî.b) Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ìîùíîñòè V . Äëÿ ëþáîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Vðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå äåðåâî S∗ ñ ìíîæåñòâîì ëèñòüåâ V è âñåìè êëàäàìè èç P .Ïóñòü V1 è V2 ïðè êîðíåâîé ðàçâèëêå â S∗ ñîîòâåòñòâóþò ïîääåðåâüÿì S1 è S2; ïîïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè S(V1) è S(V2) � ìèíèìàëüíûå. Âûáåðåì S∗ òàê, ÷òîáûïîääåðåâüÿ S1 è S2 ñîâïàäàëè ñ S(V1) è S(V2). Äëÿ ýòîãî çàìåíèì S1 íà S(V1), èïî ëåììå 3, ñ) çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà C(V, S) íå èçìåíèòñÿ; àíàëîãè÷íî çàìåíèì S2.Ïî ëåììå 3, b) ýòî ðàçáèåíèå V íà V1 è V2 � ìèíèìàëüíîå, è îáðàòíî, ëþáîìó ìèíè-ìàëüíîìó ðàçáèåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîå äåðåâî. Ïîýòîìó S∗ = S(V ), ÷òî èóòâåðæäàåò ïóíêò b) òåîðåìû. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïóíêòà b) ëåãêî äîêàçûâà-åòñÿ ïî èíäóêöèè. 73



) Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà èç P ïåðåáèðàåòñÿ íå áîëåå |P | âàðèàíòîâ åãî ðàç-áèåíèÿ, à äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå âåðøèíû âî âñåõ äåðåâüÿõãåíîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè ïîðÿäêà |P |2|V0|n. Ïðåäâàðèòåëüíîå ïîñòðîåíèåìíîæåñòâ Ed(M,Gi) äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ M èç P òðåáóåò âðåìåíè ïîðÿäêà |P ||V0|n.Ïðåäâàðèòåëüíîå ïîñòðîåíèå îòíîøåíèé âêëþ÷åíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ èç Pòðåáóåò âðåìåíè ïîðÿäêà |P |2|V0|. Ïðåäâàðèòåëüíîå ïîñòðîåíèå âñåõ âàðèàíòîâ ðàç-áèåíèÿ ìíîæåñòâ èç P íà äâà ìíîæåñòâà èç P òðåáóåò âðåìåíè ïîðÿäêà |P |3 (äëÿêàæäîé òðîéêè ìíîæåñòâ P1, P2, P3 ñëåäóåò ïðîâåðèòü, ÷òî P2 è P3 íå ïåðåñåêàþòñÿè |P2|+ |P3| = |P1|). Îòñþäà ñëåäóåò îáùàÿ îöåíêà âðåìåíè ïîðÿäêà
|P |3 + |P |2|V0|n 6 Cn3|V0|3. NÇàìå÷àíèå 2. 1) Åñëè äåðåâüÿ ãåíîâ íåáèíàðíûå, òî îïèñàííûé àëãîðèòì íóæíîìîäè�èöèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âìåñòî ÷èñëà ðåáåð èç Ed(V,Gi) ðàññìàò-ðèâàòü ÷èñëî âåðøèí, òàêèõ ÷òî õîòÿ áû îäíî èõ ñûíîâíåå ðåáðî ïðèíàäëåæèò

Ed(V,Gi). Àíàëîãè÷íî äëÿ Ed(V1, Gi) è Ed(V2, Gi). Âìåñòî ïåðåáîðà äèâåðãåíöèé,ò.å. âåðøèí, ó êîòîðûõ îäíî ñûíîâíåå ðåáðî ïðèíàäëåæèò Ed(V1, Gi), à äðóãîå �
Ed(V2, Gi), ïåðåáèðàòü âåðøèíû, òàêèå ÷òî ñðåäè èõ ñûíîâíèõ ðåáåð èìååòñÿ õîòÿáû îäíî ðåáðî èç Ed(V1, Gi) è õîòÿ áû îäíî ðåáðî èç Ed(V2, Gi).2) Åñëè äåðåâüÿ ãåíîâ íåóêîðåíåííûå, òî äëÿ óêîðåíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäó-þùàÿ ïðîöåäóðà. Ïóñòü êàæäîìó ëèñòó ïðèïèñàíà ìåòêà � èìÿ òàêñîíîìè÷åñêîéãðóïïû, ê êîòîðîé îòíîñèòñÿ âèä, ïðåäñòàâëåííûé â ýòîì ëèñòå. Ýòó ìåòêó áóäåìíàçûâàòü òàêñîíîì. Èç äàííîãî íàáîðà äåðåâüåâ ãåíîâ óäàëÿþòñÿ äåðåâüÿ ñ îäíèìòàêñîíîì. Äëÿ îñòàâøèõñÿ äåðåâüåâ òàêñîíû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âîçðàñ-òàíèþ äðåâíîñòè; òàêàÿ èí�îðìàöèÿ îáû÷íî äîñòóïíà èç áèîëîãè÷åñêèõ äàííûõ.Ôîðìàëüíî ìîæíî âçÿòü ëþáóþ ðàññòàíîâêó ýòèõ ìåòîê è ëþáîé ïîðÿäîê íà íèõ.Äëÿ êàæäîãî äåðåâà G îïðåäåëèì ÷èñëî k íàèáîëåå äðåâíèõ òàêñîíîâ. Äëÿ ïðèìåðàîïèøåì íàøó ïðîöåäóðó äëÿ ñëó÷àåâ k = 1 èëè k = 2, êîòîðûå îáû÷íî èìåþò ìåñòîâ áèîëîãè÷åñêèõ äàííûõ. Îáùèé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü M(G)ñîñòîèò èç ñàìîãî äðåâíåãî òàêñîíà, åñëè k = 1, è èç äâóõ ñàìûõ äðåâíèõ òàêñîíîâ,åñëè k = 2 è ÷èñëî âñåõ òàêñîíîâ íå ìåíüøå òðåõ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå M(G) ñîñòîèòèç îäíîãî èç ñàìûõ äðåâíèõ òàêñîíîâ (íå ñóùåñòâåííî êàêîãî). Âû÷èñëèì p(G) �ñòåïåíü �êó÷íîñòè� M(G) â äåðåâå G � ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äëÿêàæäîãî ðåáðà {u, v} (íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðû) äåðåâà G âû÷èñëèì ïîêàçàòåëü d.Ïóñòü bu � ÷èñëî ëèñòüåâ ñ òàêñîíîì èç M(G) â òîé ÷àñòè U ðàçáèåíèÿ äåðåâà Gýòèì ðåáðîì, êîòîðàÿ ïðèìûêàåò ê âåðøèíå u, à bv � â òîé ÷àñòè V , êîòîðàÿ ïðè-ìûêàåò ê âåðøèíå v. Ïóñòü lu � ÷èñëî âñåõ ëèñòüåâ â ÷àñòè U , à lv � â ÷àñòè V .Òîãäà du = bu/lu � äîëÿ ëèñòüåâ ñ òàêñîíîì èç M(G) ñðåäè âñåõ ëèñòüåâ â ÷àñòè U ,à dv = bv/lv � â ÷àñòè V . Ïîëîæèì d = (

√
du −

√
dv)

2. Íàéäåì ðåáðî e(G) ñ ìàêñè-ìàëüíûì çíà÷åíèåì d (ýòî çíà÷åíèå îáîçíà÷èì dmax). Åñëè òàêèõ ðåáåð íåñêîëüêî,òî ïîëîæèì dpmax = dmax. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü dpmax ðàâíî âòîðîìó ïî ìàêñè-ìàëüíîñòè çíà÷åíèþ d. Ïîëîæèì p =
√
dmax −

√

dpmax + (dmax)
2. Â íàáîðå äåðåâüåâãåíîâ îñòàâèì ëèøü äåðåâüÿ, ó êîòîðûõ p áîëüøå çàðàíåå çàäàííîãî ïîðîãà. Äëÿêàæäîãî èç òàêèõ äåðåâüåâ G ïîñòàâèì êîðåíü â ñåðåäèíå ðåáðà e(G). Ê ýòîìó íà-áîðó óêîðåíåííûõ äåðåâüåâ ïðèìåíèì íàø àëãîðèòì.Èòîãîâûé àëãîðèòì ïîêàçàë õîðîøèå ðåçóëüòàòû äëÿ íàáîðîâ áèíàðíûõ è íåáè-íàðíûõ, óêîðåíåííûõ è íåóêîðåíåííûõ äåðåâüåâ. Êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà ïîñòðî-åíèÿ ñóïåðäåðåâà âìåñòå ñ ïðèìåðàìè âû÷èñëåíèé è èíñòðóêöèåé ïîëüçîâàòåëÿ ñâî-áîäíî äîñòóïíà íà ñàéòå http://lab6.iitp.ru/ru/super3gl/.Â çàêëþ÷åíèå ñ�îðìóëèðóåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïðîáëåìó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿíàì îäíîé èç öåíòðàëüíûõ â ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè ýâîëþöèè. Íà÷íåì ñ íåñêîëü-êèõ îïðåäåëåíèé.74



Âî-ïåðâûõ, íóæíî ââåñòè ïðåäñòàâëåíèå î âðåìåíè ïðîòåêàíèÿ ýâîëþöèîííûõ ñî-áûòèé. Ìîæåò áûòü, äëÿ ýòîãî íóæíî ïåðåéòè ê íåïðåðûâíîìó îïèñàíèþ äèñêðåòíîéêàðòèíû, óêàçàííîé íèæå. Íàìè áûëî ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå îïèñàíèå äèñêðåòíîãîâðåìåíè [3, 4℄. Áóäåì ðàçëè÷àòü èñõîäíîå äåðåâî âèäîâ S0 è íîâîå äåðåâî âèäîâ S,êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç S0 ðàçáèåíèåì íåêîòîðûõ òðóá â S0 íà ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷à-ñòè (�íîâûå òðóáû�). Â ðåçóëüòàòå â S ïîÿâëÿþòñÿ òðóáû ñ îäíèì ñûíîì. Íåêîòîðûéàëãîðèòì äëÿ ïåðåõîäà îò S ê S0 ïðåäëîæåí â [3℄. Â ñëó÷àå âëîæåíèÿ áåç ïåðåíîñîâ
S = S0. �Âðåìåííûå ñëîè� � ýòî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âñåõ òðóá â S íà íåïåðåñåêà-þùèåñÿ ìíîæåñòâà, êîòîðûå ïðîíóìåðîâàíû îò 1 äî m; êàæäîå ìíîæåñòâî � îäèí�âðåìåííîé ñëîé�; ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå: äëÿ ëþáîé òðóáû b èç
i-ãî ñëîÿ åå ñûí b1 ïðèíàäëåæèò (i+1)-ìó ñëîþ. Â ïåðâîì ñëîå ëåæèò êîðíåâàÿ òðó-áà èç S, à ïîñëåäíèé (m-é ïî íîìåðó) ñëîé ñîñòîèò èç âñåõ òðóá, âåäóùèõ â ëèñòüÿèç S. Òîãäà i-é ñëîé ñîñòîèò èç âñåõ òðóá, â êîòîðûå âåäåò ïóòü èç i òðóá, âêëþ÷àÿêîðíåâóþ òðóáó. Áóäåì ïèñàòü b1 ∼ b2, åñëè b1 6= b2 è òðóáû b1, b2 ïðèíàäëåæàòîäíîìó ñëîþ. Èíòóèòèâíî â îäíîì ñëîå ñîáèðàþòñÿ òðóáû, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîìóïåðèîäó âðåìåíè è ìåæäó íèìè âîçìîæíû îäíîâðåìåííûå ñîáûòèÿ. �àçáèåíèåì äå-ðåâà G íàçîâåì äåðåâî G′, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç G ðàçáèåíèåì íåêîòîðûõ åãî ðåáåðíà ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷àñòè, â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿþòñÿ �íîâûå ðåáðà� ñ îäíèì ñûíîì.Â ñëó÷àå âëîæåíèÿ áåç ïåðåíîñîâ G′ = G.Âî-âòîðûõ, íóæíî îïèñàòü ýâîëþöèîííîå ÿâëåíèå � ãîðèçîíòàëüíûå ïåðåíîñûãåíîâ [3,4℄. Ýòî áûëî ñäåëàíî íàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âëîæåíèåì (ñ ïåðåíîñàìè)íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f âñåõ âåðøèí V (G′) íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ G′ äåðåâà G ââåðøèíû V (S) è òðóáû E(S) äåðåâà S, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1. Ñóïåðêîðåíü â G′ îòîáðàæàåòñÿ â êîðíåâóþ òðóáó â S; êàæäûé ëèñò g â G′ îòîá-ðàæàåòñÿ â ëèñò s â S ñîãëàñíî îòíîøåíèþ ãåí-âèä.Äàëåå g, g1, g2 � âåðøèíû â G′;2. Ïóñòü g1 � ñûí g: åñëè f(g) � âåðøèíà, òî f(g1) < f(g), à åñëè f(g) � òðóáà, òîðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ. Åñëè g2 � äðóãîé ñûí g, òî äëÿ îáîèõ ñûíîâåé

f(gi) 6 f(g) èëè âûïîëíÿåòñÿ: äëÿ îäíîãî ñûíà f(gi) 6 f(g) è äëÿ äðóãîãî ñûíà
f(g) ∼ f(gj); çäåñü f(gi) � âåðøèíà èëè òðóáà è f(gj) � òðóáà, i, j = 1, 2. Åñëè gñ ðîäèòåëåì g′ èìååò òîëüêî îäíîãî ñûíà g1, òî f(g1) 6 f(g) ∼ f(g′) èëè f(g) ∼
∼ f(g1); çäåñü â ïåðâîì âûðàæåíèè f(g1) � âåðøèíà èëè òðóáà, f(g′) � òðóáà, à âîâòîðîì f(g1) � òðóáà;3. Ïóñòü g1 è g2 � ñûíîâüÿ g: åñëè f(g) � âåðøèíà, òî ïóòü â S èç f(g1) â f(g2)ïðîõîäèò ÷åðåç f(g); åñëè g èìååò òîëüêî îäíîãî ñûíà, òî f(g) � òðóáà.Òåïåðü äóïëèêàöèÿ ãåíà � ýòî âåðøèíà g â G′ ñ äâóìÿ ñûíîâüÿìè g1 è g2, äëÿêîòîðîé f(g) � òðóáà èç S è äëÿ îáîèõ ñûíîâåé âûïîëíÿåòñÿ f(gi) 6 f(g), i = 1, 2.Äèâåðãåíöèÿ � ýòî âåðøèíà g èç G′, äëÿ êîòîðîé f(g) � âåðøèíà â S è îáå âåðøèíû

g è f(g) èìåþò ïî äâà ñûíà. Ïîòåðÿ ãåíà � ýòî ïàðà 〈e, s〉, äëÿ êîòîðîé e � ðåáðî â
G′, s � âåðøèíà â S, èìåþùàÿ äâóõ ñûíîâåé, è f(e+) < s < f(e−). �îðèçîíòàëüíûéïåðåíîñ ñ ñîõðàíåíèåì � âåðøèíà g èç G′ ñ äâóìÿ ñûíîâüÿìè g1 è g2, äëÿ êîòîðîé
f(g) � òðóáà èç S è ðîâíî äëÿ îäíîãî èç ñûíîâåé gi âûïîëíÿåòñÿ f(g) ∼ f(gi). �î-ðèçîíòàëüíûé ïåðåíîñ áåç ñîõðàíåíèÿ � âåðøèíà g èç G′ ñ åäèíñòâåííûì ñûíîì g1,äëÿ êîòîðîé f(g) � òðóáà è f(g) ∼ f(g1). Îáû÷íî ïåðåíîñ áåç ñîõðàíåíèÿ ðàññìàò-ðèâàåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâóõ ñîáûòèé: ïåðåíîñà ñ ñîõðàíåíèåì è ïîòåðèêîïèè ãåíà â èñòî÷íèêå. Íà ðèñ. 3, 4 ïîêàçàíî âëîæåíèå ñ ïîòåðÿìè è ïåðåíîñàìè.Àíàëîã çàäà÷è 1, ñöåíàðèÿ (ñ ïåðåíîñîì), ïàðíîãî ñöåíàðèÿ (ñ ïåðåíîñîì) è ò.ä.îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñ èñïîëüçîâàíèåì �óíêöèîíàëà, îáîáùàþ-ùåãî �óíêöèîíàë (1):

ctrans({Gi}, f, S) =
∑

i

(

cll(fi, Gi, S) + cdd(fi, Gi, S) + c+t t
+(fi, Gi, S) +

+ c−t t
−(fi, Gi, S)

)

. (10)75
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b′ c′ d′ e′f ′ g′ h′ l′ a b c d e f g h l�èñ. 3. Èëëþñòðàöèÿ ïîíÿòèÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ïåðåíîñà: äåðåâüÿ ãåíîâ G′ è âèäîâ S,îáîçíà÷åíèÿ â ëèñòüÿõ àíàëîãè÷íû òåì, ÷òî íà ðèñ. 1, 2. Âåðøèíû ñ îäíèì ñûíîì,äîáàâëåííûå, ñîîòâåòñòâåííî, ê G è S, îáîçíà÷åíû æèðíûìè òî÷êàìè. Â S â i-ìâðåìåííîì ñëîå íàõîäÿòñÿ òðóáû, ê êîòîðûì âåäåò ïóòü èç ñóïåðêîðíÿ ñ i òðóáàìèÇäåñü f = {fi}, t+(f,G, S) � êîëè÷åñòâî ïåðåíîñîâ ñ ñîõðàíåíèåì ó âëîæåíèÿ f ,
c+t � öåíà îäíîãî ïåðåíîñà ñ ñîõðàíåíèåì, t−(f,G, S) � êîëè÷åñòâî ïåðåíîñîâ áåçñîõðàíåíèÿ ó f , è c+t � öåíà îäíîãî ïåðåíîñà áåç ñîõðàíåíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ëåììû 1 ñóùåñòâóþò äåðåâüÿ ãåíîâ G è âèäîâ S èçíà÷åíèÿ öåí çà îäíî ñîáûòèå, äëÿ êîòîðûõ ïàðíûé ñöåíàðèé (ñ ïåðåíîñàìè) íååäèíñòâåí.Ïðèì å ð. Ïóñòü G = ((a, c), b) è S = ((a, b), (c)), âèäàì a, b, c â G ïðèïèñàíûãåíû, èìåíà êîòîðûõ íå óêàçàíû. Îáîçíà÷åíèå (c) óêàçûâàåò, ÷òî â S òðóáà, ñîåäè-íÿþùàÿ êîðåíü ñ ëèñòîì c, ðàçáèòà íà äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷àñòè. Çäåñü èìåþòñÿòðè âðåìåííûõ ñëîÿ, â i-ì ñëîå íàõîäÿòñÿ òðóáû, ê êîòîðûì âåäåò ïóòü èç ñóïåð-êîðíÿ ñ i òðóáàìè. Âåðøèíû â G è S îáîçíà÷èì òàê æå, êàê èõ êëàäû; êîðíåâóþòðóáó îáîçíà÷èì r, ðåáðî/òðóáó â G èëè S, âåäóùóþ â ëèñò, îáîçíà÷èì èìåíåì ýòîãîëèñòà. Öåíû ñîáûòèé: cl = 1, cd = 2, c+t = 3, c−t = 4. Òîãäà èìåþòñÿ äâà ïàðíûõ ñöå-íàðèÿ: 1) ñöåíàðèé f∗ áåç ïåðåíîñîâ, â êîòîðîì f∗({a, c}) = {a, b, c}, f∗({a, b, c}) = r,÷òî ñîîòâåòñòâóåò îäíîé äóïëèêàöèè {a, b, c} è äâóì ïîòåðÿì 〈b, {a, b, c}〉 è 〈b, {a, b}〉;2) ñöåíàðèé f∗ ñ ïåðåíîñàìè, ãäå G′ ïîëó÷àåòñÿ èç G äîáàâëåíèåì íîâîé âåðøèíû g′íà ðåáðî a è f({a, c}) = c, f({a, b, c}) = {a, b, c}, f(g′) = a, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îäíîìóïåðåíîñó ñ ñîõðàíåíèåì {a, c} è îäíîé ïîòåðå 〈b, {a, b}〉. Åñëè óâåëè÷èòü öåíó çà îäèíïåðåíîñ ñ ñîõðàíåíèåì, òî îñòàíåòñÿ òîëüêî îäèí ñöåíàðèé � ïåðâîå âëîæåíèå, à åñëèóìåíüøèòü, òî ñíîâà òîëüêî îäèí ñöåíàðèé � âòîðîå âëîæåíèå.Ïð î á ë åì à. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå, äëÿ áîëåå ñëîæíîãî�óíêöèîíàëà (10).Çàìå÷àíèå 3. Óñòðàíèì îäíî íåäîðàçóìåíèå, êàñàþùååñÿ àëãîðèòìà èç [3,4℄, êî-òîðûé òåñíî ñâÿçàí ñ àëãîðèòìîì, èçëîæåííûì â äàííîé ñòàòüå. Ïåðâàÿ �ðàçà â[4, ïóíêò 3℄ ãëàñèò: �Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñ-ëà ðåáåð â äåðåâå ãåíîâ íà ÷èñëî òðóá â äåðåâå âèäîâ, óæå ðàçáèòîì íà âðåìåííûåñëîè�. Â [7℄ ïåðâîå èç ýòèõ ÷èñåë îáîçíà÷åíî |G|, à âòîðîå � |S′|. Òîãäà âðåìÿ ðà-áîòû àëãîðèòìà èç [3, 4℄ ðàâíî O(|S′||G|). Ýòà îöåíêà äîêàçàíà â [3℄, à ÷óòü áîëåå�îðìàëüíî � â [4℄. Â òî÷íîñòè ýòà îöåíêà óòâåðæäàåòñÿ êàê îñíîâíîé ðåçóëüòàò â [7℄(êîíåö âòîðîãî àáçàöà íà ñ. 94), õîòÿ â [7℄ öèòèðóþòñÿ îáå ðàáîòû [3, 4℄.76
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a b c d e f g h l�èñ. 4. Èëëþñòðàöèÿ ïîíÿòèÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ïåðåíîñà: âëîæåíèå f äåðåâà G′ âäåðåâî S (äëÿ äåðåâüåâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 3). Çíà÷åíèÿ âëîæåíèÿ f äåðåâà G′ âäåðåâî S ïîêàçàíû âíóòðè òðóá äåðåâà S æèðíûìè òî÷êàìè, êðîìå çíà÷åíèé íà ëè-ñòüÿõ â G′, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ëèñòüÿìè â S. Çíà÷åíèå f(g3)ïîêàçàíî â òðóáå (õîòÿ �îðìàëüíî îíî ðàâíî ýòîé òðóáå) è ïî îïðåäåëåíèþ âåðøè-íà g3 ñîîòâåòñòâóåò ñîáûòèþ ïåðåíîñà ñ ñîõðàíåíèåì. Ñòðåëêà ïðîâîäèòñÿ èç f(g3)â f(n1), ãäå n1 � ñîîòâåòñòâóþùèé ñûí âåðøèíû g3. Çíà÷åíèå f(n2) ïîêàçàíî â òðóáå(õîòÿ �îðìàëüíî îíî ðàâíî ýòîé òðóáå) è ïî îïðåäåëåíèþ âåðøèíà n2 ñîîòâåòñòâóåòñîáûòèþ ïåðåíîñà áåç ñîõðàíåíèÿ. Ñòðåëêà ïðîâîäèòñÿ ïî òîìó æå ïðàâèëó. Ïîòå-ðÿ ïîêàçàíà îòðîñòêîì ñ êðåñòèêîì íà êîíöå. Äèâåðãåíöèè: R = f(r), s1 = f(g1),
s2 = f(g2), s4 = f(g4), s5 = f(g6), s6 = f(g5), s7 = f(g7). Âåðøèíà s3 íå ÿâëÿåòñÿçíà÷åíèåì âëîæåíèÿ fÍåñìîòðÿ íà íåêîòîðûå ýâîëþöèîíèñòñêèå òåðìèíû, áèîëîãè÷åñêîå ñîäåðæàíèåêîòîðûõ íå ñóùåñòâåííî äëÿ ýòîé ñòàòüè, òåîðåìà è ýòà ïðîáëåìà èìåþò ÷èñòî ìà-òåìàòè÷åñêîå ñîäåðæàíèå. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà. Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó àëãîðèòìà íà èñêóññòâåí-íîì ïðèìåðå, â êîòîðîì äàíû äåñÿòü äåðåâüåâ ãåíîâ Gi, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 5. Ýòèäåðåâüÿ ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû áûëî ëåãêî íàéòè äëÿ íèõ ñóïåðäåðåâî S∗, êîòîðîåïîêàçàíî íà òîì æå ðèñóíêå. Ïóñòü P � ñòàíäàðòíûé íàáîð, öåíà ïîòåðè ðàâíà 2,à öåíà äóïëèêàöèè � 3. Çäåñü V0 = {a, b, c, d, e}. Âû÷èñëèì öåíû âñåõ äåñÿòè äâóõ-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ V , èñïîëüçóÿ íàáîð {Gi}. �àçáèåíèÿ V = {x}∪{y} è èõ öåíû,âû÷èñëåííûå ïî �îðìóëå (2), ïðèâåäåíû â òàáëèöå, â íåé òàêæå óêàçàíî ÷èñëî t77
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�èñ. 5. Ñóïåðäåðåâî âèäîâ S∗ è äåñÿòü äåðåâüåâ ãåíîâ, êîòîðûå ïîäàþòñÿ íà âõîäàëãîðèòìà Òàáëèöà
V = {x, y} t c(V ) V = {x, y} t c(V )

a, b 6 24 b, d 8 32
c, d 6 24 a, e 9 36
a, c 8 32 b, e 9 36
a, d 8 32 c, e 9 36
b, c 8 32 d, e 9 36äåðåâüåâ ãåíîâ Gi, â êîòîðûõ V íå ÿâëÿåòñÿ êëàäîé. Ýòè äåðåâüÿ ïîðîæäàþò ïîäâå ïîòåðè è ïî 0 äóïëèêàöèé, ïîýòîìó èõ âêëàä â c(V, V1, V2) ðàâåí ÷èñëó òàêèõäåðåâüåâ, óìíîæåííîìó íà ÷åòûðå. Îñòàëüíûå äåðåâüÿ äàþò íóëåâûå ñëàãàåìûå â

c(V, V1, V2). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâà {a, b} è {c, d} èìåþò ìèíèìàëü-íóþ öåíó, ò.å. äëÿ íèõ c(V ) = 24.Òåïåðü ðàññìîòðèì òðåõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî V = {c, d, e}. Ñ ìåòîäè÷åñêîé öå-ëüþ íàçîâåì òî åãî ðàçáèåíèå, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ðàçáèåíèåì â S∗, ñòàíäàðòíûì,à îñòàëüíûå ðàçáèåíèÿ � íåñòàíäàðòíûìè. Êîíå÷íî, íàø àëãîðèòì íå èñïîëüçó-åò S∗, à ïåðåáèðàåò âñå ðàçáèåíèÿ. Çäåñü ñòàíäàðòíûì ÿâëÿåòñÿ îäíî ðàçáèåíèå
V = {c, d, e} íà V1 = {c, d} è V2 = {e}. Âû÷èñëèì íà íåì çíà÷åíèå c(V, V1, V2) �óíê-öèîíàëà (2). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: 1) {c, d} � êëàäà, à {c, d, e} � íå êëàäàó äâóõ äåðåâüåâ ãåíîâ; 2) {c, d, e} � êëàäà, à {c, d} � íå êëàäà ó äâóõ äåðåâüåâ ãåíîâ;3) {c, d} è {c, d, e} � íå êëàäû ó ÷åòûðåõ äåðåâüåâ ãåíîâ. Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ñòàíäàðò-íîãî ðàçáèåíèÿ ïîëó÷àåì c(V, V1, V2) = 8+10+24+c({c, d})+c({e}) = 42+24+0 = 66,78



òàê êàê ïî èíäóêöèè c({c, d}) = 24 è c({e}) = 0. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåñòàíäàðòíîåðàçáèåíèå òîãî æå ìíîæåñòâà V íà V1 = {c, e} è V2 = {d} � îäíî èç äâóõ ñèììåò-ðè÷íûõ ðàçáèåíèé. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå c(V, V1, V2). Ñíîâà ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:1) {c, d} � êëàäà, à {c, d, e} � íå êëàäà ó äâóõ äåðåâüåâ; 2) {c, d, e} � êëàäà, à {c, e} � íåêëàäà ó òðåõ äåðåâüåâ; 3) íèêàêîå èç òðåõ ìíîæåñòâ {c, d}, {c, e}, {d, e} íå ÿâëÿåòñÿêëàäîé ó ÷åòûðåõ äåðåâüåâ. Îêîí÷àòåëüíî äëÿ íåñòàíäàðòíîãî ðàçáèåíèÿ ïîëó÷àåì
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