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§ 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÍàøè ðåçóëüòàòû âåðíû íàä ïðîèçâîëüíûì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ïîëåì, íîäëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ áóäåì ãîâîðèòü î ïîëå R âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Êóáîì íà-çûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê, ó êîòîðîãî âåðøèíû èìåþò êîîðäèíàòû 0 èëè 1 â n-ìåðíîìïðîñòðàíñòâå. Âåñîì âåðøèíû êóáà íàçîâåì ÷èñëî åå åäèíè÷íûõ êîîðäèíàò. Êâàäðè-êîé â ïðîñòðàíñòâå R

n íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî íóëåé âåùåñòâåííîãî êâàäðàòè÷íîãîìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xn), ìîæåò áûòü, ïðèâîäèìîãî. Êâàäðèêà f = 0 íàçûâàåòñÿïóñòîé, åñëè â êàæäîé âåðøèíå êóáà ìíîãî÷ëåí f ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíîå çíà-÷åíèå èëè â êàæäîé � íåïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå. Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïåðâûé ñëó-÷àé. �àññìîòðåíà ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà òî÷åê ìèíèìóìà êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëå-íà f íà ìíîæåñòâå âñåõ âåðøèí êóáà, ò.å. ðàñïîëîæåíèå ïóñòîé êâàäðèêè îòíîñèòåëü-íî êóáà. ×àñòíûì ñëó÷àåì êâàäðèêè ÿâëÿåòñÿ ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé.Ïîäðîáíåå ðàññìîòðåíà îñóùåñòâèìîñòü ñïåöèàëüíûõ ðàñïîëîæåíèé ïàðàëëåëüíûõãèïåðïëîñêîñòåé îòíîñèòåëüíî âåðøèí êóáà èëè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî íàáîðàòî÷åê â îáùåì ïîëîæåíèè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.Ìèíèìèçàöèÿ íà ìíîæåñòâå âåðøèí êóáà îáùåãî êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà �àëãîðèòìè÷åñêè òðóäíàÿ çàäà÷à. Ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû, íàïðèìåð, ìåòîä ïñåâ-äîáóëåâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1℄, ïðèìåíèìû ëèøü â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Â [2, 3℄ äàíîáçîð ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. ×àñòíûé ñëó÷àé îïòèìèçàöèè � çàäà÷à ñ ðàñïà-äàþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Â ðàáîòå [4℄ (òàì æå ñì. áèáëèîãðà�èþ) ðàññìîòðåíàìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé îïòèìèçàöèÿ êâàäðàòè÷íûõ�îðì âåäåòñÿ ïî ìíîæåñòâàì âåðøèí äâóõ åäèíè÷íûõ êóáîâ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíî-ñòè. Èç ðåçóëüòàòîâ [5℄ ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíû êóáà, ëåæàùèå íà ïóñòîé êâàäðèêå,ëåæàò íà ïóñòîì öèëèíäðå (êâàäðèêå íåïîëíîãî ðàíãà), íà êîòîðîì íå ëåæàò îñòàëü-íûå âåðøèíû. Âûðîæäåííûé ñëó÷àé ñîñòîèò â îïèñàíèè âåðøèí êóáà, ëåæàùèõ íàïàðå ñîâïàäàþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé.Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, [6�9℄) äàíû îöåíêè ÷èñëà âåðøèí, ëåæàùèõíà êâàäðèêå. Íà ãèïåðïëîñêîñòè ëåæèò íå áîëåå ïîëîâèíû âñåõ âåðøèí êóáà. Îäíà-113



êî åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ íåòðèâèàëüíî çàâèñèò îò êàæäîé èç nïåðåìåííûõ, òî äîëÿ âåðøèí êóáà, ëåæàùèõ íà ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè, ñòðåìèòñÿ êíóëþ ñ ðîñòîì n [6℄. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî-÷ëåíà, èìåþùåãî äîñòàòî÷íî ìíîãî ìîíîìîâ: äîëÿ âåðøèí êóáà, â êîòîðûõ òàêîéìíîãî÷ëåí ïðèíèìàåò �èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì ðàçìåð-íîñòè êóáà [7℄. Èçâåñòíà îöåíêà êîëè÷åñòâà âåðøèí êóáà, ëåæàùèõ â ïîëóïðîñòðàí-ñòâå [8℄.Âàæíàÿ çàäà÷à äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè òàêîâà: ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ âåðøèíà êó-áà áëèæàéøåé ê äàííîé ãèïåðïëîñêîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, äàíû äâå ïàðàëëåëüíûåãèïåðïëîñêîñòè � èñõîäíàÿ è ïàðàëëåëüíàÿ åé, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ðàññìàòðèâàåìóþâåðøèíó êóáà, è íóæíî îïðåäåëèòü, ëåæèò ëè ñòðîãî ìåæäó íèìè õîòÿ áû îäíàâåðøèíà êóáà. Ïîñêîëüêó ïàðó ãèïåðïëîñêîñòåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ìíîæåñòâîíóëåé ïðèâîäèìîãî êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, òî óïîìÿíóòàÿ çàäà÷à � ÷àñòíûé ñëó-÷àé ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà. Äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà âàæíî óçíàòü,êàê ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ òî÷êè ìèíèìóìà ñðåäè âåðøèí êóáà [10℄. Â [11℄ ðàññìàò-ðèâàþòñÿ ïîêðûòèÿ ãèïåðïëîñêîñòÿìè âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà. Òàì äîêàçàíî: äëÿëþáûõ m ãèïåðïëîñêîñòåé, m 6 n, åñëè îíè íå ïîêðûâàþò âñå âåðøèíû êóáà, òî íåïîêðûòûìè îñòàþòñÿ åùå õîòÿ áû 2n−m âåðøèí êóáà.Ïîèñê (èëè äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ) âåðøèíû êóáà, ëåæàùåé ñòðîãî ìåæäóäâóìÿ ãèïåðïëîñêîñòÿìè, îïðåäåëÿåìûìè óðàâíåíèÿìè ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè,ìîæíî âûïîëíèòü àëãîðèòìîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âïåðâûå ïðåäëî-æåííûì â [12℄. Îáçîð òàêèõ àëãîðèòìîâ ìîæíî íàéòè â [13℄. Â ýòîé çàäà÷å ñëîæíîñòüàëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò ðàçìåðíî-ñòè ïðîñòðàíñòâà, íî áûñòðî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû çàïèñè êîý��èöèåíòîâóðàâíåíèé. Òàêèå àëãîðèòìû íàçûâàþòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûìè. Â òî æå âðå-ìÿ, íå èìåþùèå îáùåãî íåòðèâèàëüíîãî äåëèòåëÿ öåëûå êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ,îïðåäåëÿþùåãî ãèïåðïëîñêîñòü, ìîãóò áûòü áîëüøèìè, ÷òî ñíèæàåò ý��åêòèâíîñòüàëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.�îðàçäî ëåã÷å îïðåäåëèòü, ëåæèò ëè ñòðîãî ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ãèïåð-ïëîñêîñòÿìè, îïðåäåëÿåìûìè óðàâíåíèÿìè ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè, öåëàÿ òî÷êà.Çäåñü âðåìÿ ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà äëÿ âû÷èñëåíèÿíàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ è, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ýòî âðåìÿ îãðàíè÷åíî ïî-ëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè ñîâîêóïíîñòè êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèé. Â ìàëåíüêèõðàçìåðíîñòÿõ, åñëè îäíà èç ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíàëåæàùèìè íà íåé âåðøèíàìè êóáà, îòñóòñòâèå ñòðîãî ìåæäó ãèïåðïëîñêîñòÿìè âåð-øèí êóáà ðàâíîñèëüíî îòñóòñòâèþ ñòðîãî ìåæäó íèìè öåëûõ òî÷åê. Ýòî ëåãêî ïðî-âåðèòü â ðàçìåðíîñòÿõ äâà èëè òðè ïåðåáîðîì íåáîëüøîãî ÷èñëà âàðèàíòîâ. Â êàêèõäðóãèõ ðàçìåðíîñòÿõ ýòî ñïðàâåäëèâî? Òåîðåìà 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàçìåðíîñòè 30ýòî íå âåðíî (ïî-âèäèìîìó, ýòó òåîðåìó ìîæíî óñèëèòü). Íå ÿñíî, ìîæíî ëè ñâåñòèïðîâåðêó îòñóòñòâèÿ âåðøèí êóáà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè ê îò-ñóòñòâèþ ìåæäó íèìè öåëûõ òî÷åê â ïðîìåæóòî÷íûõ ðàçìåðíîñòÿõ. Òàêèì îáðàçîì,òåîðåìà 1 èëëþñòðèðóåò âû÷èñëèòåëüíóþ òðóäíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ïðè-ìåð èç ýòîé òåîðåìû èìååò èíòåðåñíóþ àðè�ìåòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ ìîæåòáûòü ïîëåçíà ïðè ïîèñêå àíàëîãè÷íûõ ïðèìåðîâ.Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèöû íèçêîãî ðàíãà ïî íàáîðó åå ýëåìåíòîâ èëè ïî ñî-îòíîøåíèÿì ìåæäó íèìè ÷àñòî âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè íåïîëíûõ äàííûõ è â�àêòîðíîì àíàëèçå. Çàäà÷à èìååò ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ,ßÌ�-èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ìîëåêóë, ñîçäàíèÿ �èëüòðîâ äàííûõ â êîìïüþòåð-íûõ ñåòÿõ. Ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèöû ïî ÷àñòè åå ýëåìåí-òîâ îáû÷íî îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè îá îäíîçíà÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ. Âîïðîñûïîèñêà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ïî ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó åå ýëåìåíòàìè ðàññìîòðåíûâ [14,15℄. Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåðàíãà îäèí � ìàòðèöå êâàäðàòè÷íîé �îðìû.114



Òàáëèöà 1
t u1 u2 u3 u4 u5 x1 y1 z1

v 1 1 0 0 0 0 1 1 1

v
′ 1 0 1 0 0 0 1 1 1

v
′′ 1 0 0 1 0 0 1 1 1

v
′′′ 1 0 0 0 1 0 1 1 1

v
′′′′ 1 0 0 0 0 1 1 1 1

w 0 1 1 1 1 1 1 1 1

§ 2. Ïðèìåð âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé,âåðøèí êóáà è öåëûõ òî÷åê â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâåÒå î ð åì à 1. (a) Â ïðîñòðàíñòâå R
30 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü H ,êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ëåæàùèìè íà íåé âåðøèíàìè êóáà, è òàêàÿ ïà-ðàëëåëüíàÿ åé ãèïåðïëîñêîñòü H ′, íà êîòîðîé ëåæèò õîòÿ áû îäíà âåðøèíà êóáà,÷òî â îòêðûòîé îáëàñòè ìåæäó H è H ′ íå ëåæèò íè îäíîé âåðøèíû êóáà, íîëåæàò öåëûå òî÷êè.(á) Â ïðîñòðàíñòâå R37 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü H , îäíîçíà÷íî îïðå-äåëåííàÿ ëåæàùèìè íà íåé âåðøèíàìè êóáà, ÷òî ðàññòîÿíèå îò H äî áëèæàéøåéíå ëåæàùåé íà H âåðøèíû êóáà ñòðîãî áîëüøå ðàññòîÿíèÿ äî áëèæàéøåé íå ëå-æàùåé íà H öåëîé òî÷êè.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (a) �àññìîòðèì ëèíåéíóþ �îðìó îò 30 ïåðåìåííûõ

f = 1260t+ 315(u1 + . . .+ u5) + 252(x1 + . . .+ x6) + 180(y1 + . . .+ y8) +

+ 140(z1 + . . .+ z10).Åå êîý��èöèåíòû èìåþò ðàçëîæåíèÿ íà (ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå) ìíîæèòåëè 4, 5,
7, 9: 1260 = 4 · 5 · 7 · 9, 315 = 5 · 7 · 9, 252 = 4 · 7 · 9, 180 = 4 · 5 · 9, 140 = 4 · 5 · 7.Òàêèì îáðàçîì, îäíà ïåðåìåííàÿ èìååò êîý��èöèåíò 4 · 5 · 7 · 9, à ÷èñëî ïåðåìåííûõñ êîý��èöèåíòîì âèäà 4 · 5 · 7 · 9

p
ðàâíî (p+ 1).Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü H çàäàíà óðàâíåíèåì f = 2147, ãäå

2147 = 1260 + 315 + 252 + 180 + 140.Ïîêàæåì, ÷òî âåðøèíû êóáà, ëåæàùèå íà H , ïîðîæäàþò âñå ïðîñòðàíñòâî R
30.�àññìîòðèì âåðøèíû v, v′, v′′, v′′′, v′′′′ è w, ëåæàùèå íà ãèïåðïëîñêîñòè f = 2147.Èõ êîîðäèíàòû çàäàäèì ñ ïîìîùüþ òàáë. 1, â êîòîðîé ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò âåð-øèíàì, à ñòîëáöû � êîîðäèíàòàì (íå óêàçàííûå êîîðäèíàòû âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõâåðøèíàõ ðàâíû íóëþ).Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ a = v + v

′ + v
′′ + v

′′′ + v
′′′′ − w èìååò òîëüêî ÷åòûðåíåíóëåâûå êîîðäèíàòû: at = 5, ax1

= ay1
= az1 = 4. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóþò èäðóãèå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåðøèí ðîâíî  ÷åòûðüìÿ íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè:

b ñ bt = 6, bu1
= by1

= bz1 = 5; c  ct = 8, cu1
= cx1

= cz1 = 7; d  dt = 10,
du1

= dx1
= dy1

= 9. Âåðøèíû v, a, b, c è d ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî,ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà










1 1 1 1 1
5 0 4 4 4
6 5 0 5 5
8 7 7 0 7
10 9 9 9 0
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èìååò ïîëíûé ðàíã. Ñëåäîâàòåëüíî, èç v, a, b, c è d ìîæíî ñîñòàâèòü òàêèå ëèíåéíûåêîìáèíàöèè, ó êîòîðûõ áóäåò îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî êîîðäèíàòà t, u1, x1, y1 èëè z1ñîîòâåòñòâåííî.Îñòàëüíûå ñëó÷àè îòëè÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè èíäåêñîâ êîîðäèíàò, íå ìåíÿþ-ùèõ �îðìó f . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé èç êîîðäèíàò ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîì-áèíàöèÿ âåðøèí êóáà, ëåæàùèõ íà H , ó êîòîðîé òîëüêî îäíà ýòà êîîðäèíàòà îòëè÷-íà îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíû êóáà, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ f = 2147,ëåæàò íà åäèíñòâåííîé ãèïåðïëîñêîñòè.Ïîñêîëüêó íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ êîý��èöèåíòîâ ëèíåéíîé �îðìû fðàâåí åäèíèöå, ýòà �îðìà ïðèíèìàåò â öåëûõ òî÷êàõ âñå âîçìîæíûå öåëûå çíà÷å-íèÿ. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî íè â îäíîé èç âåðøèí êóáà ýòà �îðìà íå ðàâ-íà 2146. Ïóñòü âåðøèíà v òàêîâà, ÷òî f(v) = 2146. Ïîñêîëüêó 2146 ≡ 2 (mod 4),
315 ≡ 3 (mod 4), à îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû äåëÿòñÿ íà 4, òî ðàâåíñòâî îñòàò-êîâ ïî ìîäóëþ 4 âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè vu1

+ vu2
+ vu3

+ vu4
+ vu5

= 2. Àíàëî-ãè÷íî, 2146 ≡ 1 (mod 5), 252 ≡ 2 (mod 5), îòêóäà vx1
+ . . . + vx6

= 3. Àíàëîãè÷-íî, 2146 ≡ 4 (mod 7), 180 ≡ 5 (mod 7), îòêóäà vy1
+ . . . + vy8

= 5. Àíàëîãè÷íî,
2146 ≡ 4 (mod 9), 140 ≡ 5 (mod 9), îòêóäà vz1 + . . . + vz10 = 8. Íî òîãäà ñóììà ïî-ñëåäíèõ ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ �îðìû f ðàâíà 315 · 2+252 · 3+180 · 5+140 · 8 = 3406 >
> 2146. Ïðîòèâîðå÷èå.Ïîñêîëüêó f(0) = 0 < 2147, ñóùåñòâóþò ãèïåðïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå H èïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíû êóáà â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîëóïðîñòðàíñòâå. Îáîçíà÷èì÷åðåç H ′ áëèæàéøóþ ê H ñðåäè òàêèõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Ìåæäó H è H ′ íåò âåðøèíêóáà, íî åñòü öåëûå òî÷êè.Çàìå÷àíèå 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �îðìà äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 2148 â êàæäîé èçâåðøèí v, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâàì vt = vu1

= vu2
= vu3

= vu4
= vu5

= 0,
vx1

+ . . .+ vx6
= 4, vy1

+ . . .+ vy8
= 4, vz1 + . . .+ vz10 = 3. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿýòè ðàâåíñòâà â �îðìó f , ïîëó÷èì

f(v) = 252 · 4 + 180 · 4 + 140 · 3 = 2148.Ñëåäîâàòåëüíî, íå âåðíî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò H äî áëèæàéøåé íå ëåæàùåé íà Hâåðøèíû êóáà ñòðîãî áîëüøå ðàññòîÿíèÿ äî áëèæàéøåé íå ëåæàùåé íà H öåëîéòî÷êè.Çàìå÷àíèå 2. Óòâåðæäåíèå (à) òåîðåìû 1 ñòàíåò òðèâèàëüíûì, åñëè íå òðåáî-âàòü, ÷òîáû íà êàæäîé èç ãèïåðïëîñêîñòåé H è H ′ ëåæàëè âåðøèíû êóáà.Çàìå÷àíèå 3. Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ìàëîéðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ ïðîñòðàíñòâ R
3 è R

4 ýòî íåòðóäíî ïîêàçàòü ïåðåáîðîìâñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ. Áûëî áû èíòåðåñíî îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ ðàçìåð-íîñòü, äëÿ êîòîðîé óòâåðæäåíèå âåðíî.(á) �àññìîòðèì ëèíåéíóþ �îðìó îò 37 ïåðåìåííûõ
f = 3465t+ 693(u1 + . . .+ u6) + 495(x1 + . . .+ x8) + 385(y1 + . . .+ y10) +

+ 315(z1 + . . .+ z12).Åå êîý��èöèåíòû èìåþò ðàçëîæåíèÿ íà (ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå) ìíîæèòåëè 5, 7,9, 11: 3465 = 5 · 7 · 9 · 11, 693 = 7 · 9 · 11, 495 = 5 · 9 · 11, 385 = 5 · 7 · 11, 315 = 5 · 7 · 9.Òàêèì îáðàçîì, îäíà ïåðåìåííàÿ èìååò êîý��èöèåíò 5 ·7 ·9 ·11, à ÷èñëî ïåðåìåííûõñ êîý��èöèåíòîì âèäà 5 · 7 · 9 · 11

p
ðàâíî (p+ 1).Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü H çàäàíà óðàâíåíèåì f = 5353, ãäå

5353 = 3465 + 693 + 495 + 385 + 315.116



Òàáëèöà 2
t u1 u2 u3 u4 u5 u6 x1 y1 z1

v 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1

v
′ 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1

v
′′ 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1

v
′′′ 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1

v
′′′′ 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1

v
′′′′′ 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1

w 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1Ïîêàæåì, ÷òî âåðøèíû êóáà, ëåæàùèå íà H , ïîðîæäàþò âñå ïðîñòðàíñòâî R
37.�àññìîòðèì âåðøèíû v, v

′, v
′′, v

′′′, v
′′′′, v

′′′′′ è w, ëåæàùèå íà ãèïåðïëîñêîñòè
f = 5353. Èõ êîîðäèíàòû çàäàäèì ñ ïîìîùüþ òàáë. 2, â êîòîðîé ñòðîêè ñîîòâåò-ñòâóþò âåðøèíàì, à ñòîëáöû � êîîðäèíàòàì (íå óêàçàííûå êîîðäèíàòû âî âñåõ ïå-ðå÷èñëåííûõ âåðøèíàõ ðàâíû íóëþ).Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ a = v+v

′+v
′′+v

′′′+v
′′′′ +v

′′′′′−w èìååò òîëüêî ÷åòûðåíåíóëåâûå êîîðäèíàòû: at = 6, ax1
= ay1

= az1 = 5. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóþò èäðóãèå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåðøèí  ðîâíî ÷åòûðüìÿ íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè:
b ñ bt = 8, bu1

= by1
= bz1 = 7; c  ct = 10, cu1

= cx1
= cz1 = 9; d  dt = 12,

du1
= dx1

= dy1
= 11. Âåðøèíû v, a, b, c è d ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî,ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà











1 1 1 1 1
6 0 5 5 5
8 7 0 7 7
10 9 9 0 9
12 11 11 11 0









èìååò ïîëíûé ðàíã. �àññóæäàÿ òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà (a), çàêëþ÷àåì,÷òî âåðøèíû êóáà, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ f = 5353, ëåæàò íà åäèíñòâåííîéãèïåðïëîñêîñòè.Ïîñêîëüêó íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ êîý��èöèåíòîâ ëèíåéíîé �îðìû fðàâåí åäèíèöå, ýòà �îðìà ïðèíèìàåò â öåëûõ òî÷êàõ âñå âîçìîæíûå öåëûå çíà÷å-íèÿ. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî íè â îäíîé èç âåðøèí êóáà ýòà �îðìà íå ðàâ-íà 5352. Ïóñòü âåðøèíà v òàêîâà, ÷òî f(v) = 5352. Ïîñêîëüêó 5352 ≡ 2 (mod 5),
693 ≡ 3 (mod 5), à îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû äåëÿòñÿ íà 5, òî ðàâåíñòâî îñòàòêîâ ïîìîäóëþ 5 âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè vu1

+ . . .+ vu6
= 4. Àíàëîãè÷íî, 5352 ≡ 4 (mod 7),

495 ≡ 5 (mod 7), îòêóäà vx1
+ . . . + vx8

= 5. Àíàëîãè÷íî, 5352 ≡ 6 (mod 9), 385 ≡
≡ 7 (mod 9), îòêóäà vy1

+ . . . + vy10
= 6. Àíàëîãè÷íî, 5352 ≡ 6 (mod 11), 315 ≡

≡ 7 (mod 11), îòêóäà vz1 + . . .+ vz12 = 4. Íî òîãäà ñóììà ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ ñëàãà-åìûõ �îðìû f ðàâíà 693 · 4 + 495 · 5 + 385 · 6 + 315 · 4 > 5352. Ïðîòèâîðå÷èå.Òåïåðü òàê æå, êàê è âûøå, äîêàæåì, ÷òî íè â îäíîé èç âåðøèí êóáà íàøà �îðìàíå ðàâíà 5354. Ïóñòü âåðøèíà v òàêîâà, ÷òî f(v) = 5354.Ïîñêîëüêó 5354 ≡ 4 (mod 5), 693 ≡ 3 (mod 5), òî vu1
+ . . . + vu6

= 3. Àíàëî-ãè÷íî, 5354 ≡ 6 (mod 7), 495 ≡ 5 (mod 7), îòêóäà vx1
+ . . . + vx8

= 4. Àíàëîãè÷-íî, 5354 ≡ 8 (mod 9), 385 ≡ 7 (mod 9), îòêóäà vy1
+ . . . + vy10

= 5. Àíàëîãè÷íî,
5354 ≡ 8 (mod 11), 315 ≡ 7 (mod 11), îòêóäà vz1 + . . . + vz12 = 9. Íî òîãäà ñóììàïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ �îðìû f ðàâíà 693 · 3 + 495 · 4 + 385 · 5 + 315 · 9 >
> 5354. Ïðîòèâîðå÷èå.Òàêèì îáðàçîì, îáå �ñîñåäíèå� ãèïåðïëîñêîñòè íå ñîäåðæàò âåðøèí êóáà, íî ñî-äåðæàò öåëûå òî÷êè. N 117



Çàìå÷àíèå 4. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâàõ îáîèõ óòâåðæäåíèéòåîðåìû 1 îïðåäåëèòåëè ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòðèö ðàâíû çíà÷åíèÿì �îðìû f íàãèïåðïëîñêîñòè H , ò.å. â ïåðâîì ñëó÷àå 2147, à âî âòîðîì 5353.Âîïðîñ. Ìîæíî ëè çàìåíèòü óñëîâèå îäíîçíà÷íîé îïðåäåëèìîñòè ãèïåðïëîñêî-ñòè H óñëîâèåì, ÷òî íà íåé ëåæèò äîñòàòî÷íî ìíîãî âåðøèí êóáà ñ ëèíåéíî íåçà-âèñèìûìè òåíçîðíûìè êâàäðàòàìè (òî÷íåå, òåíçîðíûìè êâàäðàòàìè âåêòîðîâ, ñî-ñòàâëåííûõ èç êîîðäèíàò âåðøèí)?
§ 3. Äîïóñòèìûå ðàñïîëîæåíèÿ âåðøèí êóáà íà ïóñòîé êâàäðèêåÒå î ð åì à 2. Äàíû ïóñòàÿ êâàäðèêà f = 0 â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn è öåëîå÷èñëî w, 2 6 w 6 n − 1. Åñëè âñå âåðøèíû êóáà âåñà 0 è âåñà w ëåæàò íà ýòîéêâàäðèêå, òî è âñå îñòàëüíûå âåðøèíû êóáà ëåæàò íà êâàäðèêå.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà÷àëî êîîðäèíàò ëåæèò íà êâàäðèêå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíî-ãî÷ëåí f èìååò âèä

f(x1, . . . , xn) =
∑

i,j

fijxixj +
∑

i

fixi,ãäå fij = fji ñîñòàâëÿþò ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé �îðìû. Îáîçíà÷èìñóììû D =
∑

i

(fii + fi) è B =
∑

i6=j

fij . Ñóììèðóÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà âåðøèíàõâåñà w, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
(n− 1)!

(n− w)! (w − 1)!
D +

(n− 2)!

(n− w)! (w − 2)!
B = 0,ò.å.

γD +B = 0, (1)ãäå γ =
n− 1

w − 1
> 1. Ïîñêîëüêó êâàäðèêà ïóñòàÿ, çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà f íåîòðèöà-òåëüíû âî âñåõ âåðøèíàõ êóáà. Â ÷àñòíîñòè,

f(1, . . . , 1) = D +B > 0. (2)Èç íåîòðèöàòåëüíîñòè çíà÷åíèé f â âåðøèíàõ âåñà 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðûèíäåêñîâ i 6= j ñóììà
(fii + fi) + (fjj + fj) + (fij + fji) > 0. (3)Èç íåîòðèöàòåëüíîñòè çíà÷åíèé f â âåðøèíàõ âåñà 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî èí-äåêñà i ñóììà fii + fi > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, D > 0. Âû÷èòàÿ (1) èç (2), ïîëó÷àåì

D(1 − γ) > 0, îòêóäà D 6 0. Ñëåäîâàòåëüíî, D = 0 è äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i ñóììà
fii + fi = 0. Òàêæå èç (1) ïîëó÷àåì B = 0. Â ñèëó (3) äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ
i 6= j êîý��èöèåíò ïîëèíîìà fij > 0. Òåïåðü èç B = 0 ïîëó÷àåì fij = 0. Ìíîãî÷ëåí
f =

∑

i

(fiix
2
i +fixi), â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî èíäåêñà fii+fi = 0, ðàâåí íóëþ â êàæäîéâåðøèíå êóáà. NÏðèì å ð. Íà ïóñòîé êâàäðèêå ∑

i>j

xixj = 0 ëåæàò âñå âåðøèíû âåñà 0 èëè 1 èòîëüêî îíè. Íà ïóñòîé êâàäðèêå
n

n
∑

i=1

(xi)
2 −

(

n
∑

i=1

xi

)2

= 0118



ëåæàò âñå âåðøèíû âåñà 0 èëè n è òîëüêî îíè. Ïîýòîìó â òåîðåìå 2 ãðàíèöû äëÿâåñà w óëó÷øèòü íåëüçÿ.Çàìå÷àíèå 5. Òåîðåìà 2 îñòàåòñÿ âåðíîé äëÿ ëþáîãî à��èííîãî îáðàçà êóáà âëþáîé ðàçìåðíîñòè ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïåðåîïðåäåëåíèè âåñà. Ýòîò �àêò ïîçâî-ëÿåò íàéòè íà êâàäðèêå 2k âåðøèí èñõîäíîãî êóáà, åñëè óæå èçâåñòíî k + 1 òà-êèõ âåðøèí, îïðåäåëåííûì îáðàçîì ðàñïîëîæåííûõ íà íåêîòîðîì âëîæåííîì â êóá
k-ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå.Â [9℄ äîêàçàíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, ÷àñòíûé ñëó÷àé êîòîðîãî ïðèâåäåí â [11℄.Ï ð å ä ë îæ å í è å 1. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí îò n ïåðåìåííûõ ñòåïå-íè d íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì k. Åñëè õîòÿ áû îäíà âåðøèíà êóáà íå ëåæèò íàìíîãîîáðàçèè f = 0, òî äîëÿ âåðøèí, ëåæàùèõ íà íåì, íå ïðåâîñõîäèò 1− 2−d.Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñåìü èç âîñüìè âåðøèí òðåõìåðíîãî êóáà ëåæàò íà êâàäðèêå, òîè âîñüìàÿ âåðøèíà ëåæèò íà êâàäðèêå. È ýòî åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà âîçìîæ-íîå ðàñïîëîæåíèå âåðøèí òðåõìåðíîãî êóáà, ëåæàùèõ íà ïðîèçâîëüíûõ êâàäðèêàõ.Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ïóñòûìè êâàäðèêàìè, òî ìîæíî ïîëó÷èòü îãðàíè÷åíèå,â êîòîðîì ó÷àñòâóþò òîëüêî ÷åòûðå âåðøèíû. Íàïðèìåð, åñëè ÷åòûðå âåðøèíûòðåõìåðíîãî êóáà ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 0) è (1, 0, 1) ëåæàò íà ïóñòîéêâàäðèêå, òî è âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ëåæàò íà íåé.
§ 4. ×èñëî ïàð ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ äàííûé íàáîð òî÷åêÏóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. �àññìîòðèì âîïðîñ î ÷èñëå ïàð ïàðàëëåëüíûõãèïåðïëîñêîñòåé â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå kn, òàêèõ ÷òî êàæäàÿ ïàðà ñîäåðæèò íà-ïåðåä �èêñèðîâàííûé íàáîð òî÷åê ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.Ïð å ä ë îæ å í è å 2. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k è ìíîæåñòâà S èç n + 1 òî÷åê â îá-ùåì ïîëîæåíèè â k

n ñóùåñòâóåò ðîâíî 2n−1 ïàð ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé,òàêèõ ÷òî êàæäàÿ ïàðà ñîäåðæèò âñå òî÷êè èç S.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà S íà äâàíåïóñòûõ ìíîæåñòâà I è J ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñ-êîñòåé, íà îäíîé èç êîòîðûõ ëåæàò âåðøèíû èç I, à íà äðóãîé � èç J . Áåç îãðàíè-÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó J .Òîãäà êîý��èöèåíòû ëèíåéíîé �îðìû, çàäàþùåé îáå ãèïåðïëîñêîñòè, äîëæíû óäî-âëåòâîðÿòü íåîäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ãäå ñâîáîäíûå ÷ëåíû ðàâíûíóëþ èëè åäèíèöå â çàâèñèìîñòè îò ðàçáèåíèÿ íà I è J . Ñèñòåìà íåâûðîæäåíà èç-çà íåçàâèñèìîñòè òî÷åê èç S. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè�èêñèðîâàííîì J . ×èñëî ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ J ðàâíî 2n+1 − 2. Ïîñêîëüêóçàìåíà I è J ìåñòàìè íå èçìåíÿåò ïàðó ãèïåðïëîñêîñòåé, òî îáùåå ÷èñëî òàêèõ ïàððàâíî 2n − 1. NÏð å ä ë îæå í è å 3. Ïðè n > 2 â ïðîñòðàíñòâå k
n ñóùåñòâóåò íàáîð èç n + 2òî÷åê, ëåæàùèõ â 3 · 2n−2 − 1 ïàðàõ ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî S èç n + 1 òî÷åê â îáùåì ïîëîæå-íèè. Íà êàêèõ-ëèáî òðåõ òî÷êàõ èç S ïîñòðîèì (ïëîñêèé) ïàðàëëåëîãðàìì. Èñêîìîåìíîæåñòâî òî÷åê � ýòî S è ÷åòâåðòàÿ âåðøèíà ïàðàëëåëîãðàììà. �àçîáüåì ýòî ìíî-æåñòâî íà ïîäìíîæåñòâà I è J , êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2. Ëèíåéíàÿçàâèñèìîñòü âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå:

J ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà. Åñëè J ñîäåðæèò ðîâíî äâåâåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà, òî ýòî âåðøèíû îäíîé ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà. Ïîä-õîäèò 6/8 = 3/4 âñåõ âûáîðîâ I è J , êðîìå ñëó÷àåâ I = ∅ èëè J = ∅. Òàêèì îáðàçîì,âñåãî âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé 3
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(2n−2/2 − 1) = 3 · 2n−1 − 1. Êàæäîå òàêîå ðàçáèåíèåîïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé. N 119
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