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Abstract.We consider generalized register machines over ordered rings
with an auxiliary binary operation. In particular, we consider the ring of
integers, its in�nite Cartesian power, and ultrapowers. The feasibility and
computational complexity of some algorithms are discussed. There is also
given an example of a non-factorial ring, which is elementarily equivalent
to the ring of integers. It is shown that non-deterministic computations
with integers can be implemented as computations over the Cartesian
power of the ring of integers. It is also possible to model calculations
with an oracle using such machines. This provides an algebraic approach
to describing some classes of computational complexity. However, this
model of computation di�ers signi�cantly from alternating machines.
Moreover, various types of non-deterministic machines are considered.

Keywords: generalized register machine, ring, integral domain, integers,
ultrapower, non-deterministic computations, polynomial time, oracle.

1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âîïðîñàì âû÷èñëèìîñòè è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé
íàä ðàçëè÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî
ðàáîò, îäíî òîëüêî ïåðå÷èñëåíèå çàíÿëî áû íåñêîëüêî ñòðàíèö òåêñòà. Ïðè ýòîì
êðóã èññëåäîâàííûõ ïðîáëåì òàêæå îáøèðåí. Èç âñåãî ðàçíîîáðàçèÿ ñâÿçàííûõ
ñ âû÷èñëèìîñòüþ òåì è ïðîáëåì â äàííîé ðàáîòå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå òîëüêî
îòäåëüíûì àñïåêòàì.

Latkin, I.V., Seliverstov, A.V. On computations over ordered rings.
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Âî-ïåðâûõ, â êà÷åñòâå îñíîâíîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé çäåñü èñïîëüçóþòñÿ îáî-
áù¼ííûå ðåãèñòðîâûå ìàøèíû (ÎÐÌ) [1, 2, 3], êðàòêîå îïèñàíèå êîòîðûõ ñî-
äåðæèòñÿ âî âòîðîì ðàçäåëå. Ïîäîáíûå ÎÐÌ çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ êàê ìîù-
íîå ñðåäñòâî äëÿ èçó÷åíèÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé íàä ïðîèçâîëüíûìè àëãåá-
ðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè, â ïåðâóþ î÷åðåäü íàä êîëüöàìè è ïîëÿìè. Âû÷èñ-
ëåíèÿ ÎÐÌ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ïîäîáíû âû÷èñëåíèÿì íà BSS-
ìàøèíå [4, 5], à â ñëó÷àå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ àññîöèàòèâíûõ è êîììóòàòèâ-
íûõ êîëåö ïî÷òè íå îòëè÷àþòñÿ îò ìàøèí íàä ñïèñî÷íîé íàäñòðîéêîé Àøàåâà�
Áåëÿåâà�Ìÿñíèêîâà [6] è S-ìàøèí Õåììåðëèíãà [7]. Èíîãäà ðàññìàòðèâàþò è
òàêèå ìàøèíû, âðåìÿ ðàáîòû êîòîðûõ áåñêîíå÷íî è âûðàæàåòñÿ ñ÷¼òíûì îð-
äèíàëîì [8, 9, 10]. Îäíàêî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàøèíà, ïðîãðàììà êîòîðîé
íàïèñàíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàêîé-òî âñþäó îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèè, íà êàæäîì
âõîäå äåëàåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Âòîðîé ðàçäåë çàâåðøàåòñÿ îïðåäå-
ëåíèåì íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ÎÐÌ è êëàññîâ P, DNPI , DNP è NP.

Âî-âòîðûõ, â òðåòüåì ðàçäåëå èçó÷àåòñÿ âû÷èñëèìîñòü íåêîòîðûõ åñòåñòâåí-
íûõ ôóíêöèé, òàêèõ êàê íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü è íåïîëíîå ÷àñòíîå, íàä
óïîðÿäî÷åííûìè êîëüöàìè â ðàçíûõ ñèãíàòóðàõ ïîñðåäñòâîì îáîáù¼ííûõ ðå-
ãèñòðîâûõ ìàøèí (ÎÐÌ). Âïîëíå îæèäàåìî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ðàçëè÷èå â ñèã-
íàòóðå ðàññìàòðèâàåìîãî êîëüöà ïðîÿâëÿåòñÿ â ðàçëè÷èè îòâåòîâ î âû÷èñëè-
ìîñòè ýòèõ ôóíêöèé. Íî â îòëè÷èå îò âû÷èñëèìûõ íóìåðîâàííûõ ñèñòåì ðàç-
ëè÷èå â âû÷èñëèìîñòè ôóíêöèé ìîæåò âîçíèêàòü óæå ïðè äîáàâëåíèè âñåãî
îäíîãî êîíñòàíòíîãî ñèìâîëà, êîãäà èñïîëüçóþòñÿ ÎÐÌ.

Â ÷åòâ¼ðòîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ îáû÷íîé òüþ-
ðèíãîâîé âû÷èñëèìîñòè íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z ïîñðåäñòâîì ÎÐÌ íàä
äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ ýòîãî êîëüöà. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèìåíåíèå
ÎÐÌ ïîçâîëÿåò óñïåøíî ìîäåëèðîâàòü êàê íåäåòåðìèíèðîâàííûå âû÷èñëåíèÿ,
òàê è âû÷èñëåíèÿ ñ îðàêóëàìè íàä êîëüöîì Z. Âòîðîé èç ýòèõ ôåíîìåíîâ
íåôîðìàëüíî îáúÿñíÿåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî: äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà êîëüöà
â äåêàðòîâîé ñòåïåíè ýòîãî êîëüöà èìååòñÿ ýëåìåíò, ñîäåðæàùèé âñþ èíôîð-
ìàöèþ î äàííîì ïîäìíîæåñòâå, ïîýòîìó ìîæíî âìåñòî îðàêóëà èñïîëüçîâàòü
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ýëåìåíò. Ãîðàçäî èíòåðåñíåå îáúÿñíåíèå äëÿ ïåðâîãî ôå-
íîìåíà: ðàáîòà ÎÐÌ íàä äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ êîëüöà ïðåäñòàâëÿåò ïî ñóòè
ðàáîòó ìíîãîïðîöåññîðíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà íàä ýòèì êîëüöîì, òî
åñòü ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ íàä êîëüöîì ïðåâðàùàþòñÿ â âû÷èñëåíèå íàä
äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ.

Â ïÿòîì ðàçäåëå îáñóæäàåòñÿ ðàçëè÷èå êëàññîâ P, DNPI , DNP èNP ìåæ-
äó ñîáîé ïðè âû÷èñëåíèÿõ íàä íåêîòîðûìè êîëüöàìè è ïîëÿìè.

Èññëåäóåìûå êîëüöà. Ìû ðàññìàòðèâàåì ðàáîòó ÎÐÌ íàä ÷àñòè÷íî óïîðÿ-
äî÷åííûì àññîöèàòèâíûì è êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñî âñïîìîãàòåëüíûìè áè-
íàðíûìè îïåðàöèÿìè âû÷èòàíèÿ è rest: (R; 0,+,−, ·, rest,⩽), ïîñêîëüêó áåç ïî-
äîáíîãî ðàñøèðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè òàêèõ ìàøèí âåñüìà îãðà-
íè÷åíû. Â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë Z äëÿ ëþáîãî x è äëÿ y ⩾ 2 çíà÷åíèåì rest(x, y)
ñëóæèò îñòàòîê îò äåëåíèÿ x íà y èç ìíîæåñòâà {0, . . . , y − 1}, à äëÿ y ⩽ 1
ïîëàãàåì rest(x, y) = 0. Åñòåñòâåííî, ÷òî â äðóãèõ ðàññìàòðèâàåìûõ êîëüöàõ
òîæå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

∃z((x = y · z + rest(x, y)) ∧ (0 ⩽ rest(x, y) < y))
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äëÿ y ⩾ 2, ãäå ïîä äâîéêîé ïîíèìàåòñÿ ñóììà íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ïî óìíî-
æåíèþ ñ ñàìèì ñîáîé, à ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ y ⩾ 2 (â ÷àñòíîñòè, åñëè
ýëåìåíò y íåñðàâíèìûé ñ àíàëîãîì äâîéêè) íå îáÿçàòåëüíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
ðàâåíñòâî rest(x, y) = 0. Òåì íå ìåíåå, ïðè êîððåêòíîì îïðåäåëåíèè ýòîé îïå-
ðàöèè, ðàçóìíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ áîëåå ñëàáîãî ñâîéñòâà: äëÿ ëþáîãî y
âåðíî, ÷òî rest(x, y) ⩾ 0 è ëèáî rest(x, y) < y, ëèáî rest(x, y) íåñðàâíèìûé ñ y.
Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè ïîêîìïîíåíòíîì îïðåäåëåíèè îñòàò-
êà â äåêàðòîâîì èëè ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè êîëåö, â êîòîðûõ ýòà îïåðàöèÿ óæå
îïðåäåëåíà (ñì. ðàçäåë 4 íèæå).

Åñòåñòâåííî òàêæå, ÷òî âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ êîëüöàõ rest(x, y) = 0,
êîãäà ýëåìåíò x äåëèòñÿ íà y, â ÷àñòíîñòè, êîãäà ýëåìåíò y îáðàòèì.

Çàìåòèì, ÷òî ñîáëþäàÿ âñå ôîðìàëüíîñòè, ñëåäîâàëî áû ñëîâî îñòàòîê áðàòü
â êàâû÷êè èëè èñïîëüçîâàòü âìåñòî íåãî êàêîé-íèáóäü äðóãîé òåðìèí, êîãäà
îíî ïðèìåíÿåòñÿ êàê íàçâàíèå ôóíêöèè rest(x, y), ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ ìî-
æåò áûòü äîñòàòî÷íî êîððåêòíî îïðåäåëåíà è äëÿ íå åâêëèäîâûõ êîëåö, êàê
ìû ýòî óâèäèì äàëåå.

Õîòÿ âî âñåõ èññëåäóåìûõ äàëåå êîëüöàõ ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò
ïî óìíîæåíèþ, åäèíèöà íå âêëþ÷åíà â ñèãíàòóðó â ÿâíîì âèäå, íî êîãäà ïî-
òðåáóåòñÿ, îíà áóäåò âêëþ÷àòüñÿ â âû÷èñëåíèÿ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî
âõîäà.

Êàê îáû÷íî, ïðè íàòóðàëüíîì m > 0 è a ∈ R âûðàæåíèå m · a îçíà÷àåò
ñóììó ýëåìåíòà a ñ ñàìèì ñîáîé m ðàç.

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ òàêèì îáîãàùåíèåì êîëüöåâîé ñèã-
íàòóðû, ÷òîáû â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ êîëüöà R ñ êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z ïîëó-
÷àëîñü êîíñåðâàòèâíîå ðàñøèðåíèå òåîðèè Th(Z), òàê êàê îòíîøåíèå ïîðÿäêà
è äåëåíèå ñ îñòàòêîì îïðåäåëÿþòñÿ íàä Z ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íà-
ïðèìåð, íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî ðàâíî ñóììå ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ öåëûõ
÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü ðàâíûå. Êðîìå òîãî, íàì äîñòàòî÷íî îïè-
ñàííîãî âûøå òðèâèàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè rest(x, y) â êîëüöå Z äëÿ
ñëó÷àÿ y < 2 ââèäó òîãî, ÷òî â ïåðâóþ î÷åðåäü íàñ èíòåðåñóåò ìîäåëèðîâàíèå
íåêîòîðûõ àñïåêòîâ îáû÷íîé òüþðèíãîâîé âû÷èñëèìîñòè íà íàòóðàëüíûõ ÷èñ-
ëàõ ñðåäñòâàìè îáîáù¼ííûõ ðåãèñòðîâûõ ìàøèí, â ÷àñòíîñòè, ïàðàëëåëüíûõ
âû÷èñëåíèé � ñì. ðàçäåë 4.

2. Îáîáù¼ííûå ðåãèñòðîâûå ìàøèíû (ÎÐÌ)

Íàïîìíèì âêðàòöå îïèñàíèå ðàáîòû îáîáù¼ííîé ðåãèñòðîâîé ìàøèíû íàä
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé A = (A, f1, f2, . . . ;T1, T2, . . . ; c0, c1, . . .) ñ îñíîâíûì
ìíîæåñòâîì A è çàäàííûìè íà í¼ì îïåðàöèÿìè fi ìåñòíîñòè k(i), ïðåäèêàòà-
ìè Ti ìåñòíîñòè l(i) è âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè cj . Ìàøèíà èìååò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî (ðàáî÷èõ) ðåãèñòðîâ Ri, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòû èç A, è áåñêîíå÷íî
ìíîãî èíäåêñíûõ ðåãèñòðîâ I(n), ñîäåðæàùèõ íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Êîíñòàí-
òû ñîîòâåòñòâóþò îïåðàöèÿì çàïèñè ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà â ðåãèñòð.
Ïðîãðàììû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíå÷íûå ñïèñêè êîìàíä, ÷àñòü èç êîòîðûõ
ìîæåò áûòü ïîìå÷åíà (èëè ïðîíóìåðîâàíà). Âûïîëíÿÿ ýòè êîìàíäû, ìàøèíà
ìîæåò çà îäèí øàã êîïèðîâàòü ýëåìåíò èç ðåãèñòðà RI(s1), èíäåêñèðîâàííî-
ãî ñîäåðæèìûì èíäåêñíîãî ðåãèñòðà I(s1), è ïåðåñëàòü åãî â ðåãèñòð RI(s0):
RI(s0) := RI(s1). Òàêæå ìàøèíà ìîæåò çà îäèí øàã ïðèìåíèòü ëþáóþ îïåðà-
öèþ fj , ïåðå÷èñëåííóþ â ñèãíàòóðå ê ýëåìåíòàì, ñîäåðæàùèìèñÿ â ðåãèñòðàõ
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RI(n1), . . . , RI(nk(j)) è çàïèñàòü ðåçóëüòàò â RI(n0):

RI(n0) := fj(RI(n1), . . . , RI(nk(j))).

Â ñëó÷àå ïðîâåðêè íà èñòèííîñòü ñèãíàòóðíîãî ïðåäèêàòà Tj , ïðèìåí¼ííîãî
ê ýëåìåíòàì, ñîäåðæàùèõñÿ â RI(n1), . . . , RI(nlj

), ìàøèíà ïåðåõîäèò â íîâîå
ñîñòîÿíèå â çàâèñèìîñòè îò åãî èñòèííîñòè, òî÷íåå ê âûïîëíåíèþ êîìàíäû ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì:

m : Tj(RI(n1), . . . , RI(nlj
)) → JUMP(k), JUMP(t),

çäåñü m � íîìåð êîìàíäû, êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà óñëîâíîìó îïåðàòîðó

if Tj(RI(n1), . . . , RI(nlj
)) then goto Lab(k) else goto Lab(t),

òî åñòü â ñëó÷àå èñòèííîñòè ïðåäèêàòà Tj , ïðèìåí¼ííîãî ê ýëåìåíòàì, ñîäåð-
æàùèõñÿ â ðåãèñòðàõ RI(n1), . . . , RI(nlj

), ìàøèíà ïåðåõîäèò ê âûïîëíåíèþ êî-

ìàíäû ñ ìåòêîé (íîìåðîì) k, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èñïîëíÿåò êîìàíäó t.
Íàä èíäåêñíûìè ðåãèñòðàìè âûïîëíÿþòñÿ îáû÷íûå îïåðàöèè ðåãèñòðîâûõ

ìàøèí. Â íà÷àëå ðàáîòû â íóëåâîì èíäåêñíîì ðåãèñòðå çàïèñàíî ÷èñëî ðåãè-
ñòðîâ, çàíÿòûõ âõîäíûìè äàííûìè, à â îñòàëüíûõ èíäåêñíûõ ðåãèñòðàõ çà-
ïèñàíû íóëè. Íåçàíÿòûå âõîäíûìè äàííûìè ðåãèñòðû ñîäåðæàò íåêîòîðûé
ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò îñíîâíîãî ìíîæåñòâà A, äëÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííî-
ãî êîëüöà R òàì åñòåñòâåííî çàïèñàòü íóëè.

Âðåìÿ ðàáîòû ìàøèíû ïîëèíîìèàëüíîå, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí
p(n), ÷òî åñëè âíà÷àëå ðîâíî n ðåãèñòðîâ çàíÿòî âõîäíûìè äàííûìè, òî ïîë-
íîå ÷èñëî øàãîâ, âûïîëíÿåìûõ ìàøèíîé äî îñòàíîâêè, îãðàíè÷åíî çíà÷åíèåì
ìíîãî÷ëåíà p(n). Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè èìååò-
ñÿ ÎÐÌ, ðåøàþùàÿ ýòó çàäà÷ó çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Êëàññ P ñîñòîèò
èç âñåõ ðàñïîçíàâàòåëüíûõ çàäà÷ (èëè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÿçûêîâ), êîòîðûå
ðàçðåøèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îòìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ñëîæíî-
ñòè âû÷èñëåíèÿ ÎÐÌ åñòåñòâåííî â ñëåäóþùåì ñìûñëå: çäåñü íàáîð çíà÷åíèé
àðãóìåíòîâ x1, . . . , xn (ýëåìåíòîâ îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ñèñòåìû A) îòîæäåñòâ-
ëÿåòñÿ ñî ñëîâîì x1 . . . xn â àëôàâèòå A, òàêèì îáðàçîì, n � ýòî ïðîñòî äëèíà
âõîäíîé öåïî÷êè, êîòîðàÿ ðàñïðåäåëåíà ïî n âõîäíûì ðåãèñòðàì.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü íà ðàññìàòðèâàåìûõ ìàøèíàõ íå ó÷èòûâàåò
ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ îòäåëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, êîòîðûå ìîãóò
áûòü íåâû÷èñëèìûìè â îáû÷íîì ñìûñëå. Â ÷àñòíîñòè, êîëüöî R ìîæåò íå
áûòü ñ÷¼òíûì. Îäíàêî çäåñü ó÷èòûâàåòñÿ âðåìÿ íà îïåðàöèè íàä èíäåêñíûìè
ðåãèñòðàìè. Â ñëó÷àå, êîãäà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì êîëüöîì R ñëóæèò ïîëå
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, ýòè ìàøèíû òåñíî ñâÿçàíû ñ BSS-ìàøèíàìè [4].

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ðàáîòó îáîáù¼ííîé ðåãèñòðîâîé ìàøèíû, âû÷èñ-
ëÿþùåé íàä ïðîèçâîëüíûì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì àññîöèàòèâíûì è êîììó-
òàòèâíûì êîëüöîì (R; 0,+,−, ·, rest,⩽) ñî âñïîìîãàòåëüíûìè áèíàðíûìè îïå-
ðàöèÿìè âû÷èòàíèÿ è rest ôóíêöèþ f(x, y) = s · x − yr, åñëè yr − s · x ⩽ 0 è
f(x, y) = 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðè çàäàííûõ íàòóðàëüíûõ êîíñòàíòàõ r ⩾ 1
è s ⩾ 1.

Èòàê, ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû ìàøèíû â ðåãèñòðå R0 çàïèñàí ýëåìåíò x, â
ðåãèñòðå R1 ñîäåðæèòñÿ ýëåìåíò y, â îñòàëüíûõ ðàáî÷èõ ðåãèñòðàõ � ýëåìåíò
0 êîëüöà R; íóëåâîé èíäåêñíûé ðåãèñòð I(0) ñîäåðæèò äâîéêó, îñòàëüíûå èí-
äåêñíûå ðåãèñòðû çàíÿòû íóëÿìè.
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Ïåðâûå äâå êîìàíäû óêàçûâàþò çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ðåãèñòðîâ, õðàíÿùèõ
àðãóìåíòû x è y; à âòîðàÿ ïàðà êîìàíä çàãðóæàåò â èíäåêñíûå ðåãèñòðû I(3)
è I(4) ïàðàìåòðû s è r, ñîîòâåòñòâåííî:

I(1) := 0, I(2) := 1,

I(3) := s, I(4) := r,

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàáîòå ñ èíäåêñíûìè ðåãèñòðàìè âìåñòî îïåðàòîðà ïðèñâà-
èâàíèÿ := ÷àñòî èñïîëüçóþò êîìàíäû ñ îïåðàòîðàìè LOAD è STORE.

Äàëåå ðåçåðâèðóþòñÿ íîìåðà ðåãèñòðîâ, â êîòîðûõ áóäóò õðàíèòüñÿ ðåçóëü-
òàòû ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé, à èìåííî, çíà÷åíèÿ s · x, yr è s · x− yr:

I(5) := 2, I(6) := 3, I(7) := 4

Ñëåäóþùàÿ ñåðèÿ êîìàíä âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ s · x, èñïîëüçóÿ ðå-
ãèñòð ñ èíäåêñîì 2, õðàíÿùèìñÿ â I(5):

RI(5) := RI(1) %ïîñêîëüêó â I(1) õðàíèòñÿ 0,

ýòà êîìàíäà çàãðóæàåò â ðåãèñòð ñ íîìåðîì 2,

(ò. å. â RI(5)) çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x,

õðàíÿùåéñÿ â ðåãèñòðå RI(1) = R0

1 : SUB(3, 1) % óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó

çíà÷åíèå èíäåêñà èç I(3)

JZERO(3 → 2) %åñëè çíà÷åíèå èíäåêñà èç I(3)ðàâíî 0,

òî ìàøèíà ïåðåõîäèò ê âûïîëíåíèþ êîìàíäû

ñ ìåòêîé 2 (ñì. íèæå), à åñëè íåò,

òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîìàíäà

RI(5) := RI(5) +RI(1)

JUMP(1)

Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ yr, èñïîëüçóÿ ðåãèñòð ñ èíäåêñîì 3,
õðàíÿùèìñÿ â I(6):

2 : RI(6) := RI(2) %òàê êàê â I(2) õðàíèòñÿ 1,

ýòà êîìàíäà çàãðóæàåò â ðåãèñòð ñ íîìåðîì 3,

(ò. å. â RI(6)) çíà÷åíèå ïåðåìåííîé y,

õðàíÿùåéñÿ â ðåãèñòðå RI(2) = R1

3 : SUB(4, 1) % óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó

çíà÷åíèå èíäåêñà èç I(4)

JZERO(4 → 4) %åñëè çíà÷åíèå èíäåêñà èç I(4)ðàâíî 0,

òî ìàøèíà ïåðåõîäèò ê âûïîëíåíèþ êîìàíäû

ñ ìåòêîé 4 (ñì. íèæå), à åñëè íåò,

òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîìàíäà

RI(6) := RI(6) ·RI(2)

JUMP(3)

Íàïîìíèì, ÷òî âî âñåõ ðåãèñòðàõ, ñ íîìåðàìè áîëüøèìè 4 (ò. å. íà÷èíàÿ ñ R5)
ïåðâîíà÷àëüíî áûëè çàãðóæåíû íóëåâûå ýëåìåíòû êîëüöà R, íî ïîêà íè îäèí
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èíäåêñíûé ðåãèñòð íå ñîäåðæèò ÷èñåë áîëüøèõ 4, è ïîýòîìó ó íàñ íåò ïîêà
âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü ýòè ðåãèñòðû. Âîñïîëíèì ýòîò ïðîáåë:

4 : I(8) := 5

Çàêàí÷èâàåòñÿ ðàáîòà ìàøèíû âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ yr − s · x,
ñðàâíåíèåì åãî ñ íóë¼ì (ò. å. ñ RI(8) = R5) è îñòàíîâêîé:

RI(7) := RI(6) −RI(5)

RI(7) ⩽ RI(8) → JUMP(6), JUMP(5)

5 : HALT(7)

6 : HALT(8),

ãäå êîìàíäû âèäà HALT(k) ïîâåëåâàþò ìàøèíå îñòàíîâèòüñÿ è ñîîáùàþò òî,
÷òî ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé õðàíèòñÿ â ðåãèñòðå RI(k).

Âðåìÿ ðàáîòû îïèñàííîé ìàøèíû îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé îò ÷è-
ñåë r è s, êîòîðûå ñëóæàò âíóòðåííèìè ïàðàìåòðàìè ïðîãðàììû, à íå ÷àñòüþ
âõîäíûõ äàííûõ.

Çàìå÷àíèå 1. Âñëåä çà [1] ìû íå äîïóñêàåì äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ÎÐÌ
êîìàíä âèäà RI(k) := a, ãäå a � îòëè÷íûé îò ñèãíàòóðíîé êîíñòàíòû ýëåìåíò
îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ñèñòåìû, íàä êîòîðîé ïðîèçâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî åñëè äàæå êîëüöî Z âêëàäûâàåòñÿ â R è ZR � åãî îáðàç, òî ïðè
íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà R è íà âõîäíûå äàííûå x1, . . . , xn, â ðåãèñòðàõ ìàøèíû
íåëüçÿ ïîëó÷èòü íåêîòîðûå (èëè äàæå íèêàêèå) ýëåìåíòû èç ZR îòëè÷íûå îò
êîíñòàíò, ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè íå áûëè çàäàíû èçíà÷àëüíî. Ïðèìåð òàêîãî
ñîðòà êîëüöà è ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn ïðèâåä¼í â ïåðâûõ äâóõ àáçàöàõ äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 2 íèæå.

Íî â òîæå âðåìÿ â èíäåêñíûõ ðåãèñòðàõ ìîãóò ïðåêðàñíî âû÷èñëÿòüñÿ ëþ-
áûå ðåêóðñèâíûå (âû÷èñëèìûå) ôóíêöèè îò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàê êàê â
íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ ôóíêöèè ADD(k, a), SUB(k, a) è MULT(k, a),
ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü, ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è
óìíîæåíèÿ ñîäåðæèìîãî èíäåêñíîãî ðåãèñòðà I(k) ñ ÷èñëîì a, à òàêæå ôóíê-
öèÿ DIV(k, a), âû÷èñëÿþùàÿ öåëóþ ÷àñòü îò äåëåíèÿ íà a ñîäåðæèìîãî èíäåêñ-
íîãî ðåãèñòðà I(k). Çíà÷èò, ìîæíî íàõîäèòü çíà÷åíèÿ è ëþáûõ âû÷èñëèìûõ
ôóíêöèé íàä êîëüöîì Z, ïðåäñòàâëÿÿ öåëûå ÷èñëà â âèäå ôîðìàëüíîé ðàçíî-
ñòè äâóõ íàòóðàëüíûõ. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ýòîãî íóæíî ðàñøèðèòü ñïèñîê êîìàíä
îáîáù¼ííûõ ðåãèñòðîâûõ ìàøèí êîìàíäàìè âèäà HALT(I(k)), êîòîðûå îçíà-
÷àþò, ÷òî ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ñîäåðæèòñÿ â èíäåêñíîì ðåãèñòðå I(k), è ó
íàñ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü åãî ïðî÷èòàòü. Îäíàêî ïðè ýòîì âñ¼ ðàâíî îñòà¼òñÿ
ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò ëè ýëåìåíò, ñîäåðæàùèéñÿ â äàííîì ðå-
ãèñòðå RI(n), àíàëîã íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, õðàíÿùåãîñÿ â íåêîòîðîì èíäåêñíîì
ðåãèñòðå I(k) (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëüöî Z âêëàäûâàåòñÿ â R, íî åãî ïîäìíî-
æåñòâîì íå ÿâëÿåòñÿ). Â ðàçäåëå 4 ìû óâèäèì, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå äîïîëíè-
òåëüíîãî âõîäà ìàøèíû ðàçðåøèòü çàäàâàòü êîíñòàíòó 1 èëè îíà ïðèñóòñòâóåò
â ñèãíàòóðå, òî ýòà ïðîáëåìà áëàãîïîëó÷íî ðàçðåøèìà, è â ýòîì ñëó÷àå ÎÐÌ
ìîãóò âû÷èñëÿòü ëþáûå ðåêóðñèâíûå (ò. å. âû÷èñëèìûå â îáû÷íîì ñìûñëå)
ôóíêöèè âíóòðè ïîäêîëüöà ZR, è â òîì ÷èñëå, ðàñêëàäûâàòü ýëåìåíòû èç ZR
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.
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Íåäåòåðìèíèðîâàííûå ÎÐÌ. Â îòëè÷èå îò ìàøèí Òüþðèíãà îáîáùåííûå
ðåãèñòðîâûå ìàøèíû ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü íåñêîëüêî ðàçíûõ êëàññîâ íåäå-
òåðìèíèðîâàííûõ ìàøèí. Ïåðâûé èç ýòèõ êëàññîâ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â ïðîãðàì-
ìå ÎÐÌ ñîäåðæàòñÿ êîìàíäû âèäà

→ JUMP(k1), . . . , JUMP(kt),

êîòîðûå ïîçâîëÿþò ìàøèíå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïåðåéòè ê âûïîëíåíèþ îä-
íîé èç êîìàíä ñ íîìåðîì, ñîäåðæàùåìñÿ â ñïèñêå k1, . . . , kt. Ýòîãî æå ýôôåêòà
ìîæíî äîñòè÷ü, åñëè ïîçâîëèòü ìàøèíå íà êàæäîì íåäåòåðìèíèðîâàííîì øàãå
çàïèñûâàòü â èíäåêñíûé ðåãèñòð îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé � ëèáî íóëü, ëèáî åäè-
íèöó, ââèäó íàëè÷èÿ êîìàíä JZERO(k → m), îïèñàííûõ â ïðèìåðå 1. Íàçîâ¼ì
òàêèå ìàøèíû èíäåêñíî-íåäåòåðìèíèðîâàííûìè ÎÐÌ.

Êîãäà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ íîñèòåëåì A, íàä êîòîðîé ïðîèçâîäÿòñÿ âû-
÷èñëåíèÿ, ñîäåðæèò ýëåìåíòû 0 è 1, ìîæíî ïîçâîëèòü ìàøèíå íà íåêîòîðûõ
øàãàõ ðàáîòû íåäåòåðìèðîâàííî çàïèñûâàòü ëþáîé èç ýòèõ ýëåìåíòîâ òàêæå è
â ðàáî÷èå ðåãèñòðû. Â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ íåäåòåðìèíèðîâàííî ïîëó÷àåìàÿ èí-
ôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü çàêîäèðîâàíà êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç íóëåé
è åäèíèö. Ïîýòîìó íàçîâ¼ì òàêèå ìàøèíû áèíàðíî-íåäåòåðìèíèðîâàííûìè
ÎÐÌ.

Ñêàæåì, ÷òî íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ÎÐÌ äîïóñêàåò äàííûé ÿçûê L ⊆ A∗ çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí p(n), ÷òî äëÿ âñÿêîé
öåïî÷êè x1 . . . xn èç L, çàïîëíèâ âíà÷àëå ðîâíî n ðåãèñòðîâ ìàøèíû âõîäíûìè
äàííûìè x1, . . . , xn, ìîæíî íàéòè òàêóþ âåòâü âû÷èñëåíèé, ïðè êîòîðîé ïîëíîå
÷èñëî øàãîâ, âûïîëíÿåìûõ ìàøèíîé äî îñòàíîâêè â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè,
îãðàíè÷åíî çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà p(n); à åñëè x1 . . . xn /∈ L, òî òàêîé âåòâè
âû÷èñëåíèé íå ñóùåñòâóåò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçDNP êëàññ ìíîæåñòâ, äîïóñêàåìûõ áèíàðíî-íåäåòåðìèíè-
ðîâàííûìè ÎÐÌ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, à ÷åðåç DNPI � åãî ïîäêëàññ,
êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ïðèìåíåíèåì òîëüêî èíäåêñíî-
íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ìàøèí. Â ïÿòîì ðàçäåëå ìû óâèäèì, ÷òî ýòè êëàññû
ðàçëè÷íû äëÿ íåêîòîðûõ êîëåö.

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî P ̸= DNP èçâåñòíî äëÿ òàê íàçûâàåìûõ ëèíåé-
íûõ ìàøèí íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ, óìíîæå-
íèÿ íà âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû è ïðîâåðêîé ðàâåíñòâà [11, 12, 13]. Òàêæå ýòî
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï [14], áåñêîíå÷íûõ
áóëåâûõ àëãåáð [15], (ïðè ëþáîì n ⩾ 2) äëÿ êîëüöà âåùåñòâåííûõ n × n ìàò-
ðèö [16] è ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ äîïîëíèòåëüíûì ïðåäèêàòîì äëÿ öåëûõ
÷èñåë [17]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàâåíñòâî P = DNP äîñòèãàåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ
ñòðóêòóð [7, 18].

Åù¼ îäèí òèï íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ÎÐÌ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè íà íåäåòåðìè-
íèðîâàííûõ øàãàõ ðàçðåøèòü çàïèñü â ðåãèñòðû ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, íàä êîòîðîé îïðåäåëåíà ìàøèíà. ÎÐÌ ýòîãî òèïà áó-
äåì íàçûâàòü íåäåòåðìèíèðîâàííûìè îáùåãî âèäà. Êëàññ NP ñîñòîèò èç âñåõ
ÿçûêîâ (ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ), äîïóñêàåìûõ íåäåòåðìèíèðî-
âàííûìè ÎÐÌ îáùåãî âèäà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Î÷åâèäíû âêëþ÷åíèÿ P ⊆ DNPI ⊆ DNP ⊆ NP. Â ïÿòîì ðàçäåëå ìû âåð-
í¼ìñÿ ê îáñóæäåíèþ, êàêèå èç ýòèõ âêëþ÷åíèé ñîáñòâåííûå äëÿ êîëüöà Z, åãî
äåêàðòîâîé ñòåïåíè è óëüòðàñòåïåíè, à òàêæå äëÿ ïîëåé ðàöèîíàëüíûõ, âåùå-
ñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
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3. Âû÷èñëåíèÿ íàä óëüòðàñòåïåíüþ êîëüöà Z

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ. Ôèê-
ñèðóåì íåêîòîðûé óëüòðàôèëüòð D, ðàñøèðÿþùèé ôèëüòð êîêîíå÷íûõ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ω. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ëèáî îíî ñàìî, ëèáî åãî äîïîëíåíèå ïðèíàäëåæèò óëüòðà-
ôèëüòðó D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U óëüòðàñòåïåíü ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî êîëüöà
öåëûõ ÷èñåë Z íàä óëüòðàôèëüòðîì D. Ýòî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå êîëüöî ÿâ-
ëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè. Áîëåå òîãî, â í¼ì êîððåêòíî îïðåäåëåí íàèáîëü-
øèé îáùèé äåëèòåëü GCD, ïîñêîëüêó êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z è åãî óëüòðàñòå-
ïåíü U =

∏
D Z ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû [19]. Îäíàêî U îáëàäàåò íåîáû÷-

íûìè ñâîéñòâàìè, íåâûðàçèìûìè â ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà òåîðèè ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûõ êîëåö.

3.1. Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà óëüòðàñòåïåíè U . Ýëåìåíòàìè êîëüöà U
ñëóæàò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öåëûõ ÷è-
ñåë a = (a0, a1, . . . ). Äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ñîâïàäà-
þò íà ìíîæåñòâå èíäåêñîâ, ïðèíàäëåæàùåì óëüòðàôèëüòðó D. Â ÷àñòíîñòè,
ýêâèâàëåíòíû ëþáûå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü â êîíå÷íîì
÷èñëå ïîçèöèé. Îïåðàöèè è îòíîøåíèå ïîðÿäêà â êîëüöå U îïðåäåëÿþòñÿ ïî-
êîìïîíåíòíî. Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z âëîæåíî â êîëüöî U , ÷èñëó a ñîîòâåòñòâóåò
êëàññ ïîñòîÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = (a, a, . . . ). Êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ñîäåðæàùàÿ íóëåâûå ýëåìåíòû, ëèáî ýêâèâàëåíòíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èç îäíèõ íóëåé 0 = (0, 0, . . . ), ëèáî ýêâèâàëåíòíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êî-
òîðîé íåò íè îäíîãî íóëÿ. Ïîýòîìó êîëüöî U íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ. Â
êîëüöå U ðîâíî äâà îáðàòèìûõ ýëåìåíòà, à èìåííî, êëàññû êàæäîé èç äâóõ
ïîñòîÿííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 1 = (1, 1, . . . ) è −1 = (−1,−1, . . . ). Êëàññ ýê-
âèâàëåíòíîñòè ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùåé èç ÷èñåë 1 è −1, ñëóæèò
ïðåäñòàâèòåëåì îáðàòèìîãî ýëåìåíòà, íî êàæäàÿ èç íèõ ýêâèâàëåíòíà ëèáî
1, ëèáî −1, ïîñêîëüêó óëüòðàôèëüòðó ïðèíàäëåæèò ëèáî ìíîæåñòâî èíäåêñîâ
åäèíèö, ëèáî ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ìèíóñ åäèíèö.

Òåîðåìà 1. Îáëàñòü öåëîñòíîñòè U =
∏

D Z íå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì
êîëüöîì, õîòÿ â í¼ì ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ëþáûõ äâóõ
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ a è b, à òàêæå íåïîëíîå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ýëåìåíòà
a íà b ⩾ 1, òî åñòü òàêîé ýëåìåíò q, ÷òî a = b · q+ rest(a,b)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ýëåìåíòîâ cm, k-ÿ êîîðäèíàòà êîòîðûõ ðàâíà öåëîé ÷àñòè (k−m)-é ñòåïå-
íè ÷èñëà äâà ⌊2k−m⌋, ñëóæèò íåíóëåâûì è íåîáðàòèìûì ýëåìåíòîì êîëüöà U ,
êîòîðûé äåëèòñÿ íà ýëåìåíò 2 = (2, 2, . . . ) áåç îñòàòêà, òàê êàê â êàæäîé òà-
êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñå êîîðäèíàòû ÷¼òíûå. Êàæäûé êëàññ, ñîäåðæàùèé
êàêîé-òî ýëåìåíò cm, íå ðàçëàãàåòñÿ â êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ
ýëåìåíòîâ êîëüöà U . Ñëåäîâàòåëüíî, êîëüöî U íåôàêòîðèàëüíîå.

Ñóùåñòâîâàíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ è íåïîëíîãî ÷àñòíîãî äâóõ
ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû, âûòåêàåò èç óæå îòìå÷åí-
íîé [19] ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè êîëåö Z è U . Îäíàêî ìîæíî äàòü è
ÿâíîå îïèñàíèå ýòèõ îáúåêòîâ, à èìåííî, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü GCD
äâóõ ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâèòåëÿìè êîòîðûõ ñëóæàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a =
(a0, a1, . . . ) è b = (b0, b1, . . . ), ðàâåí êëàññó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàèáîëüøèõ îá-
ùèõ äåëèòåëåé GCD(a,b) = (GCD(a0, b0),GCD(a1, b1), . . . ). È åñëè âñå bi ⩾ 1,
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òî íåïîëíîå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ýëåìåíòà a íà b ðàâíî

((a0 − rest(a0, b0))/b0, (a1 − rest(a1, b1))/b1, . . . ).

□

Ñëåäñòâèå 1. Óïîðÿäî÷åííîå êîëüöî U íå ÿâëÿåòñÿ íè àðõèìåäîâûì, íè
ïëîòíûì, íè åâêëèäîâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñòðîåííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
ýëåìåíò c0 íå ìîæåò ñòàòü ìåíüøå íèêàêîé êîíå÷íîé ñóììû âèäà 2t + · · ·+ 2t.
Â òî æå âðåìÿ, äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà a èç U ìåæäó íèì è a + 1 íåò íèêàêèõ
ýëåìåíòîâ, ÷òî ñëåäóåò èç ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè êîëåö Z è U .

Êàê èçâåñòíî, ëþáîå åâêëèäîâî êîëüöî � ôàêòîðèàëüíîå, à êîëüöî U � íå
òàêîå, ñëåäîâàòåëüíî, îíî íååâêëèäîâî. □

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â îáëàñòè öåëîñòíîñòè U îïåðàöèÿ rest(, ) âåä¼ò ñåáÿ âî
ìíîãîì îäèíàêîâî ñ îïåðàöèåé âû÷èñëåíèÿ îñòàòêà â öåëûõ ÷èñëàõ, ïîýòîìó
ìîæíî íàçûâàòü U ñëàáî åâêëèäîâûì êîëüöîì.

3.2. Àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîéñòâà óëüòðàñòåïåíè U .

Òåîðåìà 2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü è íåïîëíîå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ
îäíîãî ýëåìåíòà íà äðóãîé íåâû÷èñëèìû íàä êîëüöîì (U ; 0,+,−, ·, rest,⩽) ïî-
ñðåäñòâîì îáîáù¼ííûõ ðåãèñòðîâûõ ìàøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòû c = (2, 22, . . . , 2k, . . .) è 1 = (1, 1, . . . )
ðàâíû ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ ýëåìåíòà a = (2 · 3, 22 · 32, . . . , 2k · 3k, . . .) íà ýëåìåíò
e = (3, 32, . . . , 3k, . . .) è íà ñàì a, ñîîòâåòñòâåííî.

Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó øàãîâ íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Åñëè íà âõîä îáîáù¼ííîé ðåãèñòðîâîé ìàøèíû ïîäàíû ýëåìåíòû a è e, è íà
êàêîì-òî øàãå å¼ ðàáîòû â îäíîì èç ðåãèñòðîâ ïîÿâèëñÿ êàêîé-òî ýëåìåíò,
òî ýòîò ýëåìåíò îáÿçàòåëüíî äåëèòñÿ è íà 3 = (3, 3, 3, . . .). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò
ýëåìåíò íå ìîæåò áûòü ðàâåí íè c, íè 1, íè âîîáùå êàêîìó-ëèáî àíàëîãó öåëîãî
÷èñëà, íå êðàòíîãî 3 � èìåííî ýòîò ýôôåêò èìåëñÿ â âèäó â çàìå÷àíèè 1, êîãäà
ãîâîðèëîñü î íåâîçìîæíîñòè âû÷èñëÿòü öåëûå ÷èñëà ïîñðåäñòâîì îáîáù¼ííûõ
ðåãèñòðîâûõ ìàøèí.

Ïðåæäå ÷åì ðàçîáðàòüñÿ ñ âû÷èñëèìîñòüþ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ,
óñòàíîâèì ñëåäóþùåå.

Ëåììà 1. Ïóñòü íà âõîä îáîáù¼ííîé ðåãèñòðîâîé ìàøèíå ïîäàþòñÿ ýëåìåí-
òû x = (x0, x1, . . .) è y = (y0, y1, . . .). Òîãäà åñëè íà êàêîì-òî øàãå âû÷èñëåíèé
â îäíîì èç ðåãèñòðîâ ïîÿâèëñÿ (èëè èçìåíèëñÿ) ýëåìåíò z, òî ëþáàÿ åãî k-
ÿ êîìïîíåíòà ïðåäñòàâèìà êàê ìíîãî÷ëåí îò ñòåïåíåé ÷èñåë xk è yk, åñëè
îïåðèðîâàòü ñ xk è yk êàê áóäòî ýòî íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, à íå ÷èñëà,
âèäà

zk =
∑
t

lt(k) · xt
k +

∑
s

ns(k) · ysk +
∑
i,j

mi,j(k) · xi
k · yjk.(1)

Â êàæäîé èç ýòèõ òð¼õ ñóìì ÷èñëî ñëàãàåìûõ êîíå÷íî è íå çàâèñèò îò k,
õîòÿ ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðûõ k ÷àñòü èç êîýôôèöèåíòîâ lt(k), ns(k), è
mi,j(k) ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ, à ïðè äðóãèõ k íåò; íàïðèìåð, ìîæåò áûòü,
÷òî âî âòîðóþ ñóììó âõîäÿò ëèøü ÷åòûðå ñëàãàåìûõ ïðè s = 2, 3, 6, 7 è
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n2(5) = n2(6) = . . . = n2(15) = n7(20) = n7(51) = 0, íî ïðè âñåõ äðóãèõ k íè
n2(k), íè n7(k) íå ðàâíû íóëþ, òî÷íî òàêæå êàê n3(k) è n6(k) ïðè âñåõ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó øàãîâ âû÷èñëåíèÿ. Ïåðåä íà÷àëîì
âû÷èñëåíèé ïîñëå íóëåâîãî øàãà â ðåãèñòðàõ èìååòñÿ âñåãî äâà ýëåìåíòà x è y,
èìåþùèå íóæíûé âèä.

Ïóñòü ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ âû÷èñëåíèÿ â ðåãèñòðàõ ìàøèíû çàïèñàíû
íåêîòîðûå ýëåìåíòû, ó êîòîðûõ êàæäàÿ êîìïîíåíòà èìååò âèä (1). Ïîíÿòíî,
÷òî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ, ïðèìåí¼ííûå ê ëþáîé ïàðå
ýòèõ ýëåìåíòîâ, äàþò (ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ) ýëåìåíò ñ êîìïî-
íåíòàìè, èìåþùèìè òîò æå âèä. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â êàæäîé èç
òð¼õ ñóìì â k-é êîìïîíåíòå ðåçóëüòàòà íå ïðåâîñõîäèò ñóììû êîëè÷åñòâ ñëà-
ãàåìûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóììàõ k-õ êîìïîíåíò îïåðàíäîâ ïðè ñëîæåíèè è
âû÷èòàíèè. Ïðè óìíîæåíèè êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ïåðâûõ äâóõ ñóììàõ ó k-é
êîìïîíåíòû ðåçóëüòàòà � íå áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ êîëè÷åñòâ ñëàãàåìûõ â ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñóììàõ k-õ êîìïîíåíò îïåðàíäîâ, à ÷èñëî ñëàãàåìûõ â òðåòüåé
ñóììå k-é êîìïîíåíòû ðåçóëüòàòà íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà T1 · S2 + T2 · S1 + T1 ·
J2 + J1 · T2 + J1 · J2, ãäå Ti,Si è Ji (i = 1, 2) � êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ â ïåðâîé,
âòîðîé è òðåòüåé ñóììå, ñîîòâåòñòâåííî, ó k-õ êîìïîíåíò äâóõ ñîìíîæèòåëåé.

Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå îñòàòêà äâóõ ýëåìåíòîâ ẑ = (ẑ0, ẑ1, . . .) è
z̃ = (z̃0, z̃1, . . .), ó êîòîðûõ k-å êîìïîíåíòû èìåþò âèä (1). Ïîñêîëüêó âñå îïå-
ðàöèè ïðîèçâîäÿòñÿ ïî-êîìïîíåíòíî, òî ëþáàÿ k-ÿ êîìïîíåíòà ó rest(ẑ, z̃) ëèáî
ðàâíà íóëþ, ëèáî èìååò âèä ẑk − qk · z̃k äëÿ ïîäõîäÿùåãî ÷èñëà qk, êîòîðîå,
âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò k. Îïÿòü, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ
÷ëåíîâ â ẑk − qk · z̃k ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå âèäà (1). Îòìåòèì, ÷òî òîëüêî
ïðè âû÷èñëåíèè îñòàòêà ìîãóò ïîÿâèòüñÿ êîýôôèöèåíòû lt(k), ns(k) è mi,j(k),
ðåàëüíî çàâèñÿùèå îò k. □

Âåðí¼ìñÿ ê âîïðîñó î òîì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëèòü íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü d äâóõ ýëåìåíòîâ x è y êàêîãî-ëèáî êîëüöà. Ïîñêîëüêó ýòîò
d � äåëèòåëü îáîèõ äàííûõ ýëåìåíòîâ, òî ìîæíî ïîïðîáîâàòü ñîáðàòü åãî èç
áîëåå ìåëêèõ ÷àñòåé ýëåìåíòîâ x è y, ñíà÷àëà âûäåëèâ èõ îäèíàêîâûå ¾ïðî-
ñòåéøèå¿ (ìîæåò áûòü è ðàçëîæèìûå) ñîìíîæèòåëè, à çàòåì ïåðåìíîæàÿ ýòè
ñîìíîæèòåëè. Íî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 è ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ìû óâè-
äåëè, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî íàéòè òàêèå ¾ïðîñòåéøèå¿ ìíîæèòåëè
äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ñóùåñòâóþò.

Ìîæíî òàêæå ïîïðîáîâàòü èñêàòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d, ïîñòå-
ïåííî óìåíüøàÿ ýëåìåíòû x è y. Íàäåæäà íà ýòî åñòü, ïîñêîëüêó â U èìååòñÿ
îïåðàöèÿ rest(, ), êîòîðàÿ âåä¼ò ñåáÿ âî ìíîãîì îäèíàêîâî ñ îïåðàöèåé âû÷èñëå-
íèÿ îñòàòêà â öåëûõ ÷èñëàõ, è ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ìîäåðíèçèðîâàòü èçâåñòíûé
àëãîðèòì Åâêëèäà, õîòÿ óëüòðàñòåïåíü U è íå åâêëèäîâî êîëüöî.

Èìåþòñÿ òàêæå è êîìáèíèðîâàííûå ìåòîäû, ñî÷åòàþùèå îáà ýòèõ ñïîñîáà,
îíè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Åâêëèäà íàä êîëüöîì öå-
ëûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ öåëûõ
÷èñåë x è y ïðè x > y èõ ïðåäâàðèòåëüíî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå x = x1 · 2s + x2

è y = y1 · 2s + y2, ãäå x2 < 2s, y2 < 2s è x1 ⩽ (y1)
2 � ñì., íàïðèìåð, ïîäðàçäåë

8.10 â [20]. Íî ÷òîáû ïðèìåíèòü ýòîò ìîäåðíèçèðîâàííûé ìåòîä â êîëüöå U ,
íóæíî ñíà÷àëà ïîëó÷èòü ýëåìåíò âèäà 2s, èìåÿ â ðåãèñòðàõ ëèøü äâà ïðîèç-
âîëüíûõ ýëåìåíòà x è y. Îäíàêî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû
ìû óáåäèëèñü, ÷òî îáîáù¼ííàÿ ðåãèñòðîâàÿ ìàøèíà íàä êîëüöîì U íå ìîæåò
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ïîëó÷èòü â îáùåì ñëó÷àå èç ýëåìåíòîâ x è y íè ýëåìåíò 1, íè ýëåìåíòû âèäà
2s, íè ìíîãèå äðóãèå öåëûå ÷èñëà.

Èòàê, êîìáèíèðîâàííûå ñïîñîáû è ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè íåïðèìåíèìû
íàä óëüòðàñòåïåíüþ U , ïîñêîëüêó îíà � íåôàêòîðèàëüíîå êîëüöî. Êðîìå òîãî,
êàê ìû âèäåëè â óæå äîêàçàííîé ÷àñòè òåîðåìû, ÷òî åñëè äàæå ó ýëåìåíòà
ýòîãî êîëüöà èìåþòñÿ ïðîñòûå (â îáû÷íîì ñìûñëå) äåëèòåëè, òî íåò àëãîðèòìà
äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ, íàïðèìåð, íåëüçÿ âû÷èñëèòü ýëåìåíò 2 = (2, 2, 2, . . . ), èìåÿ
ëèøü ýëåìåíò a èç äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ÷àñòè.

Ïîéì¼ì òåïåðü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå àëãîðèòì Åâêëèäà â óëüòðàñòåïåíè U
íå ñðàáàòûâàåò. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïàðó ýëåìåíòîâ a = (2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .)
è b = (1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .), ãäå ak+2 = ak+1 + ak è bk+2 = bk+1 + bk. Êîìïî-
íåíòû ýòèõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâà óñå÷¼ííûõ ðÿäà ÷èñåë Ôèáîíà÷-
÷è, ñäâèíóòûõ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà îäíó ïîçèöèþ, ò. å. ak+2 = bk+3 =
bk+2 + bk+1 = bk+2 · 1 + ak è bk+2 = ak+1 = ak + ak−1 = ak · 1 + bk.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì Åâêëèäà äà¼ò äëÿ ýòîé ïàðû
ýëåìåíòîâ a è b ñëåäóþùèå îñòàòêè: r1 = rest(a,b) = (0, 1, 2, 3, 5, 8, 13 . . .), r2 =
rest(b, r1) = (0, 0, 1, 2, 3, 5, 8, 13 . . .), r3 = rest(r1, r2) = (0, 0, 0, 1, 2, 3, 5, 8, . . .) è
ò. ä. Êàæäûé èç ýòèõ îñòàòêîâ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ñäâèãîì íà îäíó
ïîçèöèþ âïðàâî è äîïèñûâàíèåì íóëÿ â îñâîáîäèâøåéñÿ êðàéíåé ëåâîé êîì-
ïîíåíòå. Òàêèì îáðàçîì, çà êîíå÷íîå ÷èñëî äåëåíèé íóëåâîé îñòàòîê ïîëó÷èòü
íå âîçìîæíî, è âäîáàâîê ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì k âûïîëíåíî

GCD(ak+2, bk+2) = GCD(ak+1, bk+1) = · · · = GCD(3, 2) = GCD(2, 1) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, GCD(a,b) = 1.
Ïîäîéä¼ì òåïåðü ê çàäà÷å ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â íåâîçìîæ-

íîñòè îáîéòèñü áåç êàêîé-íèáóäü ðàçíîâèäíîñòè àëãîðèòìà Åâêëèäà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýëåìåíòîâ x è y � ýëåìåíò d =
(d0, d1, . . .) íàéäåí, è äëÿ âñåõ k âûïîëíåíî xk > yk ⩾ 1, à çíà÷èò è dk ⩾ 1.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïîäõîäÿùèõ öåëûõ ÷èñåë u(k) è v(k) âåðíî ðàâåí-
ñòâî u(k) · xk + v(k) · yk = dk. Ýòè ìíîæèòåëè Áåçó u(k) è v(k) íàõîäÿò-
ñÿ íåîäíîçíà÷íî, à èìåííî, îíè âñå èìåþò âèä u(k) = u0(k) + s(k) · (yk/dk),
v(k) = v0(k)−s(k)·(xk/dk), ïðè ïðîèçâîëüíûõ s(k) ∈ Z è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿå-
ìûõ îñíîâíûõ (áàçîâûõ) ìíîæèòåëÿõ Áåçó u0(k) è v0(k) òàêèõ, ÷òî |u0(k)| < yk,
à |v0(k)| < xk. Ýòè áàçîâûå ìíîæèòåëè ìîãóò áûòü íàéäåíû ïîñðåäñòâîì ðàñ-
øèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà, ïðîèçâîäèìîãî ïî êëàññè÷åñêîé ñõåìå.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î âû÷èñëåíèè GCD(x,y) ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû íà
êàêîì-òî øàãå âû÷èñëåíèÿ ïîÿâèëñÿ ýëåìåíò z, ó êîòîðîãî äëÿ áåñêîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà èíäåêñîâ k êîìïîíåíòà zk èìåëà áû ñëåäóþùèé âèä

[u0(k) + s(k) · (yk/dk)] · xk + [v0(k)− s(k) · ((xk/dk)] · yk,(2)

ò. å. ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (1) ìîãëè áû áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê âèäó (2).
Èòàê, âñÿêèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ îáîáù¼ííû-

ìè ðåãèñòðîâûìè ìàøèíàìè íàä óëüòðàñòåïåíüþ U ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, íåêîòî-
ðîé ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà Åâêëèäà, ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòîò ñïîñîá îòëè÷åí
îò ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè. □
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Êàðòèíà ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ, êîãäà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü
êîíñòàíòó 1, êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ìî-
äåëü âû÷èñëèìîñòè çäåñü íèêàê ñåáÿ íå ïðîÿâëÿåò, áóäü òî âû÷èñëèìîñòü, çà-
äàâàåìàÿ íåêîòîðûì àáñòðàêòíûì âû÷èñëèòåëüíûì óñòðîéñòâîì, âðîäå îáîá-
ù¼ííûõ ðåãèñòðîâûõ ìàøèí, èëè âû÷èñëèìîñòü, çàäàííàÿ ïîäõîäÿùåé íóìå-
ðàöèåé.

Ïóñòü â îáëàñòè öåëîñòíîñòè R c íåñòðîãèì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì ⩽ îïðåäå-
ëåíà âû÷èñëèìîñòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî èìåþòñÿ àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òàêæå âû÷èñëèìûìè ÿâëÿþòñÿ êîíñòàí-
òà 0 è îòíîøåíèå ïîðÿäêà. Â íèæåñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ
âûïîëíåíèå âñåõ ýòèõ ñâîéñòâ â êîëüöå R.

Óòâåðæäåíèå 1. Èç íàëè÷èÿ àëãîðèòìà äëÿ íàõîæäåíèÿ íåïîëíîãî ÷àñò-
íîãî ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b ̸= 0 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà äëÿ
âû÷èñëåíèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîé ýëåìåíò b ⩾ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íåïîëíîå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ a íà b ⩾ 1
ðàâíî q, òî, î÷åâèäíî, rest(a, b) = a− b · q. □

Óòâåðæäåíèå 2. Íàîáîðîò, íàëè÷èå àëãîðèòìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè
rest, îïèñàííîé âî ââåäåíèè, è âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü ýëåìåíò 1 (èëè íà-
ëè÷èå åãî â ñèãíàòóðå) âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìîâ äëÿ âûÿñíåíèÿ
îáðàòèìîñòè ëþáûõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà è íàõîæäåíèÿ íåïîëíîãî
÷àñòíîãî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíò b > 0 èç R îáðàòèì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà rest(1, b) = 0, à åñëè b < 0, òî íóæíî âû÷èñëèòü rest(1,−b).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêèì-òî îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëÿòü åäèíèöó è îñòàòîê îò
äåëåíèÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîé b ̸= 0 (èëè èìååòñÿ ñïîñîá íàõîæäåíèÿ èõ
íîìåðîâ). ×òîáû âû÷èñëèòü íåïîëíîå ÷àñòíîå q îò äåëåíèÿ äàííîãî ýëåìåíòà
a > 0 íà èçâåñòíûé ýëåìåíò b > 1, âû÷èñëèì ýëåìåíò

c = a− rest(a, b)

è ðàññìîòðèì òðè îñíîâíûõ ñëó÷àÿ.
Åñëè c < b2−b è ýëåìåíò b−1 íåîáðàòèìûé, òî, ó÷èòûâàÿ c = b ·q, ïîëó÷àåì

q < b− 1 è c = (b− 1)q + q. Ñëåäîâàòåëüíî, q = rest(c, b− 1).
Êîãäà b2 < c, òîãäà b < q. Íî ýëåìåíò c · b + 1 âñ¼ æå áîëüøå, ÷åì q, òàê

êàê b > 1, à çíà÷èò è b2 > 1; åñëè ê òîìó æå ýòîò ýëåìåíò íåîáðàòèìûé, òî
q = rest(−c2, c · b+ 1), ïîñêîëüêó −c2 = (c · b+ 1) · (−q) + q.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ b2 − b < c < b2, ðàâíîñèëüíîãî b− 1 < q < b, èìååì
−c = (b+ 1) · (−q) + q è q = rest(−c, b+ 1) ïðè íåîáðàòèìîì ýëåìåíòå b+ 1.

Â êðàéíèõ ñëó÷àÿõ c = b2 − b èëè c = b2 ïîíÿòíî, ÷òî q = b − 1 èëè b = q,
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè a < 0 ïîñòóïàåì ïî÷òè ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì. □

Òåîðåìà 3. Âû÷èñëåíèå íåïîëíîãî ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a
íà ýëåìåíò b > 0 ïðîèçâîäèòñÿ ïîäõîäÿùåé îáîáù¼ííîé ðåãèñòðîâîé ìàøè-
íîé íàä êîëüöîì (U ; 0,+,−, ·, rest,⩽) çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå êîíñòàíòîé, åñëè
íà âõîä ìàøèíû ïîäàâàòü íå òîëüêî ýòè ýëåìåíòû, íî òàêæå è çàïèñü ýëå-
ìåíòà 1 â ðåãèñòðå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî â êîëüöå U ðîâíî äâà îáðàòèìûõ ýëåìåíòà
1 è −1, è èç òîãî, ÷òî b > 0 è b ̸= 1 ñëåäóåò, ÷òî b ⩾ 2, ïîýòîìó ïîëíîñòüþ
ïðèìåíèì àëãîðèòì, îïèñàííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2. □

Çàìå÷àíèå 2. Ââåä¼ííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2 îãðàíè÷åíèå
b > 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, à èìåííî, ïðè 0 < b < 1 ñëó÷àé b2 < c
îêàçûâàåòñÿ ñàìûì ñëîæíûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû ïðè c < b2 − b áûëà âîçìîæíîñòü äåëèòü íà b− 1 < 0,
ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî íåïîëíîå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ýëåìåíòà x > 0 íà y < 0
ðàâíî íåïîëíîìó ÷àñòíîìó îò äåëåíèÿ ýëåìåíòà −x íà −y.

Åñëè 0 < b < 1, b2 < c è áûëî íàéäåíî òàêîå , ÷òî m · b2 ⩾ 1, òî ïîëó÷àåòñÿ
íåðàâåíñòâîm·c·b+1 = q·m·b2+1 > q, è ïîñêîëüêó −m·c2 = (m·c·b+1)·(−q)+q,
òî q = rest(−m · c2,m · c · b + 1) ïðè íåîáðàòèìîì m · c · b + 1. Íî ÷òî äåëàòü,
êîãäà òàêîãî m íåò? È êàê âîîáùå óçíàòü î òîì, ÷òî îíî åñòü?

Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê íåïîëíîãî ÷àñòíîãî äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè öåëîñò-
íîñòè R ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàéíå ñëîæíóþ çàäà÷ó, êîãäà 0 < b < 1. Íà ýòîò
âûâîä íàâîäèò èçó÷åíèå äåëèìîñòè â êîëüöå U2, êîòîðîå ïîëó÷åíî êàê óëü-
òðàñòåïåíü êîëüöà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ â íåñîêðàòèìîé
çàïèñè ñóòü ñòåïåíè äâîéêè

Q(2) = {m/2t |m ∈ Z, t ∈ ω},

ïî óëüòðàôèëüòðóD èç íà÷àëà ýòîãî ðàçäåëà. Îïðåäåëèì íåïîëíîå ÷àñòíîå q îò
äåëåíèÿ ÷èñëà x íà y > 0 â êîëüöå Q(2) êàê ÷èñëî âèäà s/2, ãäå s � íàèìåíüøåå
öåëîå ñî ñâîéñòâîì y · (s+1)/2 ⩾ x, à rest(x, y) = x− y · q. Ðàññìîòðèì â êîëüöå
U2 ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ b(M) âèäà (t0/2

r0 , t1/2
r1 , . . . , tk/2

rk , . . .), ãäå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü M = (⟨t0, r0⟩, ⟨t1, r1⟩, . . . , ⟨tk, rk⟩, . . .) ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìååò
åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå (∀k ∈ ω)(tk ⩽ 2rk). Ñêëàäûâàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî
îáùåãî àëãîðèòìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñðåäñòâîì îáîáù¼ííûõ ðåãèñòðîâûõ ìà-
øèí íåïîëíîãî ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ ýëåìåíòîâ a ⩾ 2 íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
âèäà b(M) ⩽ 1 íàä êîëüöîì (U2; 0,+,−, ·, rest,⩽) íå ñóùåñòâóåò, äàæå òîãäà,
êîãäà íà âõîä ìàøèíû íàðÿäó ñ ýëåìåíòàìè a è b(M) ïîäà¼òñÿ ýëåìåíò 1.

3.3. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ. Ïðèíÿòàÿ
äëÿ îáîáù¼ííûõ ðåãèñòðîâûõ ìàøèí îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îêà-
çûâàåòñÿ íåóäîáíîé, êîãäà íà âõîä ïîäà¼òñÿ îäíî ÷èñëî, â ýòîì ñëó÷àå ñëîæ-
íîñòü ñ ëþáîé îöåíèâàþùåé ôóíêöèåé f ñîâïàäàåò ñ êîíñòàíòíîé, òî÷íåå ðàâ-
íà O(f(1)). Õîòÿ ïðè ðàáîòå ñ ìíîãî÷ëåíàìè, ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè èëè
ìàòðèöàìè ýòà îöåíêà ëó÷øå ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó ïîíÿòèþ ñëîæíîñòè, ïî-
ñêîëüêó ïðè èõ çàäàíèè ââîäÿòñÿ íåñêîëüêî ÷èñåë.

Íî â îáùåì ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé íåëüçÿ âûïîëíèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íà îáû÷íûõ ìàøèíàõ
Òüþðèíãà èç-çà âîçíèêíîâåíèÿ íåîæèäàííî áîëüøèõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ (â êîëü-
öå Q[x]) äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè îò îäíîé ïåðåìåííîé íà
îáîáù¼ííîé ðåãèñòðîâîé ìàøèíå íàä êîëüöîì Z. Ïóñòü êàæäûé ìíîãî÷ëåí çà-
äàí íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ, âêëþ÷àÿ íóëåâûå. Òîãäà çàïèñü îäíîãî ìíîãî÷ëå-
íà ñòåïåíè d çàíèìàåò d+1 ðåãèñòðîâ. Àëãîðèòì Åâêëèäà òðåáóåò ëèíåéíîãî îò
ñóììû ñòåïåíåé ÷èñëà îïåðàöèé. Îäíàêî âîçíèêàþùèå íà ïðîìåæóòî÷íûõ øà-
ãàõ êîýôôèöèåíòû ìîãóò èìåòü î÷åíü áîëüøóþ äëèíó çàïèñè [21, 22, 23, 24, 25],
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÷òî çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåò âðåìÿ âû÷èñëåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíîãîëåí-
òî÷íûõ ìàøèí Òüþðèíãà.

×òîáû ïðåîäîëåòü ýòó òðóäíîñòü, äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äå-
ëèòåëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïðèìåíÿþòñÿ äðóãèå àëãîðèòìû. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà
âû÷èñëåíèè ñóáðåçóëüòàíòîâ, ïðåäëîæèë Äæ. Ñèëüâåñòð (J.J. Sylvester). Ïî-
òîì ýòîò ìåòîä óëó÷øàëè Âàëüòåð Ãàáèõò (Walter Habicht) [24] è Àëêèâèàäèñ
Àêðèòàñ (Alkiviadis Akritas) [25]. Áîëåå ýôôåêòèâåí àëãîðèòì, êîòîðûé ïðåä-
ëîæèë Óèëüÿì Áðàóí (William Brown) [26].

4. Âû÷èñëåíèÿ íàä äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ êîëüöà Z

Ïåðåéä¼ì ê âû÷èñëåíèÿì íàä äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ Zω êîëüöà öåëûõ ÷èñåë,
ñ ïîêîìïîíåíòíûì îïðåäåëåíèåì ñèãíàòóðíûõ îïåðàöèé è îòíîøåíèÿ ïîðÿä-
êà. Ýòî êîëüöî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Äàëåå îòîæäåñòâèì êîëüöî öå-
ëûõ ÷èñåë Z ñ îáðàçîì äèàãîíàëüíîãî âëîæåíèÿ â Zω, êîãäà öåëîå ÷èñëî m
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Êðîìå î÷åâèäíîãî íàëè-
÷èÿ äåëèòåëåé íóëÿ è íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ, ó êîëüöà Zω èìåþòñÿ è äðóãèå
ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ îò êîëüöà U . Íàïðèìåð, â êîëüöå Zω äëÿ ëþáîãî ýëå-
ìåíòà c = (c0, c1, c2, . . .) ìåæäó íèì è ýëåìåíòîì c+ 1 = (c0+1, c1+1, c2+1, . . .)
èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ äðóã ñ äðóãîì ýëåìåíòîâ. Òåì
íå ìåíåå, ïîðÿäîê â êîëüöå Zω âñ¼ æå íåïëîòíûé, òàê êàê ìåæäó äâóìÿ ýëå-
ìåíòàìè ýòîãî êîëüöà, ó êîòîðûõ ïðîåêöèè íà âñå ìíîæèòåëè, êðîìå îäíîãî,
îäèíàêîâûå, à îñîáàÿ êîîðäèíàòà âòîðîãî ýëåìåíòà íà åäèíèöó áîëüøå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïðîåêöèè ó ïåðâîãî, íè÷åãî íåò, íî ïåðâûé ýëåìåíò ìåíüøå âòîðîãî.
Â ýòîì êîëüöå òàêæå íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò, îòìå÷åííûé âî ââåäåíèè: îñòàòîê
îò äåëåíèÿ íà ýëåìåíò, ó êîòîðîãî ïðîåêöèè íà ñîáñòâåííóþ ÷àñòü ìíîæèòå-
ëåé � ìèíóñ åäèíèöû, à îñòàëüíûå ïðîåêöèè � ïîëîæèòåëüíûå, ìîæåò áûòü
íåñðàâíèìûì ñ äåëèòåëåì.

Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, ìû ïîêàæåì, ÷òî, ïîäàâàÿ îáîáù¼ííîé ðåãèñòðîâîé
ìàøèíå íàä Zω íà âõîä ÷èñëà èç Z, ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ïàðàëëåëüíûå âû÷èñ-
ëåíèÿ ñ îãðàíè÷åííûì îáìåíîì ìåæäó ïðîöåññîðàìè. Âûèãðûø ìîæåò áûòü
äîñòèãíóò, åñëè ïîçâîëèòü ìàøèíå èñïîëüçîâàòü âíóòðåííèå ïàðàìåòðû èç Zω,
êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò êîëüöó Z, êàê äîïîëíèòåëüíûå âõîäû. Ñðåäè òàêèõ
äîïîëíèòåëüíûõ âõîäîâ-ïàðàìåòðîâ, íàðÿäó ñ ýëåìåíòîì 1 = (1, 1, . . .), áóäåì
èñïîëüçîâàòü ýëåìåíò, îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç d = (0, 1, 2, . . . ) ∈ Zω, ïðîåêöèÿ
êîòîðîé íà k-é äåêàðòîâ ìíîæèòåëü ðàâíà k.

Çàìå÷àíèå 3. Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè, ðàññìàòðèâàÿ âû÷èñëåíèÿ íàä
êîëüöàìè Zω èëè U , ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà âõîä ìàøèíû ïîäàí ïîñòîÿííûé
ýëåìåíò a (èëè ýëåìåíò-êîíñòàíòà), ïîäðàçóìåâàÿ ýëåìåíò âèäà (a, a, . . .) èëè
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, â êîòîðîì îí ëåæèò, íà îñíîâàíèè ñëåäóþùåé ëåììû.
Èìåííî îá ýòîì ãîâîðèëîñü â êîíöå çàìå÷àíèÿ 1. Â ôîðìóëèðîâêå ëåììû ãî-
âîðèòñÿ î äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, îäíàêî ïîíÿòíî, ÷òî å¼ äîêàçàòåëüñòâî
ïðîõîäèò äëÿ ïîçèöèîííîé ñèñòåìû ñ ëþáûì îñíîâàíèåì.

Ëåììà 2. Ïóñòü â îäíîì èç ðåãèñòðîâ ÎÐÌ èìååòñÿ ýëåìåíò 1 = (1, 1, . . .).
Òîãäà ïî èìåþùåéñÿ çàïèñè ýëåìåíòà k = (k, k, . . .) ∈ Zω, U ìîæíî íàéòè
çàïèñü â èíäåêñíûõ ðåãèñòðàõ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà k â äâîè÷íîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ çà ñóáëèíåéíîå âðåìÿ îò âåëè÷èíû k. Íàîáîðîò, åñëè â èíäåêñíûõ
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ðåãèñòðàõ èìååòñÿ çàïèñü ïðåäñòàâëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà k â äâîè÷íîé ñèñòå-
ìå ñ÷èñëåíèÿ èëè â îäíîì èç èíäåêñíûõ ðåãèñòðàõ çàïèñàíî ñàìî ýòî ÷èñ-
ëî, òî ìîæíî çà ëèíåéíîå âðåìÿ îò ÷èñëà èíäåêñíûõ ðåãèñòðîâ, ñîäåðæà-
ùèõ öèôðû ÷èñëà k èëè îò âåëè÷èíû k, ñîîòâåòñòâåííî, âû÷èñëèòü ýëå-
ìåíò k = (k, k, . . .) ∈ Zω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî âû÷èñëåíèå çàïèñè äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k â èíäåêñíûõ ðåãèñòðàõ ïî äàííîìó ýëåìåíòó k êîëüöà Zω

èëè U îñóùåñòâèìî çà O(log k) øàãîâ. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëåíèå íåïîëíîãî
÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ ýëåìåíòà t ⩽ k íà 2 = 1 + 1 è ñðàâíåíèå îñòàòêà îò ýòî-
ãî äåëåíèÿ ñ ýëåìåíòîì 1 (÷òîáû óçíàòü êàêîå ÷èñëî çàïèñûâàòü â î÷åðåäíîé
èíäåêñíûé ðåãèñòð) îñóùåñòâèìî çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå íåêîòîðîé êîíñòàí-
òîé, ñîãëàñíî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2. Ýòîò
àëãîðèòì çäåñü ïðèìåíèì, òàê êàê âñå íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ
âíóòðè îáðàçà êîëüöà Z ïðè åãî äèàãîíàëüíîì âëîæåíèè â Zω, ò. å. â íåêîòî-
ðîé îáëàñòè öåëîñòíîñòè. Îäíàêî ìîæíî ïîñòóïèòü ïî-èíîìó, ÷òîáû óçíàòü
íåïîëíîå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ k íà 2, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ñëåäóþùåå.
Ïîäðÿä ñðàâíèâàåì ÷èñëî k ñî ñòåïåíÿìè 2t äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàéä¼òñÿ çíà-
÷åíèå, ïðåâîñõîäÿùåå k; ÷èñëî øàãîâ ïðè ýòîì ðàâíî t ⩽ 1+ log2(1+k)); çàòåì
íàõîäèì äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà k � ýòî ñóììà íåêîòîðûõ ñòåïåíåé 2t.
Íî ÷èñëî òàêèõ ñðàâíåíèé ñàìî ðàâíî O(log2 k), ïîýòîìó âòîðîé ñïîñîá íåìíîãî
áîëåå òðóäî¼ìêèé. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. □

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì êðèòåðèé ïðîñòîòû ÷èñëà, êîòîðûé îñíîâàí íà ìà-
ëîé òåîðåìå Ôåðìà: öåëîå ÷èñëî p ⩾ 2 ïðîñòîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ êàæäîãî x ∈ Z âûïîëíåíî ðàâåíñòâî xp ≡ x (mod p). Ýòîò êðèòåðèé ëå-
æèò â îñíîâå âåðîÿòíîñòíîãî òåñòà Ðàáèíà�Ìèëëåðà äëÿ ïðîâåðêè ïðîñòîòû
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â ðàìêàõ îáû÷íîé òüþðèíãîâîé âû÷èñëèìîñòè, êîãäà äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðîâåðÿåòñÿ ñðàâíåíèå
xp ≡ x (mod p). Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ÎÐÌ íàä êîëüöîì Zω, ïîçâîëÿåò ñî-
çäàòü óæå äåòåðìèíèðîâàííûé òåñò äëÿ òàêîé ïðîâåðêè.

Âìåñòî ïåðåáîðà ÷èñåë x èç Z ìîæíî çàïóñòèòü îáîáù¼ííóþ ðåãèñòðîâóþ ìà-
øèíó íàä Zω íà íåçàâèñÿùèõ îò âõîäà p ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ d = (0, 1, 2, 3, . . .)
è 1. Öåëîå ÷èñëî p ⩾ 2 ïðîñòîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Zω |= dp ≡ d (modp).

Ïðîâåðêà ýòîãî óñëîâèÿ çàâåðøàåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ íàä Zω. Â ñà-
ìîì äåëå, îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà p ∈ Zω âû÷èñëÿåòñÿ çà îäèí øàã; äëÿ ýòîãî
â ñèãíàòóðå ïðåäóñìîòðåí ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë rest. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü
p ∈ ω òðåáóåò O(log p) óìíîæåíèé, åñëè íàì èçâåñòíî ýòî íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Íî ïîñêîëüêó íàì äàíî ëèøü p ∈ Zω, òî ïðåäâàðèòåëüíî ìû èùåì ÷èñëî p,
èñïîëüçóÿ ýëåìåíò 1, âñòðîåííûå â ìàøèíó îïåðàöèè è ÷àñòü èíäåêñíûõ ðåãè-
ñòðîâ äëÿ õðàíåíèÿ öèôð â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà p, êàê ýòî îïèñàíî
â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2. Íà ýòî òðàòèòñÿ òîæå O(log p) äåéñòâèé.

Ïðè ýòîì íà âõîä ïîäà¼òñÿ òîëüêî òðè ýëåìåíòà p, 1 è d. À ÷èñëî øàãîâ
çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ÷èñëà p è ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì. Ïîýòîìó
ðàáîòà ÎÐÌ íå çàâåðøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îòíîñèòåëüíî êîëè÷å-
ñòâà âõîäíûõ ðåãèñòðîâ, êîòîðûõ âñåãî òîëüêî òðè. Íî âðåìÿ ðàáîòû ìàøèíû
� ëèíåéíîå ïî îòíîøåíèþ ê âåëè÷èíå ÷èñëà p.
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Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ïðîñòîòû ýëåìåíòà ìîæåò áûòü î÷åíü
ñëîæíîé â ñìûñëå âû÷èñëèìîñòè ïî Òüþðèíãó, äàæå â ñëó÷àå âû÷èñëèìîé
îáëàñòè öåëîñòíîñòè ñ îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè. Íàïðèìåð, â
ðàáîòå [27] ñòðîèòñÿ êîëüöî A(Q) ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè, ñîäåðæàùåå â êà÷åñòâå
ïîäêîëüöà êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z, â êîòîðîì ïðè ëþáîì âû÷èñëèìîì ïðåä-
ñòàâëåíèè óêàçàííàÿ çàäà÷à èìååò ñëîæíîñòü âõîæäåíèÿ â íàïåð¼ä çàäàííîå
Π0

2-ìíîæåñòâî Q.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî X ïðèíàäëåæèò êëàññó NP (â ðàìêàõ îáû÷íîé
âû÷èñëèìîñòè ïî Òüþðèíãó), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé àëãîðèòì è ìíîãî÷ëåíû
f(n) è g(n), ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X äëèíû n ñóùåñòâóåò ñåðòèôèêàò
y (òî åñòü íàáîð íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, ñîçäàâàåìûõ êàê ïðàâèëî íå äåòåðìè-
íèðîâàíî, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîäòâåðäèòü ïðèíàäëåæíîñòü x ìíîæåñòâó X)
äëèíû m ⩽ f(n), ïðè êîòîðîì ýòîò àëãîðèòì äîïóñêàåò ïàðó ⟨x, y⟩ çà âðåìÿ
íå ïðåâîñõîäÿùåå g(n + m), à äëÿ êàæäîãî x ̸∈ X òàêîãî ñåðòèôèêàòà íå ñó-
ùåñòâóåò. Ìíîæåñòâî (èëè ÿçûê) X ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ. Ýòî
îïðåäåëåíèå ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ è íà îáîáù¼ííûå ðåãèñòðîâûå ìàøèíû è ïðè
ýòîì ïîëó÷àåòñÿ òå êëàññû NP, DNP è DNPI , ÷òî îïèñàíû â êîíöå âòîðî-
ãî ðàçäåëà. Íî â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ NP â îáû÷íîì
ñìûñëå è âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçíûå øðèôòû
äëÿ ýòèõ êëàññîâ.

Ìíîæåñòâî X èç êëàññà NP íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíûì, åñëè êàæäîå ìíîæå-
ñòâî èç êëàññà NP ñâîäèòñÿ ïî Êàðïó ê ìíîæåñòâó X. Ïðèìåðîì ñëóæèò ìíî-
æåñòâî òàêèõ ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ÷òî
êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé èìååò íåêîòîðîå (0, 1)-ðåøåíèå [28, 29, 30]. Êîýôôè-
öèåíòàìè óðàâíåíèé ñëóæàò îáû÷íûå öåëûå ÷èñëà. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî èíòåð-
ïðåòèðîâàòü è ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìîæíî ëè ñðåäè íåñêîëüêèõ öåëûõ ÷èñåë,
êîòîðûå çàäàþòñÿ â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ, âûáðàòü
òàêèå, ÷òî èõ ñóììà ðàâíà äàííîìó ÷èñëó � ïðîòèâîïîëîæíîìó ê ñâîáîäíîìó
÷ëåíó óðàâíåíèÿ? Ïîýòîìó äëÿ êðàòêîñòè, ìû áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó ðàñïî-
çíàâàíèÿ ìíîæåñòâà X çàäà÷åé î ñóììå ïîäìíîæåñòâà. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñëå-
äîâàëî áû ãîâîðèòü î ìóëüòèìíîæåñòâå è åãî ïîäìíîæåñòâå, ïîñêîëüêó ñðåäè
êîýôôèöèåíòîâ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ðàâíûå.

Òåîðåìà 4. Çàäà÷à î ñóììå ïîäìíîæåñòâà íàä Z ðàçðåøèìà çà äåòåðìèíè-
ðîâàííîå ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íà îáîáù¼ííîé ðåãèñòðîâîé ìàøèíå íàä Zω,
èñïîëüçóþùåé ýëåìåíòû 1 è d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàøèíà ïîëó÷àåò íà âõîä íàáîð ïîñòîÿííûõ ýëåìåíòîâ a0,
a1, . . . , an èç êîëüöà Zω, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò öåëûì êîýôôèöèåíòàì ëèíåé-
íîãî óðàâíåíèÿ a0 + a1x1 + · · ·+ anxn = 0 è ýëåìåíòû 1 è d. ×èñëî ðåãèñòðîâ,
çàíÿòûõ âõîäîì, ðàâíî n + 3. Ýòî ÷èñëî n + 3 çàïèñàíî â íóëåâîì èíäåêñíîì
ðåãèñòðå. Ðàáîòà ìàøèíû ñîñòîèò èç òð¼õ ýòàïîâ. Ðåàëèçàöèÿ è ñëîæíîñòü
êàæäîãî èç íèõ îïèñûâàåòñÿ íèæå.

Ñíà÷àëà ìàøèíà âû÷èñëÿåò n ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p1,
. . . , pn, òî÷íåå ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû èç êîëüöà Zω, à òàêæå çàïèñü â
O(n log n) èíäåêñíûõ ðåãèñòðàõ öèôð ïðè äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ýòèõ ÷èñåë.

Ïîòîì ìàøèíà âû÷èñëÿåò n ýëåìåíòîâ b1, . . . , bn èç Zω, äëÿ êàæäîãî èç êî-
òîðûõ âñå ïðîåêöèè íà äåêàðòîâû ìíîæèòåëè ðàâíû 0 èëè 1. Ïðè ýòîì êàæäàÿ
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èç 2n êîìáèíàöèé èç n íóëåé è åäèíèö äîëæíà (áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç) ðåàëè-
çîâàòüñÿ êàê íàáîð ïðîåêöèé (b1,k, . . . , bn,k) ýëåìåíòîâ b1, . . . , bn íà íåêîòîðûé
ìíîæèòåëü ñ íîìåðîì k.

Íàêîíåö, âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå c = (a0+a1 ·b1+ · · ·+an ·bn)
2 è çà îäèí øàã

ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå 1 ⩽ c, îçíà÷àþùåå ïîëîæèòåëüíîñòü ïðîåêöèè ýëåìåíòà
c íà êàæäûé ìíîæèòåëü. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ âõîä îòâåðãàåòñÿ, è
âõîä ïðèíèìàåòñÿ, êîãäà îòâåò îòðèöàòåëüíûé.

Îöåíèì ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà. Ïðè x ⩾ 17 êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë
íà îòðåçêå [1, x] óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó [31]

π(x) ⩾
x

lnx
.

Ïîýòîìó äëÿ âûáîðà ïðîñòûõ ÷èñåë p1 = 2, p2 = 3, . . . , pn è ñîîòâåòñòâóþùèõ
èì ïîñòîÿííûõ ýëåìåíòîâ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü O(n log n) ÷èñåë. Ïðîâåðêà
êàæäîãî èç íèõ âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ìíîãî÷ëåíîì îò n, ïðè
èñïîëüçîâàíèè òåñòà, îïèñàííîãî â ïðèìåðå 3. Ðàçóìååòñÿ, ïðîâåðêó íà ïðîñòî-
òó ýòèõ ÷èñåë çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî îñóùåñòâèòü è íåïîñðåäñòâåííî
ëèáî ïåðåáèðàÿ â èíäåêñíûõ ðåãèñòðàõ ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå èñïûòûâàå-
ìîãî ÷èñëà t ⩽ O(n log n), à çàòåì âîññòàíàâëèâàÿ ïîñòîÿííûé ýëåìåíò t, ëèáî
ñðàçó èñïûòûâàÿ ýëåìåíò t. Íî ýòîò ñïîñîá íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè íåìíî-
ãî áîëåå òðóäî¼ìêèé.

Äëÿ êàæäîãî èíäåêñà k ⩽ n âû÷èñëèì bk = rest(dpk−1,pk), ãäå ÷åðåç d
îáîçíà÷åí ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò (0, 1, 2, . . . ) ∈ Zω. Ïðîåêöèÿ k-ãî ýëåìåíòà
bk íà m-é ìíîæèòåëü ðàâíà íóëþ, êîãäà pk äåëèò m, èíà÷å îíà ðàâíà åäè-
íèöå. Â ÷àñòíîñòè, b1 = (0, 1, 0, 1, 0, 1, . . . ) è b2 = (0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, . . . ). Â ñèëó
Êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ, ëþáîé íàáîð íóëåé è åäèíèö ðåàëèçóåòñÿ êàê
íàáîð ïðîåêöèé (b1,t, . . . , bn,t) ýëåìåíòîâ b1, . . . , bn íà íåêîòîðûé ìíîæèòåëü ñ
íîìåðîì t. Íàïðèìåð, ïðè ëþáîì bk åãî ïðîåêöèè bk,0 = 0 è bk,1 = 1. Ïîýòîìó
ïðîåêöèè íà íóëåâîé è ïåðâûé ìíîæèòåëè äàþò íàáîð èç íóëåé è íàáîð èç
åäèíèö, ñîîòâåòñòâåííî. Íàêîíåö, âû÷èñëåíèå c = (a0 + a1 ·b1 + · · ·+ an ·bn)

2

âûïîëíÿåòñÿ çà O(n) îïåðàöèé. □

Èç òåîðåìû 4 íå ñëåäóåò, ÷òî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ðàçðåøèìà çàäà÷à,
àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷å î ñóììå ïîäìíîæåñòâà, êîãäà êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèé
ñëóæàò ýëåìåíòû èç êîëüöà Zω.

Íåôîðìàëüíîå îáúÿñíåíèå òåîðåìû 4 ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåäåòåðìèíèðîâàí-
íîå âû÷èñëåíèå íàä Z ïðåâðàùàåòñÿ â ïàðàëëåëüíîå âû÷èñëåíèå íà íåîãðàíè-
÷åííîì ÷èñëå êîïèé êîëüöà Z, êîòîðûìè ñëóæàò ïðîåêöèè äåêàðòîâîé ñòåïåíè
íà ìíîæèòåëè. Òàêàÿ ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîïðîöåññîðíîìó âû÷èñëèòåëü-
íîìó óñòðîéñòâó ñ îãðàíè÷åííûì îáìåíîì äàííûìè ìåæäó ïðîöåññîðàìè, ÷òî
ñóùåñòâåííî îòëè÷àåò ýòó ìîäåëü îò àëüòåðíèðóþùèõ ìàøèí.

Îòìåòèì òðóäíóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ íå óäà¼òñÿ ðåøèòü, èñïîëüçóÿ îáîáù¼í-
íûå ðåãèñòðîâûå ìàøèíû íàä Zω. Íåïîíÿòíî, ìîæíî ëè çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ, èñïîëüçóÿ d = (0, 1, 2, . . . ), íàéòè ÷èñëî ðåøåíèé çàäà÷è î ñóììå ïîä-
ìíîæåñòâà. Èëè õîòÿ áû ïðîâåðèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ÷òî ýòî ÷èñëî
ðåøåíèé ðàâíî íàïåð¼ä óãàäàííîìó ÷èñëó.

Åñëè ïîçâîëèòü èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî ýëåìåíò d, ïðîåêöèè êîòîðîãî ëåãêî
âû÷èñëèìû, íî è ïðîèçâîëüíûå íàïåð¼ä çàäàííûå ýëåìåíòû, òî ìîæíî ðåàëè-
çîâàòü âû÷èñëåíèå ñ îðàêóëîì.
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Òåîðåìà 5. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ öåëûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ôèêñèðîâàí-
íîìó íåïóñòîìó ìíîæåñòâó X ⊂ Z ðàçðåøèìà çà êîíå÷íîå âðåìÿ íà îáîá-
ù¼ííîé ðåãèñòðîâîé ìàøèíå íàä Zω, èñïîëüçóþùåé ýëåìåíò 1 è ýëåìåíò f ,
îïðåäåëÿåìûé ìíîæåñòâîì X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ν : ω → X. Çàäàäèì
ïðîåêöèþ ýëåìåíòà f íà k-é äåêàðòîâ ìíîæèòåëü ðàâíîé ν(k). Ìàøèíà ïîëó-
÷àåò íà âõîä òðè ýëåìåíòà 1, f è n, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëó n ∈ Z. Ýòî ÷èñëî
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàðóøàåòñÿ óñëîâèå
1 ⩽ (n− f)2. Ýòî óñëîâèå ïðîâåðÿåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî îïåðàöèé íàä Zω. □

5. Íåäåòåðìèíèðîâàííûå âû÷èñëåíèÿ íàä íåêîòîðûìè êîëüöàìè è
ïîëÿìè

Íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷à äîïóñòèìà ïîñðåäñòâîì íåäåòåðìèíèðîâàííîé ÎÐÌ,
åñëè äëÿ âñÿêîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è íàéä¼òñÿ òàêàÿ öåïî÷êà âû÷èñëåíèé
ìàøèíû, êîòîðàÿ äà¼ò óòâåðäèòåëüíûé îòâåò, åñëè îí ïðèñóù äàííîìó ÷àñò-
íîìó ñëó÷àþ, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òàêîé öåïî÷êè íåò.

Ñóùåñòâåííûì îáñòîÿòåëüñòâîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 7�9 ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà ÎÐÌ (êàê äåòåðìèíèðîâàííûõ, òàê è íå äåòåðìèíè-
ðîâàííûõ) ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû ñîâïàäàåò ñ êîíñòàíòíûì, êîãäà íà
âõîä ìàøèíû ïîäà¼òñÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò � ñì. ïîäðàçäåë 3.3 è ðàçäåë 2.

5.1. Âû÷èñëåíèÿ íàä êîëüöàìè ñ îïåðàöèåé rest.

Òåîðåìà 6. Êëàññ DNPI � ñîáñòâåííûé ïîäêëàññ êëàññà DNP ïðè âû÷èñ-
ëåíèÿõ íàä óëüòðàñòåïåíüþ (U, 0,+,−, ·, rest,⩽).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåä¼ííûå â ïåðâûõ äâóõ àáçàöàõ äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 2, äîñëîâíî ïðîõîäÿò è äëÿ èíäåêñíî-íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
ÎÐÌ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î íàõîæäåíèè íåïîëíîãî ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ
ýëåìåíòà a íà ýëåìåíò b > 0 íàä óïîðÿäî÷åííûì êîëüöîì U íå ðàçðåøèìà ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì òàêèõ ìàøèí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áèíàðíî-íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ
ìàøèíà ìîæåò óæå íà ïåðâîì íåäåòåðìèíèðîâàííîì øàãå çàïèñàòü â êàêîì-òî
ðåãèñòðå ýëåìåíò 1. Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî âíîâü ïîÿâèâøèéñÿ ýëåìåíò � ýòî
èìåííî 1, à íå 0 (íàïîìíèì, ÷òî äðóãèõ ýëåìåíòîâ áèíàðíî-íåäåòåðìèíèðîâàí-
íûå ÎÐÌ çàïèñûâàòü íå ìîãóò), ýòà ìàøèíà óæå ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàíî
ìîæåò íàéòè èñêîìîå íåïîëíîå ÷àñòíîå, ñîãëàñíî òåðåìå 3.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ðàñïîçíàâàòåëüíóþ çàäà÷ó. Äàíû òðè ýëåìåíòà a,
b > 0 è c > 0 êîëüöà U , òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü äåëèòñÿ ëè íåïîëíîå ÷àñò-
íîå îò äåëåíèÿ a íà b � ýëåìåíò q, íà c. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íà ýòîò
âîïðîñ íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýëåìåíò a1 = a − rest(a,b) äåëèëñÿ íà c, ò. å. êî-
ãäà rest(a1, c) = 0. Åñëè ýòî òàê, ýëåìåíò q ìîæåò êàê äåëèòüñÿ íà c, òàê
ìîæåò è íå äåëèòüñÿ, äàæå òîãäà, êîãäà b íå äåëèòñÿ íà c. Óçíàòü êàêîé èç
ýòèõ ñëó÷àåâ äëÿ ýëåìåíòà q èìååò ìåñòî íåâîçìîæíî, èñïîëüçóÿ èíäåêñíî-
íåäåòåðìèíèðîâàííûå ÎÐÌ, ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå îí íåâû÷èñëèì ïîñðåä-
ñòâîì òàêèõ ìàøèí, à çíà÷èò, îñòà¼òñÿ íåèçâåñòíûì, î í¼ì ëèøü èçâåñòíî, ÷òî
åãî ïðîèçâåäåíèå ñ b > 0 ðàâíî a1 è ïîòîìó îí ìåíüøå a1. Â ýòîé ñâÿçè íàïîì-
íèì, ÷òî êîëüöî U íåôàêòîðèàëüíîå è íååâêëèäîâî, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü,
÷òî íèêàêàÿ ñòåïåíü ýëåìåíòà b íå ïðåâîñõîäèò ýëåìåíòà a1.
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Â òî æå âðåìÿ, ñîãëàñíî òåîðåìå 3 áèíàðíî-íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà
ìîæåò âû÷èñëèòü íåïîëíîå ÷àñòíîå q çà âðåìÿ îãðàíè÷åííîå êîíñòàíòîé è ïî-
ñëå ïðîâåðêè ðàâåíñòâà rest(q, c) = 0 äàòü îïðåäåë¼ííûé îòâåò. □

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû áûë óñòàíîâëåí áîëåå ñèëü-
íûé ôàêò ïî ñðàâíåíèþ ñ ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû: ñóùåñòâóþò çàäà÷è, ó êî-
òîðûõ äëÿ ëþáîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïîëîæèòåëüíûé èëè îòðèöàòåëüíûé îòâåò
ìîæåò áûòü íàéäåí áèíàðíî-íåäåòåðìèíèðîâàííûìè ÎÐÌ çà ôèêñèðîâàííîå
÷èñëî øàãîâ, íî ýòè îòâåòû íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó-
÷àåâ íè çà êàêîå âðåìÿ, èñïîëüçóÿ èíäåêñíî-íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû.

Òåîðåìà 7. Êëàññ DNP � ñîáñòâåííûé ïîäêëàññ êëàññàNP ïðè âû÷èñëåíèÿõ
íàä óëüòðàñòåïåíüþ (U, 0,+,−, ·, rest,⩽), à òàêæå íàä (U, 0, 1,+,−, ·, rest,⩽),
êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë è åãî äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Äàí ïîñòîÿííûé ýëåìåíò
a > 0, òðåáóåòñÿ ïîíÿòü, èìååòñÿ ëè òàêîé ýëåìåíò k > 0, ÷òî a äåëèòñÿ íà
k2, íî íå äåëèòñÿ íà k3 (â ñëó÷àå êîëüöà Z ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ýòè ýëåìåíòû
� ïðîñòî öåëûå ÷èñëà a è k, çàïèñàííûå â ðàáî÷èõ ðåãèñòðàõ, ïðè ýòîè îíè
ìîãóò áëàãîïîëó÷íî ñîñóùåñòâîâàòü ñ èõ çàïèñÿìè â èíäåêñíûõ).

Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ óëüòðàñòåïåíè U òàêîé ýëåìåíò-ñåðòèôèêàò k,
åñëè îí èìååòñÿ äëÿ äàííîãî a, äîëæåí áûòü ïîñòîÿííûì. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñ-
ëî a èìååò êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ äåëèòåëåé. Ïóñòü d1, d2, . . . , dn
� ýòî âñå òàêèå äåëèòåëè ÷èñëà a, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â êà÷åñòâå ïðîåêöèé
íà äåêàðòîâû ìíîæèòåëè ó ýëåìåíòà k è òàêèå, ÷òî êàæäûé d2j äåëèò a, íî

åãî íå äåëèò d3j . Ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî k ÿâëÿåòñÿ ïîäòâåðæäàþùèì
ñåðòèôèêàòîì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, òî ýòîò ñïèñîê äåëèòåëåé íå ïóñò.
Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ïðîåêöèé ó ýëåìåíòà k, íà êîòîðûõ çàïèñàíî
õîòü îäíî ÷èñëî èç ýòîãî ñïèñêà ïðèíàäëåæèò óëüòðàôèëüòðó D. Êîãäà n = 1,
òîãäà ýëåìåíò k ïîñòîÿííûé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > 1. Ïóñòü òåïåðü I(dj)) �
ìíîæåñòâî òåõ èíäåêñîâ ïðîåêöèé, â êîòîðûõ çàïèñàí äåëèòåëü dj . Èç îïðå-
äåëåíèÿ ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Åñëè
ìíîæåñòâî I(d1) ëåæèò â óëüòðàôèëüòðå D, òîãäà k � ïîñòîÿííûé ýëåìåíò. À
êîãäà I(d1) � íå ïîäìíîæåñòâî â D, òîãäà åãî äîïîëíåíèå � ïîäìíîæåñòâî â
D, è çíà÷èò, îáúåäèíåíèå âñåõ îñòàëüíûõ I(dj) ïðèíàäëåæèò óëüòðàôèëüòðó è
ìîæíî ìíîæåñòâî I(d1) èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ. Ïðîäîëæàÿ äàëåå óêîðà-
÷èâàòü ñïèñîê èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ ïðèõîäèì ê ñèòóàöèè, êîãäà â í¼ì îñòà¼òñÿ
òîëüêî îäíî ìíîæåñòâî.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå äåêàðòâîé ñòåïåíè Zω ñðåäè âñåõ ïîäòâåðæäà-
þùèõ ñåðòèôèêàòîâ ýòîé çàäà÷è, åñëè îíè ñóùåñòâóþò äëÿ äàííîãî a, îáÿçà-
òåëüíî íàéä¼òñÿ ïîñòîÿííûé ýëåìåíò. Ðàññìîòðèì ëþáîé èç ýòèõ ñåðòèôèêàòîâ
k. Ïóñòü d1, d2, . . . , dn � ýòî âñå òàêèå äåëèòåëè ÷èñëà a, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â
êà÷åñòâå ïðîåêöèé íà äåêàðòîâû ìíîæèòåëè ó ýëåìåíòà k è òàêèå, ÷òî êàæäûé
d2j äåëèò a. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ êîîðäèíàòà ñåðòèôèêàòà k äîëæíà áûòü
ðàâíà îäíîìó èç ýòèõ dj , è ñðåäè ïîñëåäíèõ îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ òàêîé ds, ó
êîòîðîãî d3s íå äåëèò ÷èñëî a. Òîãäà ds = (ds, ds, ds, . . .) � èñêîìûé ïîñòîÿííûé
ñåðòèôèêàò.

Ïðîâåä¼ííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü áèíàðíî-íåäåòåðìèíèðîâàííóþ
ÎÐÌ, äîïóñêàþùóþ ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó äëÿ ëþáîãî èç ýòèõ êîëåö. Ýòî,
íàïðèìåð, ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Âíà÷àëå ìàøèíà çàïîëíÿåò åäèíèöåé îäèí èç èíäåêñíûõ ðåãèñòðîâ. Çàòåì
îíà íåäåòåðìèíèðîâàííûì îáðàçîì çàïîëíÿåò íóëÿìè è åäèíèöàìè åù¼ íåñêî-
ëüêî ñëåäóþùèõ èíäåêñíûõ ðåãèñòðîâ. Êîëè÷åñòâî çàïîëíÿåìûõ èíäåêñíûõ
ðåãèñòðîâ òîæå îïðåäåëÿåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàíî, íàïðèìåð, òàê. Ïåðåä çà-
ïîëíåíèåì î÷åðåäíîãî èíäåêñíîãî ðåãèñòðà, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî (â ïåðâîì çà-
ïîëíÿåìîì óæå ñòîèò åäèíèöà), ìàøèíà âíà÷àëå íåäåòåðìèíèðîâàíî ïèøåò
òàì ëèáî íóëü, ëèáî åäèíèöó; åñëè çàïèñàëñÿ íóëü, òî ìàøèíà ïðåêðàùàåò çà-
ïîëíåíèå è ïåðåõîäèò ê äåòåðìèíèðîâàííîìó îêîí÷àíèþ, ñ÷èòàÿ ïðåäûäóùèé
ðåãèñòð ïîñëåäíèì çàïîëíåííûì, à êîãäà çàïèñàëàñü åäèíèöà, òîãäà ìàøèíà
ïîâòîðíî íåäåòåðìèíèðîâàíî ïèøåò òàì íóëü èëè åäèíèöó è ïåðåõîäèò ê çà-
ïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî èíäåêñíîãî ðåãèñòðà. Ðàçóìååòñÿ, ïðè ýòîì âû÷èñëåíèè
â îäíîì, ñïåöèàëüíî îòâåä¼ííîì äëÿ ýòîãî, èíäåêñíîì ðåãèñòðå, õðàíèòñÿ íî-
ìåð ïåðâîãî çàïîëíåííîãî ðåãèñòðà, à â ñëåäóþùåì � ëèáî íîìåð ïîñëåäíåãî,
ëèáî êîëè÷åñòâî çàïîëíåííûõ èíäåêñíûõ ðåãèñòðîâ. Íàáîð íóëåé è åäèíèö â
çàïîëíåííîì òàêèì íåäåòåðìèíèðîâàííûì îáðàçîì ìàññèâå èíäåêñíûõ ðåãè-
ñòðîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äâîè÷íàÿ çàïèñüþ íåêîòîðîãî ÷èñëà k > 0.

Çàòåì ìàøèíà äåòåðìèíèðîâàííî âû÷èñëÿåò ýëåìåíòû k2 è k3 è ñðàâíèâàåò
îñòàòêè rest(a,k2) è rest(a,k3) ñ íóë¼ì. Åñëè íóæíûé ýëåìåíò k ñóùåñòâóåò, òî
íàéä¼òñÿ òàêàÿ âåòâü âû÷èñëåíèé ìàøèíû, êîòîðàÿ îáíàðóæèâàåò åãî, à èìåí-
íî, ïîñëå ïîäòâåðæäåíèÿ òîãî, ÷òî rest(a,k2) = 0 è rest(a,k3) > 0, ýòà ìàøèíà
äîïóñêàåò âõîä a. Ïðè ýòîì íà âû÷èñëåíèå âåëè÷èí k2 è k3 ñ èñïîëüçîâàíè-
åì äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà k òðåáóåòñÿ O(log k) îïåðàöèé è íà ñîçäàíèå ñàìîé
çàïèñè â èíäåêñíûõ ðåãèñòðàõ íóæíî ïðèìåðíî ñòîëüêî æå äåéñòâèé. Ïîñêîëü-
êó íà âõîä ïîäà¼òñÿ âñåãî îäèí ýëåìåíò, à âðåìÿ ðàáîòû ìàøèíû çàâèñèò îò
âåëè÷èíû ÷èñëà k, òî îïèñàííûé ïðîöåññ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì.

Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî áèíàðíî-íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ÎÐÌ ìîæåò íàõîäèòü
ïîäòâåðæäàþùèé ñåðòèôèêàò k è êàêèì-òî èíûì ñïîñîáîì ïðè óñëîâèè åãî
ñóùåñòâîâàíèÿ, íî â ëþáîì ñëó÷àå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ áóäåò çàâèñåòü îò ÷èñëà
k è ïîòîìó áóäåò ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé, à íå ôèêñèðîâàííîé.

Â òî æå âðåìÿ, íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà îáùåãî âèäà ìîæåò ñðàçó çà-
ïèñàòü â îäíîì èç ðàáî÷èõ ðåãèñòðîâ ýëåìåíò k, à çàòåì îñóùåñòâèòü ïðîâåðêó,
èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé, ÷òî rest(a,k2) = 0 è rest(a,k3) > 0. □

5.2. Âû÷èñëåíèÿ íàä ïîëÿìè. Ïîñêîëüêó âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ëþáîãî
ïîëÿ ñóòü îáðàòèìûå, òî ñîãëàñíî îïèñàíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèè rest èç ïåðâîãî
ðàçäåëà, ýòà ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, è ïîýòîìó íåò ñìûñëà âêëþ-
÷àòü å¼ â ñèãíàòóðó.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåì ïî ñóòè îáûãðûâàåòñÿ òîò ïðî-
ñòîé ôàêò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ íàä ïîëÿìè ðàöèîíàëüíûõ, âåùåñòâåííûõ èëè
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë áèíàðíî-íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ÎÐÌ íå ìîæåò ïîëó÷èòü â
ðåãèñòðàõ íèêàêèõ èíûõ ÷èñåë êðîìå ðàöèîíàëüíûõ, åñëè åé íà âõîä ïîäàíû
òîëüêî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Òåîðåìà 8. ÊëàññûDNP èNP ðàçëè÷íû ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïîñðåäñòâîì ÎÐÌ
íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë êàê ñ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì (Q, 0, 1,+,−, ·,⩽),
òàê è áåç íåãî (Q, 0, 1,+,−, ·).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó: îïðåäåëèòü èçâëåêàåòñÿ ëè èç
äàííîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà a > 0 êâàäðàòíûé êîðåíü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
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äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Q åãî êâàäðàòíûé êîðåíü � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî äëÿ ïîäõîäÿùèõ öåëûõ ÷èñåë r è s âåðíî ðàâåíñòâî a = (r/s)2. Ïî-
ýòîìó èìååòñÿ áèíàðíî-íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ÎÐÌ, äîïóñêàþùàÿ âõîä a. Ýòà
ìàøèíà ìîæåò äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Îíà âíà÷àëå íåäåòåðìèíè-
ðîâàíî ñîçäà¼ò â èíäåêñíûõ ðåãèñòðàõ äâîè÷íûå çàïèñè ÷èñåë r è s, êàê ýòî
îïèñàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7, à çàòåì ïðîâåðÿåò âåðíîñòü ðàâåíñòâà
a · s2 = r2 è â çàâèñèìîñòè îò åãî èñòèííîñòè äîïóñêàåò èëè îòâåðãàåò âõîä.
Âðåìÿ ðàáîòû ýòîé ìàøèíû � ñóáëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû r + s.

Âðåìÿ ðàáîòû ëþáîé áèíàðíî-íåäåðìèíèðîâàííîé ÎÐÌ äëÿ ðåøåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è òàêæå äîëæíî ìåíÿòüñÿ ñ ðîñòîì ñóììû r + s, ñëåäîâà-
òåëüíî, âðåìÿ íå ìîæåò áûòü ïîëèíîìèàëüíûì.

Îäíàêî íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ÎÐÌ îáùåãî âèäà óæå íà ïåðâîì íåäåòåðìè-
íèðîâàííîì øàãå âû÷èñëåíèé ìîæåò çàïèñàòü â îäíîì èç ðåãèñòðîâ íåêîòîðîå
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî k è óáåäèâøèñü, ÷òî k2 = a, äîïóñòèòü âõîä a. □

Ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ äîïîëíè-
òåëüíûì îäíîìåñòíûì ïðåäèêàòîì Int, âûäåëÿþùèì öåëûå ÷èñëà, à èìåííî, â
ñèãíàòóðå (0, 1,+,−, ·, Int), Ïðè ýòîì â ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ìîæíî åù¼
äîáàâèòü ëèíåéíûé ïîðÿäîê ⩽.

Òåîðåìà 9. ÊëàññDNP ñîáñòâåííûé ïîäêëàññ âNP ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïîñðåä-
ñòâîì ÎÐÌ íàä ïîëÿìè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (R, 0, 1,+,−, ·, Int) è
(R, 0, 1,+,−, ·,⩽, Int), à òàêæå íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (C, 0, 1,+,−, ·, Int).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåìíîãî èçìåíèì çàäà÷ó èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåî-
ðåìû: ðàöèîíàëüíîå ëè ÷èñëî � êâàäðàòíûé êîðåíü äëÿ äàííîãî ïîëîæèòåëü-
íîãî a ∈ Q?

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Q ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñåë r è s,
äëÿ êîòîðûõ âåðíî ðàâåíñòâî a = (r/s)2. Òîãäà îïÿòü, äëÿ ëþáîé áèíàðíî-
íåäåðìèíèðîâàííîé ÎÐÌ ÷èñëî øàãîâ âû÷èñëåíèÿ ïàðû öåëûõ ÷èñåë (r, s),
ïîäòâåðæäàþùåãî ñåðòèôèêàòà äëÿ ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è, � ïåðåìåí-
íàÿ âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò r+s, è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì. Õîòÿ
èìååòñÿ íåáîëüøîå äîñòîèíñòâî âû÷èñëåíèé, ãåíåðèðóþùèõ äâîè÷íûå çàïèñè
÷èñåë r è s â èíäåêñíûõ ðåãèñòðàõ � íå èñïîëüçóåòñÿ ïðåäèêàò Int.

Ïîäîáíàÿ ãåíåðàöèÿ äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîé ÎÐÌ îáùåãî âèäà íå íóæíà.
Îíà ìîæåò ñðàçó íåäåòåðìèíèðîâàíî çàïèñàòü â ðàáî÷èõ ðåãèñòðàõ êàêèå-òî
äâà ÷èñëà r1 è s1, óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè öåëûå, à çàòåì ïîñëå ïðîâåðêè èñòèííîñòè
ðàâåíñòâà a · s21 = r21 äîïóñòèòü èëè îòâåðãíóòü âõîä a. □

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî îáåèõ òåîðåì ýòîãî ïîäðàçäåëà íå èçìåíèòñÿ,
åñëè â ñèãíàòóðû èññëåäóåìûõ ïîëåé ââåñòè îïåðàöèþ äåëåíèÿ, äîîïðåäåëèâ,
÷òî ðåçóëüòàò äåëåíèÿ íà íóëü ðàâåí, íàïðèìåð, íóëþ.
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