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Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

Àêñèîìû ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè

1. Ëþáûå äâå ðàçíûå òî÷êè èíöèäåíòíû åäèíñòâåííîé ïðÿìîé.

2. Ëþáûå äâå ðàçíûå ïðÿìûå èíöèäåíòíû åäèíñòâåííîé òî÷êå.

3. Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷åòûðå òî÷êè, ÷òî ïðÿìàÿ, èíöèäåíòíàÿ ëþáûì äâóì èç íèõ, íå
èíöèäåíòíà íè îäíîé èç äâóõ äðóãèõ. (Ñóùåñòâóåò ÷åòûð¼õóãîëüíèê.)

Ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè.
Ïëîñêîñòü èç 7 òî÷åê è 7 ïðÿìûõ íàø¼ë Äæèíî Ôàíî (1892).
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Ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ
Äâà ëàòèíñêèõ êâàäðàòà ïîðÿäêà q îðòîãîíàëüíû, åñëè âñå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ãî-

ìîëîãè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íû, ò. å. âñòðåòèëàñü êàæäàÿ èç q2 ïàð.

2 1 0

1 0 2

0 2 1

è

2 0 1

1 2 0

0 1 2

Îðòîãîíàëüíûå ëàòèíñêèå êâàäðàòû ðàññìàòðèâàëè êîðåéñêèé ìàòåìàòèê ×õâå Ñîê
×îí (Choi Seok-Jeong, 1646�1715) è Ëåîíàðä Ýéëåð (Leonhard Euler, 1707�1783) ïîñëå
1776 ãîäà, êîãäà æèë â Ñ.-Ïåòåðáóðãå. Ýéëåð áûë óâåðåí, ÷òî çàäà÷à î 36 îôèöåðàõ íå
èìååò ðåøåíèÿ, íî äîêàçàë Ãàñòîí Òàððè (Gaston Tarry, 1843�1913) â 1900 ãîäó. Åù¼:
Frolov M. Sur les permutations carr�ees. Journal de Math�ematiques Sp�eciales. 1890, t. 4.

Ê 1788 de Palluel èñïîëüçîâàë 4× 4 ëàòèíñêèå êâàäðàòû äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ çèìîâêè
îâåö. (Handbook of Combinatorial Designs. Taylor & Francis, 2007)

Â 1925 ãîäó Ðîíàëä Ôèøåð (Sir Ronald Aylmer Fisher, 1890�1962) ïðèìåíèë îðòîãî-
íàëüíûå ëàòèíñêèå êâàäðàòû äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Â 1896 ã. Ýëèàêèì Ãàñòèíãñ Ìóð (Eliakim Hastings Moore, 1862�1932), à â 1938 ã.
Ðàäæ ×àíäðà Áîóç (Raj Chandra Bose, 1901�1987) íàøëè ñâÿçü êîíå÷íûõ ïðîåêòèâíûõ
ïëîñêîñòåé ñ ïîëíûìè ñèñòåìàìè îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ.
Òåîðåìà (Bose, 1938)Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q ⩾ 3 ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷-

íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïîðÿäêà q ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ (q − 1) ïîïàðíî
îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ ïîðÿäêà q.
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Êîíôèãóðàöèè
Êîíå÷íàÿ ïëîñêîñòü � ñèììåòðè÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Ïëîñêîñòü Ôàíî � ýòî êîíôèãóðàöèÿ 73.
Ïàïïîâà êîíôèãóðàöèÿ 93. Äåçàðãîâà êîíôèãóðàöèÿ 103.
Èíòåðåñ ê ñèììåòðè÷íûì êîíôèãóðàöèÿì óñèëèëñÿ ïîñëå ðàáîò Ïëþêêåðà (Julius

Pl�ucker, 1801�1868). Ãëàäêàÿ êðèâàÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà èìååò 9 òî÷åê ïåðåãèáà, ïî òðè
òî÷êè íà êàæäîé èç 12 ïðÿìûõ.

Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

1. Èñõîäíîå ñîîáùåíèå � ïðÿìàÿ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

2. Ïåðåäàâàåìîå ñîîáùåíèå (êîäîâîå ñëîâî) � íàáîð òî÷åê íà îäíîé ïðÿìîé.

3. Ñòèðàþùèé êàíàë (íåêîòîðûå òî÷êè ïîòåðÿíû):
äîñòàòî÷íî äâóõ òî÷åê, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ïðÿìóþ.

4. Êàíàë ñ øóìîì (íåêîòîðûå òî÷êè çàìåíÿþòñÿ íà äðóãèå):
åñëè ñîõðàíèëîñü áîëüøå ïîëîâèíû òî÷åê íà ïðÿìîé, òî èñõîäíóþ ïðÿìóþ ìîæíî
âîññòàíîâèòü ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

5. Äåêîäèðîâàíèå � çàäà÷à ëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðóþ ëåãêî ðåøèòü.

6. Ìåòîä ýôôåêòèâåí, êîãäà ïëîñêîñòü êîíå÷íàÿ.

3



Ïåðâàÿ ïîëîâèíà XIX âåêà

Ðàáîòû î ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè, êîòîðûå íà÷àë Æàí-Âèêòîð Ïîíñåëå (Jean-Victor
Poncelet, 1788�1867), îòíîñÿòñÿ ê âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè, à ãåîìåòðèÿ íå
îòäåëÿåòñÿ îò ìàòåìàòèêè â öåëîì.

Ðàçâèòèå ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè êàê òàêîâîé, ñäåëàííîå â Geometrie der Lage (1847)
è ïîçæå â Beitr�age zur Geometrie der Lage (1856, 1857 è 1860) ôîí Øòàóäòîì (Karl
Georg Christian von Staudt, 1798�1867), íå áûëî âïîëíå ïîíÿòî ñîâðåìåííèêàìè. Ìíîãèå
ìàòåìàòèêè ñòàðàëèñü âíåñòè óòî÷íåíèÿ, ÷òîáû òî÷íåå îïèñàòü ñâîéñòâà ïðèâû÷íîé
âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè. Âåðîÿòíî, ìûñëü î êîíå÷íîé ïëîñêîñòè áûëà àáñóðäíîé.

Â ñåðåäèíå XIX âåêà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ Z/pZ.
Òîìàñ Êèðêìàí (Thomas Penyngton Kirkman, 1806�1895) ðàññìàòðèâàë êîìáèíàòîð-

íûå äèçàéíû, êîòîðûå ñåãîäíÿ ðàññìàòðèâàþò êàê êîíå÷íûå àôôèííûå (1850) è ïðîåê-
òèâíûå (1857) ïëîñêîñòè ïðîñòîãî ïîðÿäêà.

Îäíàêî ãåîìåòðè÷åñêóþ òåðìèíîëîãèþ Êèðêìàí íå èñïîëüçîâàë.

Kirkman T.P. Note on a unanswered prize question. Cambridge and Dublin Math. J.

1850. V. 5. P. 255�262.

Kirkman T.P. On the perfect r-partitions of r2 − r + 1. Transactions of the Historic
Society of Lancashire and Cheshire. 1857. P. 127�142.
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Äæèíî Ôàíî
Äæèíî Ôàíî (Gino Fano, 1871�1951) îòáðîñèë îãðàíè÷åíèÿ è ïîëó÷èë êîíå÷íóþ ïðî-

åêòèâíóþ ïëîñêîñòü. Äëÿ ìíîãèõ ãåîìåòðîâ ìûñëü î êîíå÷íîé ïëîñêîñòè áûëà àáñóðä-
íîé. Íî ýòî íå áûëî ñëèøêîì ñìåëûì â 1892 äëÿ Ôàíî, êîòîðûé â 1888 ãîäó ïîñòóïèë, à
22 èþíÿ 1892 ãîäà îêîí÷èë Òóðèíñêèé óíèâåðñèòåò, çàùèòèâ äèññåðòàöèþ. Â òîì æå ãî-
äó Ôàíî îïóáëèêîâàë ñèñòåìó àêñèîì ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè è êîíå÷íóþ ïðîåêòèâíóþ
ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ ñåìü òî÷åê è ñåìü ïðÿìûõ. Â 1893�1894 ãîäàõ Ôàíî ïîñåùàåò
ëåêöèè Ôåëèêñà Êëåéíà â Ã¼òòèíãåíå.

Äæèíî Ôàíî
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fano/

Ðàáîòà Äæèíî Ôàíî ñðàçó áûëà çàìå÷åíà ñîâðåìåííèêàìè.

5

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fano/


Ïîñòóëàòû Ýíðèêâåñà (1894)

Ôåäåðèãî Ýíðèêâåñ (Federigo Enriques, 1871�1946) áûë ðîâåñíèêîì Äæèíî Ôàíî.
Â 1891 ãîäó Ýíðèêâåñ îêîí÷èë Ïèçàíñêèé óíèâåðñèòåò, à â 1894�1902 ãîäàõ ðàáîòàë
â Áîëîíñêîì óíèâåðñèòåòå. Â 1894 ãîäó Ýíðèêâåñ ôîðìóëèðóåò ñåìü ïîñòóëàòîâ ãåî-
ìåòðèè òð¼õìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïëîñêîñòè, ïðÿìûå è òî÷êè � ôîðìû
òð¼õ âèäîâ. Ïîñòóëàò IV ãîâîðèò î áåñêîíå÷íîñòè.

IV. In una certa forma di 1a specie vi sono in�niti elementi.
Â îïðåäåë¼ííîé ôîðìå 1-ãî âèäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ.

Îäíàêî Ýíðèêâåñ ñðàçó äåëàåò çàìå÷àíèå, ññûëàÿñü íà Ôàíî, î íåîáÿçàòåëüíîñòè ýòîãî
îãðàíè÷åíèÿ.

La proposizione IV non �e subito necessaria perch�e (come ha avvertito il signor
Fano) lo sviluppo dalla prima parte della geometria di posizione �e indipendente da
tale ipotesi; ma occorrendo essa in seguito l'abbiano posta subito per semplicit�a.
Ïîñòóëàò IV íå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íåîáõîäèìûì, ïîñêîëüêó (êàê óêà-
çàë ñåíüîð Ôàíî) ðàçâèòèå ïåðâîé ÷àñòè ãåîìåòðèè ïîëîæåíèÿ íå çàâèñèò îò
ýòîé ãèïîòåçû; íî ïîñêîëüêó ýòî ïîòðåáóåòñÿ ïîçæå, ìû ñðàçó äîáàâèëè ýòî
äëÿ ïðîñòîòû.

Enriques F. Sui fondamenti della geometria proiettiva. Rendiconti R. Ist. Lombardo Sci. e
Lett. 1894. (II) XXVII. P. 550�567.
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Êîíå÷íûå ïîëÿ

Â 1893 ãîäó êëàññèôèêàöèþ êîíå÷íûõ ïîëåé ïîëó÷èë Ýëèàêèì Ãàñòèíãñ Ìóð
(Eliakim Hastings Moore, 1862�1932), ðàáîòàâøèé â ×èêàãî.
Moore E.H. Mathematical Papers, Chicago Congress of 1893, pp. 210�226.
Êîíå÷íîå ïîëå ñîäåðæèò pk ýëåìåíòîâ, ãäå p ïðîñòîå, è ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà

çàäàíî ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Èíûìè ñëîâàìè, ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå � ïîëå Ãàëóà.
Ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå ïîëó÷àåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì êîðíÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà

íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ öèêëè÷åñêàÿ.

Â 1896 ãîäó Ìóð ïóáëèêóåò Tactical Memoranda, ãäå ñòðîèò ïîëíûå ñèñòåìû âçàèìíî
îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ, èñïîëüçóÿ êîíå÷íûå ïîëÿ.
Moore E.H. Tactical Memoranda I�III. Amer. J. Math. 1896. V. 18. P. 264�303.

Ý. Ã. Ìóð
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Moore_Eliakim/
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Ô¼äîð Ýäóàðäîâè÷ Ìîëèí

Ô¼äîð Ýäóàðäîâè÷ Ìîëèí (Theodor Georg Andreas Molien, 1861�1941) èçó÷àë áåñêî-
íå÷íûå àññîöèàòèâíûå àëãåáðû.

Ô.Ý. Ìîëèí ðîäèëñÿ 10 ñåíòÿáðÿ 1861 ã. â Ðèãå, îêîí÷èë Ðèæñêóþ ãèìíàçèþ, â 1880 ã.
ïîñòóïàåò íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Äåðïòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Äî 1901 ã.
íà ïðîòÿæåíèè 15 ëåò Ô.Ý. Ìîëèí ðàáîòàë íà êàôåäðå ÷èñòîé ìàòåìàòèêè Äåðïòñêîãî
(ñ 1893 ã. Þðüåâñêîãî) óíèâåðñèòåòà. Â 1900 ã. Ô.Ý. Ìîëèí ïîëó÷èë ïðèãëàøåíèå ðó-
êîâîäèòü êàôåäðîé ìàòåìàòèêè â îòêðûâøåìñÿ â Òîìñêå Òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå.

Ô.Ý. Ìîëèí
Àëåêñàíäðîâ È.À., Êðûëîâ Ï.À. Ô.Ý. Ìîëèí � ó÷åíûé è ïåäàãîã. Âåñòí.

Òîìñê. ãîñ. óí-òà. Ìàòåì. è ìåõ. 2011. � 3(15). Ñ. 6�11.
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Òåîðåìà Ïàïïà áûëà èçâåñòíà â III âåêå. Òåîðåìó Ïàïïà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ïàñêàëÿ. Ìíîãèå àâòîðû íàçûâàþò òåîðåìó Ïàïïà òåîðåìîé
Ïàñêàëÿ, â ÷àñòíîñòè, íà ýòî óêàçûâàåò À.Â. Âàñèëüåâ (1923).

Ðàáîòà Ïàïïà áûëà ïåðåâåäåíà íà ëàòûíü êîììåíòàòîðîì Ôåäåðèêî Êîììàíäèíî
(Federico Commandino, 1509�1575) è îïóáëèêîâàíà â 1588 ã.
Òåîðåìà Ïàïïà. Ïóñòü òî÷êè P1, P2 è P3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à òî÷êè P ′

1,

P ′
2 è P ′

3 ëåæàò íà äðóãîé ïðÿìîé. Ïóñòü òðè ïðÿìûå P1P
′
2, P1P

′
3 è P2P

′
3 ïåðåñåêàþò

òðè ïðÿìûå P ′
1P2, P

′
1P3 è P ′

2P3 ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ P12, P13 è P23. Òîãäà òî÷êè

P12, P13 è P23 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà Äåçàðãà èçâåñòíà ñ XVII âåêà.
Äâà òðåóãîëüíèêà P1P2P3 è P ′

1P
′
2P

′
3 ïåðñïåêòèâíû (èç òî÷êè), åñëè ïðÿìûå, ñîåäèíÿ-

þùèå ñîîòâåòñòâåííûå âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ, ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó O.
Òåîðåìà Äåçàðãà. Åñëè äâà òðåóãîëüíèêà P1P2P3 è P ′

1P
′
2P

′
3 ïåðñïåêòèâíû, òî êîë-

ëèíåàðíû òðè òî÷êè P12, P13 è P23 ïåðåñå÷åíèÿ ïàð ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ïàðû ñîîò-

âåòñòâåííûõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ.

Òåîðåìà Ïàïïà âëå÷¼ò òåîðåìó Äåçàðãà (Hilbert, 1899; Hessenberg, 1905).
Äëÿ êîíå÷íûõ ïëîñêîñòåé òåîðåìû Äåçàðãà è Ïàïïà ýêâèâàëåíòíû. Ýòî ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå òåëî êîììóòàòèâíî, ò. å. ýòî ïîëå.
Íåäåçàðãîâà ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü íå ìîæåò áûòü âëîæåíà â ïðîåêòèâ-

íîå ïðîñòðàíñòâî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.
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Òåîðåìà Äåçàðãà. Åñëè äâà òðåóãîëüíèêà P1P2P3 è P ′
1P

′
2P

′
3 ïåðñïåêòèâíû, òî êîë-

ëèíåàðíû òðè òî÷êè P12, P13 è P23 ïåðåñå÷åíèÿ ïàð ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ïàðû ñîîò-

âåòñòâåííûõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ.
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Íåçàâèñèìîñòü òåîðåì Ïàïïà è Äåçàðãà îò àêñèîì èíöèäåíòíîñòè âïåðâûå (1891) îò-
ìåòèë Ãåðìàí Âèíåð (Hermann Ludwig Gustav Wiener, 1857�1939), ïðèâàòäîöåíò (1885�
1894) Ãàëëå-Âèòòåíáåðãñêîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ìàðòèíà Ëþòåðà
(Martin-Luther-Universit�at Halle-Wittenberg).

Ã. Âèíåð
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Wiener_Hermann/

18 ñåíòÿáðÿ 1890 Âèíåð ñòàë îäíèì èç îñíîâàòåëåé Íåìåöêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îá-
ùåñòâà (die Deutsche Mathematiker-Vereinigung).
Wiener H. Ueber Grundlagen und Aufbau der Geometrie. Jahresbericht der Deutschen

Mathematiker-Vereinigung. 1890/91. V. 1. P. 45�48.
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Âèíåð íå ðàññìàòðèâàåò íèêàêóþ ñèñòåìó àêñèîì â ïðèâû÷íîì äëÿ íàñ âèäå, à èñ-
ïîëüçóåò ëèøü íàáîð äîïóñòèìûõ îïåðàöèé. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò îí ôîðìóëèðóåò òàê:

Beispiele:
1) Der Satz von Desargues �uber perspective Dreiecke.
2) Der auf das Geradenpaar bezogene Pascal'sche Satz.
Der Beweis dieser S�atze kann nicht aus den gegebenen Objecten und Operationen
gef�uhrt werden, d.h. dieses Gebiet der Geometrie ist kein in sich begr�undetes.
Entnimmt man aber den Beweis irgend eines solchen Satzes (oder auch mehrerer)
einem anderen Gebiete, so l�asst sich durch Wiederholung dieses Satzes (bezw. der
S�atze) ein begrenztes Gebiet der ebenen Geometrie herleiten.

Ïðèìåðû:
1) Òåîðåìà Äåçàðãà î ïåðñïåêòèâíûõ òðåóãîëüíèêàõ.
2) Òåîðåìà Ïàñêàëÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïàðîé ïðÿìûõ.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òåîðåì íå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïîñðåäñòâîì äàííûõ
îáúåêòîâ è îïåðàöèé, ò.å. ýòà îáëàñòü ãåîìåòðèè íå ÿâëÿåòñÿ ïî ñâîåé ñóòè îáîñ-
íîâàííîé. Íî åñëè âçÿòü äîêàçàòåëüñòâî ëþáîé òàêîé òåîðåìû (èëè íåñêîëü-
êèõ) èç äðóãîé îáëàñòè, òî ïóò¼ì ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðåìû
(èëè òåîðåì) ìîæíî ïîëó÷èòü îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ãåîìåòðèè ïëîñêîñòè.
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Ñëåäóþùèé øàã ñäåëàë Äàâèä Ãèëüáåðò â 1899 ãîäó â êíèãåGrundlagen der Geometrie.
Â íåé ïîñòðîåí ïðèìåð íåäåçàðãîâîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé ãðóïïàì àêñèîì ñî-
÷åòàíèÿ (èíöèäåíòíîñòè) íà ïëîñêîñòè, ïîðÿäêà, ïàðàëëåëüíîñòè è íåïðåðûâíîñòè.
Ýòà ïëîñêîñòü íå âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, ïîñêîëüêó òåîðå-
ìó Äåçàðãà ëåãêî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî.
Àêñèîìû Ãèëüáåðòà îïèñûâàþò àôôèííóþ ïëîñêîñòü, íî ëåãêî ïîñòðîèòü ïðîåêòèâíîå
çàìûêàíèå, äîáàâèâ íåñîáñòâåííóþ ïðÿìóþ.

Äðóãîé ðåçóëüòàò Ãèëüáåðòà ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè ñîïîñòàâèòü äåçàðãîâîé ïëîñêî-
ñòè òåëî, ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäóò êîîðäèíàòàìè. Êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ, êîãäà
òåëî áóäåò ïîëåì, ýêâèâàëåíòíà âûïîëíèìîñòè òåîðåìû Ïàïïà. Â ÷àñòíîñòè, êâàòåðíè-
îííàÿ ïëîñêîñòü äåçàðãîâà, íî äëÿ íå¼ òåîðåìà Ïàïïà íå âûïîëíåíà.

Êíèãà Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè Ãèëüáåðòà â ïåðåâîäå íà ðóññêèé ïóáëèêóåòñÿ â 1923 ãî-
äó â Ïåòðîãðàäå (êíèãîèçäàòåëüñòâî �Ñåÿòåëü� Å.Â. Âûñîöêîãî). Ïåðåâîä ñäåëàí ñ 5-ãî
èçäàíèÿ. Ðóññêîå èçäàíèå âêëþ÷àåò áîëüøóþ (24 ñòð.) âñòóïèòåëüíóþ ñòàòüþ Àëåê-
ñàíäðà Âàñèëüåâè÷à Âàñèëüåâà (1853�1929), â êîòîðîé ðàññìîòðåíà èñòîðèÿ àêñèîìàòè-
÷åñêîãî ïîäõîäà â ãåîìåòðèè. Â ÷àñòíîñòè, îòìå÷àåòñÿ âàæíîñòü ðàáîò Ëîáà÷åâñêîãî,
ôîí Øòàóäòà è Âèíåðà.
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Ïëîñêîñòü Ìîóëòîíà

Èçÿùíûé ïðèìåð íåäåçàðãîâîé ïëîñêîñòè íàø¼ë àìåðèêàíñêèé àñòðîíîì Ôîðåñò Ðýé
Ìîóëòîí (Forest Ray Moulton, 1872�1952), ïðåäñòàâèâøèé ñâîþ ðàáîòó 2 ÿíâàðÿ 1902
ãîäà. Ìîóëòîí ññûëàåòñÿ íà Âèíåðà è Ãèëüáåðòà.

Ðàññìîòðèì îáû÷íóþ âåùåñòâåííóþ àôôèííóþ ïëîñêîñòü ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé
êîîðäèíàò. Îñü àáñöèññ äåëèò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè. Êàæäóþ ïðÿìóþ, èìå-
þùóþ ïîëîæèòåëüíûé íàêëîí ê îñè àáñöèññ, èçìåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: å¼ ëó÷,
ëåæàùèé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, çàìåíèì ëó÷îì, èìåþùèì âäâîå ìåíüøèé óãëîâîé
êîýôôèöèåíò: tgθ = 2tgθ′. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ ïðÿìàÿ èçëàìûâàåòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ñ
îñüþ àáñöèññ, à ïîëó÷åííàÿ ëîìàíàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðÿìàÿ íîâîé ìîäåëè. Âñå
îñòàëüíûå ïðÿìûå, âêëþ÷àÿ ïàðàëëåëüíûå îñè àáñöèññ, îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Âñëåä çà
Ãèëüáåðòîì, Ìîóëòîí ðàññìàòðèâàåò àôôèííóþ ïëîñêîñòü, íî îíà ìîæåò áûòü äîïîëíå-
íà íåñîáñòâåííîé ïðÿìîé, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü. Íà îïðåäåë¼ííîé
òàê ïëîñêîñòè Ìîóëòîíà âûïîëíåíû âñå àêñèîìû èíöèäåíòíîñòè. Íî íà íåé íå âûïîë-
íÿåòñÿ òåîðåìà Äåçàðãà. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êîíôèãóðàöèþ 103 äåñÿòè òî÷åê èç
òåîðåìû Äåçàðãà, èç êîòîðûõ ëèøü îäíà ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ïðè÷¼ì èç
òð¼õ ïðÿìûõ êîíôèãóðàöèè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó òî÷êó âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, òîëü-
êî îäíà èìååò ïîëîæèòåëüíûé íàêëîí. Èçëîì ýòîé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè Ìîóëòîíà ïî
ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íîé ïëîñêîñòüþ âûçîâåò íàðóøåíèå òåîðåìû Äåçàðãà.
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Moulton F.R.A simple non-Desarguesian plane geometry. Transactions of the American
Mathematical Society. 1902. V. 3. P. 192�195.

Ôîðåñò Ðýé Ìîóëòîí (Forest Ray Moulton, 1872�1952)
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Moulton/
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Òåîðåìû Ïàïïà è Äåçàðãà

Â XX âåêå ïîèñê íîâûõ àêñèîìàòèçàöèé äëÿ ðàçäåëîâ ãåîìåòðèè ïðîäîëæàëñÿ.
Íà÷èíàÿ ñ 1902 ãîäà Âåíèàìèí Êàãàí ïóáëèêóåò ðàáîòû ïî àêñèîìàòèçàöèè Åâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè, ýòà òåìà ðàññìîòðåíà â åãî ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè (1907).

Îñâàëüä Âåáëåí (Oswald Veblen, 1880�1960) â 1903 ãîäó çàùèòèë äèññåðòàöèþ �A
System of Axioms for Geometry� ïîä ðóêîâîäñòâîì Ýëèàêèìà Ìóðà (Eliakim H. Moore,
1862�1932).

Ãåðõàðä Õåññåíáåðã (Gerhard Hessenberg, 1874�1925) äîêàçàë â 1905 ãîäó, ÷òî òåîðåìà
Äåçàðãà ñëåäóåò èç òåîðåìû Ïàïïà.
Hessenberg G. Beweis des Desarguesschen Satzes aus dem Pascalschen. Mathematische

Annalen. 1905. V. 61. No. 2. P. 161�172.

Â òî æå âðåìÿ Äæîçåô Âåääåðáàðí (Joseph Henry Maclagan Wedderburn, 1882�1948),
áûâøèé â 1904�1905 ãîäû â Óíèâåðñèòåòå ×èêàãî, äîêàçàë, ÷òî êàæäîå êîíå÷íîå òåëî
êîììóòàòèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, â êîíå÷íîé äåçàðãîâîé ïëîñêîñòè âåðíà òåîðåìà Ïàïïà.

Äðóãèå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû î êîììóòàòèâíîñòè êîíå÷íîãî òåëà áûëè íàéäå-
íû Ëåîíàðäîì Äèêñîíîì, Ýìèëåì Àðòèíîì è Ãàíñîì Öàññåíõàóçîì. Íî áîëåå êðàñèâîå
íàø¼ë Ýðíñò Âèòò â 1931 ãîäó. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî âîøëî â Êíèãó.
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Ïëîñêîñòè Ãàëóà

Õîòÿ êîíå÷íóþ ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü ïîñòðîèë Ôàíî â 1892 ãîäó, äîëãîå âðåìÿ
îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íîé íåäåçàðãîâîé ïëîñêîñòè.

Íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïîðÿäêà q
êàæäàÿ ïðÿìàÿ èíöèäåíòíà q + 1 òî÷êàì è
êàæäàÿ ïðÿìàÿ èíöèäåíòíà q + 1 ïðÿìûì.
Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî òî÷åê ðàâíî q2 + q + 1.

Åñëè ïîðÿäîê q = pk ðàâåí ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà p, òî ñóùåñòâóåò äåçàðãîâà ïðîåê-
òèâíàÿ ïëîñêîñòü ïîðÿäêà q. Òàêæå íà ýòîé ïëîñêîñòè âåðíà òåîðåìà Ïàïïà. Ýòà ïëîñ-
êîñòü ñòðîèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ, íî íàä êîíå÷íûì
ïîëåì. Îáðàòíî, äåçàðãîâû êîíå÷íûå ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè äîïóñêàþò åäèíîîáðàçíîå
îïèñàíèå. Ïîðÿäîê òàêîé ïëîñêîñòè ðàâåí ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà.
Veblen O., Bussey W.H. Finite projective geometries. Trans AMS. 1906. P. 241�259.

Ïðåäñòàâëåíî 22 àïðåëÿ 1905.

Òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóþò êëàññàì ýêâèâàëåíòíûõ òðîåê (x, y, z),
ñðåäè êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí îòëè÷åí îò íóëÿ. Äëÿ íåíóëåâîãî ýëåìåíòà κ äâå òðîéêè
êîîðäèíàò (x, y, z) è (κx, κy, κz) îïðåäåëÿþò îäíó òî÷êó.

Ïðÿìûå ñîñòîÿò èç òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîðîäíîìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ âè-
äà xa+ yb+ zc = 0, ãäå íå âñå êîýôôèöèåíòû íóëåâûå.
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Êîíå÷íûå íåäåçàðãîâû ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëåíû 22 àïðåëÿ 1905 ãîäà è îïóá-
ëèêîâàíû â 1907 ãîäó ìîëîäûìè ìàòåìàòèêàìè � ãåîìåòðîì Îñâàëüäîì Âåáëåíîì è
àëãåáðàèñòîì Äæîçåôîì Âåääåðáàðíîì. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïîñòðîèëè íåäåçàðãîâó ïðî-
åêòèâíóþ ïëîñêîñòü ïîðÿäêà 9. Ýòà ïëîñêîñòü ñîäåðæèò 91 òî÷êó è 91 ïðÿìóþ.

Ïîçæå áûëî äîêàçàíî, ÷òî íàèìåíüøèé ïîðÿäîê íåäåçàðãîâîé ïëîñêîñòè ðàâåí 9.
Ñòàòüÿ Âåáëåíà è Âåääåðáàðíà (1907) ñîäåðæèò ôîðìóëèðîâêó òð¼õ àêñèîì ïðîåê-

òèâíîé ïëîñêîñòè.

1. Äëÿ äâóõ òî÷åê A è B ñóùåñòâóåò (α) îäíî è (β) òîëüêî îäíî ìíîæåñòâî òî÷åê,
íàçûâàåìîå ëèíèåé è ñîäåðæàùåå îáå òî÷êè A è B.

2. Äëÿ äâóõ ëèíèé a è b ñóùåñòâóåò (α) îäíà è (β) òîëüêî îäíà òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ
îáåèì ëèíèÿì a è b.

3. Êàæäàÿ ëèíèÿ ñîäåðæèò õîòÿ áû òðè òî÷êè.

Àâòîðû îòìå÷àþò, ÷òî óñëîâèå 2(β) ñëåäóåò èç óñëîâèé 2(α) è 1(β). Çàìåòèì, ÷òî ñå-
ãîäíÿ îáùåïðèíÿòî äðóãîå îïðåäåëåíèå, â êîòîðîì âìåñòî òðåòüåãî óñëîâèÿ òðåáóåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå ÷åòûð¼õ òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Äåçàðãîâà ïëîñêîñòü çàäàíà íàä òåëîì, à Âåáëåí è Âåääåðáàðí âçÿëè àëãåáðó, êîòî-
ðóþ íåçàäîëãî äî òîãî ðàññìîòðåë Ëåîíàðä Þäæèí Äèêñîí (Leonard Eugene Dickson,
1874�1954). Ïðåäëîæåíû äâå êîíñòðóêöèè íåäåçàðãîâûõ ïëîñêîñòåé ïîðÿäêà 9.
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Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ òðè.
Åãî ýëåìåíòàìè ñëóæàò ëèíåéíûå êîìáèíàöèè a+ bj, ãäå a è b ïðîáåãàþò ïîëå èç òð¼õ
ýëåìåíòîâ {0, 1, 2} ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ïî ìîäóëþ òðè, à ÷åðåç j îáîçíà÷åí íîâûé
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå, ïîëàãàÿ j2 = 2 è â îáùåì ñëó÷àå

(a+ bj)(c+ dj) =

{
(ac− bd) + (bc+ ad)j, a2 + b2 ∈ {0, 1}
(ac+ bd) + (bc− ad)j, a2 + b2 = 2

Ìû ïðåäïîëàãàåì îïåðàöèè ïî ìîäóëþ òðè, íå óêàçûâàÿ (mod 3).
Íåòðèâèàëüíàÿ ÷àñòü òàáëèöû óìíîæåíèÿ òàêîâà:

× 2 j 2j 1 + j 1 + 2j 2 + j 2 + 2j

2 1 2j j 2 + 2j 2 + j 1 + 2j 1 + j
j 2j 2 1 2 + j 1 + j 2 + 2j 1 + 2j
2j j 1 2 1 + 2j 2 + 2j 1 + j 2 + j

1 + j 2 + 2j 1 + 2j 2 + j 2 2j j 1
1 + 2j 2 + j 2 + 2j 1 + j j 2 1 2j
2 + j 1 + 2j 1 + j 2 + 2j 2j 1 2 j
2 + 2j 1 + j 2 + j 1 + 2j 1 j 2j 2

Òàê îïðåäåëåíà àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì èç äåâÿòè ýëåìåíòîâ:

{0, 1, 2, j, 2j, 1 + j, 1 + 2j, 2 + j, 2 + 2j}.
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Ýòà àëãåáðà íåêîììóòàòèâíàÿ, õîòÿ âûïîëíåíî ñâîéñòâî xy = ±yx.
Âûïîëíÿåòñÿ ëåâàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü x(y + z) = xy + xz, íî íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ
ïðàâàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, (y+z)x ̸= yx+zx. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ àëãåáðà íå ÿâëÿåòñÿ
òåëîì. Êàê èçâåñòíî, êîíå÷íîå òåëî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, íî çäåñü íåò ïðîòèâîðå÷èÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ

{±1,±i,±j,±k},

ãäå i = 1 + j è k = 1 + 2j. Òîãäà i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i è
ki = −ik = j.

Òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóþò êëàññàì ýêâèâàëåíòíûõ òðîåê (x, y, z)
ýëåìåíòîâ àëãåáðû, ñðåäè êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí îòëè÷åí îò íóëÿ. Äëÿ íåíóëåâîãî ýëå-
ìåíòà κ äâå òðîéêè êîîðäèíàò (x, y, z) è (κx, κy, κz) îïðåäåëÿþò îäíó òî÷êó. Âñåãî 91
òî÷êà.

Ïåðâàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ëèíèè îïðåäåëÿþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè. Â îòëè÷èå îò
îáû÷íîé ãåîìåòðèè, çäåñü âàæíî ìåñòî êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Àâòîðû
ïðåäëàãàþò ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ: 81 âèäà x+ yb+ zc = 0, äåâÿòü âèäà
y+zc = 0 è åù¼ z = 0. Èòîãî, ïîëó÷èòñÿ 91 ëèíèÿ ïî 10 òî÷åê â êàæäîé. Òàê îïðåäåëåíà
íåäåçàðãîâà ïëîñêîñòü ïîðÿäêà 9.
Veblen O., Maclagan-Wedderburn J.H.Non-Desarguesian and non-Pascalian geometries.
Trans. Amer. Math. Soc. 1907. V. 8. P. 379�388.
https://doi.org/10.1090/S0002-9947-1907-1500792-1
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Âòîðàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå òî÷åê ñ ïåðèîäîì 13

(x, y, z) 7→ (x+ z, 2x, 2y + 2z)

ïåðåâîäèò òî÷êó â òî÷êó, íî íå âñåãäà ïåðåâîäèò ëèíèþ â ëèíèþ. Íàïðèìåð, òðè òî÷êè
(1, 0, 0), (0, j, 1) è (j, j, 1), ëåæàùèå íà îäíîé ëèíèè yj+z = 0, ïåðåõîäÿò â òî÷êè (1, 2, 0),
(1, 0, 2+2j) è (1+ j, 2j, 2+2j), èç êîòîðûõ ïåðâûå äâå òî÷êè ëåæàò íà ëèíèè, çàäàííîé
óðàâíåíèåì x(1 + j) + y(1 + j) + z = 0, íî òðåòüÿ òî÷êà íå ëåæèò íà ýòîé ëèíèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A0, B0, . . . , G0 ñåìü òî÷åê ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè (2, 0, 1),
(2+2j, j, 1), (2+j, 2j, 1), (1+2j, 1+j, 1), (j, 2+2j, 1), (1+j, 1+2j, 1), (2j, 2+j, 1). ×åðåç
Ak, Bk, . . . , Gk äëÿ k < 13 îáîçíà÷èì òî÷êè, ïîëó÷åííûå k-îé ñòåïåíüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ìû ïîëó÷èì ñåìü ëèíèé íîâîé ãåîìåòðèè:

x+ y + z = 0 : A0A1A3A9B0C0D0E0F0G0

x+ yj + z = 0 : A0B1B8D3D11E2E5E6G7G9

x+ y(2j) + z = 0 : A0C1C8E7E9F3F11G2G5G6

x+ y(1 + j) + z = 0 : A0B7B9D1D8F2F5F6G3G11

x+ y(2 + 2j) + z = 0 : A0B2B5B6C3C11E1E8F7F9

x+ y(1 + 2j) + z = 0 : A0C7C9D2D5D6E3E11F1F8

x+ y(2 + j) + z = 0 : A0B3B11C2C5C6D7D9G1G8.

Ýòè ñåìü ëèíèé ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå A0.
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Ïðåîáðàçîâàíèå è åãî ñòåïåíè äàäóò 84 äðóãèõ ëèíèé. Ïðè ýòîì íîâûå ëèíèè ïîëó-
÷àþòñÿ èç óêàçàííûõ ñåìè ëèíèé ñäâèãîì èíäåêñîâ ïî ìîäóëþ 13. Èòîãî, ïîëó÷èòñÿ 91
ëèíèÿ ïî 10 òî÷åê â êàæäîé. Òàê îïðåäåëåíà íåäåçàðãîâà ïëîñêîñòü ïîðÿäêà 9.

Veblen O., Maclagan-Wedderburn J.H.Non-Desarguesian and non-Pascalian geometries.
Trans. Amer. Math. Soc. 1907. V. 8. P. 379�388.
https://doi.org/10.1090/S0002-9947-1907-1500792-1

Îñâàëüä Âåáëåí (Oswald Veblen, 1880�1960)
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Veblen/
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Êîíå÷íûå ïî÷òè-ïîëÿ (Öàññåíõàóç, 1935)

(Q; +, ·, 0) � ëåâîå ïî÷òè-ïîëå, åñëè (Q; +, 0) � àáåëåâà ãðóïïà, Q∗ � ãðóïïà, äèñ-
òðèáóòèâíîñòü ñëåâà c(a + b) = ca + cb, âûïîëíåíî 0 · a = 0 è óðàâíåíèå ax = bx + c

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî äëÿ âñåõ a ̸= b.
Íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû êîíå÷íûõ ïî÷òè-ïîëåé íàø¼ë Äèêñîí (1905).
Â 1935 ãîäó Ãàíñ Öàññåíõàóç (Hans Julius Zassenhaus, 1912�1991) êëàññèôèöèðî-

âàë êîíå÷íûå ïî÷òè-ïîëÿ. Êðîìå ïîëåé, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ
ïî÷òè-ïîëåé Äèêñîíà, ïîðîæäàåìûõ äâóìÿ ýëåìåíòàìè. È åù¼ 7 äðóãèõ êîíå÷íûõ ïî÷òè-
ïîëåé ïîðÿäêà p2, ãäå p ∈ {5, 7, 11, 23, 29, 59}, à äëÿ p = 11 äâà ïî÷òè-ïîëÿ.
Zassenhaus H. �Uber endliche Fastk�orper. Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar

der Universit�at Hamburg. 1935. V. 11. P. 187�220.
https://doi.org/10.1007/BF02940723

Ãàíñ Öàññåíõàóç (Hans Julius Zassenhaus, 1912�1991)
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Zassenhaus/
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Ðàáîòû 1940-õ

Íîâûå íåäåçàðãîâû ïëîñêîñòè íàø¼ë Ìàðøàëë Õîëë (Marshall Hall, 1910�1990).
Hall M. Projective planes. Transactions of the American Mathematical Society. 1943. V. 54.
No. 2. P. 229�277. Presented to the Society, September 10, 1940.

Ì. Õîëë
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hall_Marshall/

Â 1949 ãîäó Ðè÷àðä Õüþáåðò Áðóê (Richard Hubert Bruck, 1914�1991) è Ãåðáåðò Äæîí
Ðàéçåð (Herbert John Ryser, 1923�1985) íàøëè îãðàíè÷åíèÿ íà ïîðÿäîê êîíå÷íîé ïðî-
åêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà Áðóêà�Ðàéçåðà. Åñëè n ≡ 1 èëè 2 (mod 4) è ñâîáîäíàÿ îò êâàäðàòîâ

÷àñòü ÷èñëà n ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ïðîñòîé ìíîæèòåëü âèäà 4k + 3, òî íå ñó-

ùåñòâóåò êîíå÷íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïîðÿäêà n.

Â ÷àñòíîñòè, íå ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïîðÿäêà 6 èëè 14.
Bruck R.H., Ryser J.H. The non-existence of certain �nite projective planes. Canadian

Journal of Mathematics. 1949. V. 1. P. 88�93.
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Parshall K.H. De�ning a mathematical research school: the case of algebra at the
University of Chicago, 1892�1945. Historia Mathematica. 2004. V. 31. P. 263�278.

Îáçîðû êîíå÷íûõ ïëîñêîñòåé:

Êàðòåñè Ô. Ââåäåíèå â êîíå÷íûå ãåîìåòðèè. / Ïåð. ñ àíãë. Ô.Ë. Âàðïàõîâñêîãî è
À.Ñ. Ñîëîäîâíèêîâà. Ì.: Íàóêà, 1980. 320 ñ.

Weibel Ch. Survey of non-Desarguesian planes. Notices of the AMS. 2007. V. 54. No. 10.
P. 1294�1303.

Coulborn C.J., Dinitz J.H. (eds) Handbook of Combinatorial Designs. Taylor &
Francis, 2007.

Êëàññèôèêàöèÿ ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé ïîðÿäêà 25:

Stoichev S.D., Gezek M. Unitals in projective planes of order 25. Mathematics in

Computer Science. 2023. V. 17. No. 5. P. 1�19.

Ïî÷òè-ïîëÿ è êâàçèïîëÿ, âêëþ÷àÿ èñòîðè÷åñêóþ ñïðàâêó:

Êðàâöîâà Î.Â., Ëåâ÷óê Â.Ì. Âîïðîñû ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ïî÷òè-ïîëåé. Òð.
ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ. 2019. Ò. 25. Âûï. 4. Ñ. 107�117.

Êðàâöîâà Î.Â., Ëîãèíîâà Â.Ñ. Âîïðîñû ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ êâàçèïîëåé Õîëëà.
Òð. ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ. 2024. Ò. 30. Âûï. 1. Ñ. 128�141.

Áëàãîäàðþ çà âíèìàíèå!
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Àííîòàöèÿ

Áëèçêèå ê òåìå äîêëàäà ðåçóëüòàòû îá îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòàõ áûëè
èçâåñòíû óæå â XVIII âåêå. Èõ ïîëó÷èëè êîðåéñêèé ìàòåìàòèê ×õâå Ñîê ×îí (Choi
Seok-Jeong, 1646�1715) è ïîçæå Ëåîíàðä Ýéëåð (Leonhard Euler, 1707�1783). Â ñåðåäèíå
XIX âåêà ñèììåòðè÷íûå êîíôèãóðàöèè, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå
ïîíÿòèÿ êîíå÷íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, èçó÷àþò Þëèóñ Ïëþêêåð (Julius Pl�ucker,
1801�1868), Õðèñòèàí ôîí Øòàóäò (Karl Georg Christian von Staudt, 1798�1867), Òîìàñ
Êèðêìàí (Thomas Penyngton Kirkman, 1806�1895) è äðóãèå ìàòåìàòèêè. Íî ìû ïîäðîá-
íî ðàññìîòðèì èññëåäîâàíèÿ êîíå÷íûõ ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé, íà÷èíàÿ ñ äîñòèæåíèé
Ãåðìàíà Âèíåðà (Hermann Wiener, 1857�1939), Äæèíî Ôàíî (Gino Fano, 1871�1951), Ôå-
äåðèãî Ýíðèêâåñà (Federigo Enriques, 1871�1946), Ýëèàêèìà Ìóðà (Eliakim Moore, 1862�
1932) è Äàâèäà Ãèëüáåðòà (David Hilbert, 1862�1943) â îáëàñòè ÷èñòîé ìàòåìàòèêè â
êîíöå XIX âåêà, à òàêæå íåêîòîðûå ðàáîòû íà÷àëà XX âåêà. Ê 1937 ãîäó áûëî íàéäåíî
ìíîãî ïðèìåðîâ íåäåçàðãîâûõ ïëîñêîñòåé, èçìåíèâøèõ âçãëÿä íà îñíîâàíèÿ ãåîìåò-
ðèè. Âàæíîå èçìåíåíèå ïðîèçîøëî â 1938 ãîäó, êîãäà Ðàäæ ×àíäðà Áîóç (Raj Chandra
Bose, 1901�1987) äàë êîíå÷íûì ïëîñêîñòÿì íîâîå ïðèìåíåíèå â ñåëüñêîì õîçÿéñòâå. Ïðè
ýòîì Áîóç íåçàâèñèìî ïîâòîðèë ìíîãèå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå Ý. Ìóð îïóáëèêîâàë åù¼ â
1896 ãîäó â Tactical Memoranda. Ñëåäóþùèì øàãîì äëÿ óñèëåíèÿ èíòåðåñà ê êîíå÷íûì
ïëîñêîñòÿì ïîñëóæèëî ñîçäàíèå êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè. Ðàñöâåëà íîâàÿ îáëàñòü
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Îäíàêî ïðèëîæåíèÿ íå áóäóò ïðåäñòàâëåíû â äåòàëÿõ.
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