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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Деревья и поддеревья 
Назовем корневым бинарным деревом граф, в котором степень каждой 

вершины не превышает 3, есть единственная вершина степени 2 (корень дерева) 
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и каждая вершина степени 1 (лист дерева) помечена некоторым символом, эти 

пометки в листьях не повторяются. Множество всех пометок в листьях дерева T 

обозначаем как L(T). Все вершины, кроме листьев, называем внутренними. Бу-

дем говорить, что из двух вершин, лежащих на одном пути от корня, ближай-

шая к корню расположена выше, а дальняя от корня – ниже; в этом случае пер-

вая является предком второй. Та же терминология применяется и к рёбрам де-

рева. Нижний конец ребра e обозначим e+. Две вершины – концы одного ребра, 

– назовем, соответственно, родителем и сыном; та же терминология применя-

ется к инцидентным им рёбрам. Нам удобно снабдить дерево корневым ребром, 

т.е. ребром, входящим в корень сверху, будем называть верхний конец корнево-

го ребра суперкорнем. Если g – вершина в G, назовём поддеревом Tg с корнем g 

дерево, состоящее из g и всех вершин и рёбер ниже g, а также корневого ребра, 

входящего сверху в g. Поддерево с корневым ребром e обозначим Ge. Кладой в 

дереве назовём множество пометок листьев некоторого его поддерева; будем 

говорить также: клада ребра (корневого ребра этого поддерева). Ближайшим 

общим предком множества M вершин называется самая нижняя вершина, явля-

ющаяся предком каждой вершины из M. 

Вложение деревьев 
Пусть даны два дерева T1 и T2, причем каждому листу l из T1 соответству-

ет лист s(l) из T2 (разным листьям из T1 может соответствовать один и тот же 

лист из T2). Тогда каноническим отображением (иногда называемым вложени-

ем "альфа") называется продолжение отображения s на внутренние вершины T1, 

где образ каждой вершины v – ближайший общий предок в T2 образов всех ли-

стьев из Tv. Нам удобно рассматривать модифицированное каноническое отоб-

ражение, отличающееся от обычного тем, что если хотя бы один из сыновей 

вершины v отображается (обычным отображением) в ту же вершину s(v), что и 

v, то образ вершины v при модифицированном отображении – ребро, входящее 

сверху в s(v). Кроме того, определим, что суперкорень отображается в корневое 

ребро. Далее рассматриваем лишь модифицированное отображение и обознача-

ем его как s'. Подробное изложение его свойств, а также примеры его наглядно-

го представления можно найти в [1]. Исходя из этого представления, мы будем 

называть рёбра дерева T2 трубами. Скажем, что ребро e из T1 входит сверху в 

трубу t, если его начало отображается в начало трубы t или выше, а конец – в t 

или ниже. Аналогично, ребро e выходит из трубы t, если его конец отобража-

ется в конец трубы t или ниже, а начало – в t или выше. Отметим очевидное 

свойство вложения: в любую некорневую трубу t входят сверху ровно те рёбра, 

клады которых содержатся в кладе A трубы t и являются максимальными по 

включению с этим свойством. Множество этих рёбер обозначим E(A). Будем 

выделять в нём подмножество E'(A) тех рёбер, верхний конец которых отобра-

жается в верхний конец трубы t.  

Дупликацией назовём вершину в T1 (кроме суперкорня), отображающуюся 

в трубу, остальные вершины назовём дивергенциями. Потерей назовём пару, 

первый член которой – ребро (v,u) в T1, а второй –вершина w в T2 такая, что w 

лежит строго между s'(v) и s'(u). Потерю назовём неявной, если одно из подде-

ревьев с корневой трубой, выходящей из w, не содержит в листьях пометок из 
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s(L(T1)) (т.е. образов листьев из T1); в противном случае назовём ее явной. Ме-

стом дупликации или дивергенции считаем её образ, местом потери – вершину 

w. Отметим: эти понятия проистекают из филогенетики, где считаются основ-

ными эволюционными событиями. Каждому из них сопоставляем цену – неот-

рицательное рациональное число. Цену дивергенции, как правило, полагают 

равной нулю, цены остальных событий – строго положительными. Ценой 

отображения s' назовём суммарную цену всех событий в нём. 

Мы рассматриваем следующую комбинаторно-оптимизационную задачу, 

поставленную в [2]. Даны два дерева: P – дерево белков и S – дерево видов, а 

также отображения s1 из L(P) в некоторое множество M и s2 – из M в L(S). Тре-

буется построить дерево генов G c листьями, взаимно однозначно помеченны-

ми элементами из M так, чтобы сумма цен вложений s'1 из P в G и s'2 из G в S 

была минимальной. В [2] доказано, что эта задача является NP-трудной. Там 

описан эвристический квадратичный по времени алгоритм её решения при 

условии инъективности отображения s1. Мы предлагаем точный кубический по 

времени алгоритм решения этой задачи при другом условии. А именно, рас-

смотрим следующее ограничение: G содержит лишь клады, из заранее фикси-

рованного списка B непустых подмножеств множества M, включая само M. Та-

кое ограничение естественно для филогенетики: клады филогенетического де-

рева как правило являются множествами родственных друг другу видов или ге-

нов. Также, мы обобщаем постановку задачи для произвольных цен событий 

дупликации, явной и неявной потери (в [2] цены не рассматривались).  
 

Обзор литературы 
Практическая значимость рассматриваемой задачи поясняется в [2], там 

же приведены ссылки, связанные с историей задачи. Ограничение на клады ис-

пользовалось автором в [1], где описан эффективный алгоритм построения су-

пердерева. Понятие канонического вложения (известного в литературе как 

"отображение альфа") известно ещё с середины девяностых годов. Его первые 

определения [3–4] носили абстрактно алгебраический характер, как отображе-

ния из множества вершин одного дерева в множество вершин другого. В [1,5–6] 

дано более наглядное описание этого отображения, при котором вершины де-

рева генов могут отображаться как в вершины дерева видов, так и в его рёбра, 

называемые трубами.  

Известны алгоритмы построения канонического вложения за линейное 

время [7–8], которые строят его "от листьев к корню". В [5] приводится алго-

ритм его построения "от корня к листьям", который работает квадратичное 

время, но даёт более наглядную конструкцию, удобную для дальнейшего 

обобщения понятия вложения на случай, когда допускаются события горизон-

тальных переносов и возникновений генов, которые при каноническом вложе-

нии не учитываются. Такое обобщение описано в [5–6]. 
 

АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

Описание алгоритма 
Обозначим через cdp и cdm соответственно цены дупликаций при отобра-

жениях s1 и s2; clp и clm – цены явных потерь, c'lp и c'lm – цены неявных потерь. 
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Перебираем пары: множество A из B, труба t из S, где клада трубы t содержит 

образ s2(A) множества A. Пары перебираются в порядке возрастания |A|, а при 

каждом фиксированном A трубы t перебираем в порядке от листьев к корню. 

Для каждой пары <A,t> строим дерево T(A,t), оптимальное в следующем смыс-

ле: сумма цен вложений в T(A,t) всех поддеревьев из P с корневыми ребрами из 

E(A) и вложения самого T(A,t) в поддерево St минимальна (будем называть эту 

сумму ценой сценария и обозначать как С(A,t)). Деревья T(A,t) строим по ин-

дукции в порядке перебора пар <A,t>. Базис: для листовых t дерево состоит из 

единственного листа, С(A,t)=cdm(|A|–1).  

Опишем шаг индукции. Обозначим t1 и t2 – трубы, на которые разветвля-

ется t, K1 и K2 – их клады, t' – корневое ребро искомого дерева. Перебираем все-

возможные разбиения множества A на непересекающиеся множества A1 и A2 из 

B. Для каждого из них имеет место ровно один из следующих случаев (первый 

случай зависит только от A).  

1) Образ s2(A) клады A содержится в K1 или в K2 (рассмотрим случай K1, 

другой случай симметричен). В этом случае t' выходит из t, "сворачивая" в тру-

бу t1 на развилке в S, т.е. s'2(t'+)<t+, s'2(t'+)≤t1. Тогда T(A,t)=T(A,t1), 

С(A,t)=С(A,t1)+l, где l=clm, если K2 содержит элемент из s2(M) и l=c'lm иначе. 

2) Множество s2(A1) содержится в K1, множество s2(A2) содержится в K2 

(или симметричный случай). В этом случае t' разветвляется на развилке в t+ на 

t'1 и t'2 (т.е. s'2(t'+)=t+), при этом t'1 входит сверху в t1, t'2 входит сверху в t2. 

Пусть k – число таких вершин v из P, что одно выходящее из v ребро лежит в 

E'(A1), а другое – в E'(A2) (т.е. s'1(v)=t'+). Тогда для цены C рассматриваемого ва-

рианта и соответствующего дерева T имеем: 

C=С(A1,t1)+С(A2,t2)+cdp(|E(A1)|+|E(A2)|–|E(A)|–k)+clp(|E(A1)|+|E(A2)|–2k), если 

s1(L(P)) пересекается с A1 и с A2 и C=С(A1,t1)+С(A2,t2)+c'lp|E(A)| иначе; 

T=T(A1,t1)^T(A2,t2), что означает объединение деревьев T(A1,t) и T(A2,t) под об-

щий корень. 

3) Не имеют места случаи 1 и 2. Тогда t' разветвляется в t на t'1 и t'2 (т.е. 

s'2(t'+)=t), где клада трубы t'1 равна A1, клада трубы t'2 равна A2. Пусть k – число 

таких вершин v из P, что s'1(v)=t'+. Тогда 

C=С(A1,t)+С(A2,t)+cdm+cdp(|E(A1)|+|E(A2)|–|E(A)|–k)+clp(|E(A1)|+|E(A2)|–2k), 

если s1(L(P)) пересекается с A1 и с A2 и C=С(A1,t)+С(A2,t)+cdm+c'lp|E(A)| иначе; 

T=T(A1,t)^T(A2,t).  

В качестве T(A,t) берётся дерево T c максимальным C=C(A,t). Заметим, 

что T(A,t) не зависит от t (хотя C(A,t) зависит), так что для его определения до-

статочно рассмотреть в качестве t ближайший общий предок множества s2(A). В 

качестве итогового дерева берётся T(M,r), где r – корневая труба в S. 
 

Точность и время работы алгоритма 

Доказательство оптимальности дерева T(A,t) проходит по той же индук-

тивной схеме, что и его построение. Базис индукции очевиден. Корректность 

вычисления C в первом случае также ясна. Для доказательства корректности 

вычисления C в других двух случаях заметим, что в трубы t'1 и t'2 входят свер-

ху, соответственно, рёбра из E(A1) и E(A2). Между рёбрами из E(A) и рёбрами из 
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E(A1) и E(A2) в дереве P находятся |E(A1)|+|E(A2)|–|E(A)| вершин, из которых 

ровно k не являются дупликациями. Из |E(A1)|+|E(A2)| рёбер, входящих сверху в 

t'1 и t'2, ровно 2k не порождают потерю в t'+. Потери в t'+ (как и в любой фикси-

рованной вершине) либо все явные, либо все неявные, в последнем случае k=0. 

Таким образом, корректность вычисления C обоснована, из чего следует точ-

ность алгоритма.  

Оценим время работы алгоритма. Перед построением деревьев T(A,t) про-

водятся следующие «заготовки». Строятся множества E(A) для всех A из B, что 

требует времени порядка |B||P|. Строятся отношения включения и пересечения 

множеств из B – время порядка |B|
2
|M|. Строятся отношения включения мно-

жеств из B во множества клад дерева S – время порядка |B||S||M|. Строятся все 

разбиения каждого множества A из B на два множества A1 и A2 из B – время по-

рядка |B|
3
 (для каждой тройки множеств A, A1, A2 проверяется, что A1 и A2 не пе-

ресекаются и |A1|+|A2|=|A|). Для каждого A из B и каждого его разбиения на A1 и 

A2 вычисляется значение k, используемое в алгоритме, т.е. число таких вершин 

v в P, что одно выходящее из v ребро принадлежит E(A1), а второе – E(A2). Чис-

ло разбиений множества A не превосходит |B|, поэтому время вычисления всех 

k имеет порядок |B|
2
|P|. 

При построении деревьев T(A,t) на каждом индуктивном шаге для каждо-

го множества из B и трубы t перебирается не более |B| вариантов его разбиения, 

а для каждого варианта вычисление цены сценария требует константного вре-

мени, так что общее время построения всех T(A,t) имеет порядок |B|
2
|S|. Отсюда 

следует общая оценка времени алгоритма порядка 

|B|(|B||M|+|S||M|+|B|
2
+|B||P|+|B||S|). 

 

 

Построение набора возможных клад 
В качестве «обязательного минимума» в набор B естественно взять обра-

зы (относительно s1) всех клад в P и прообразы (относительно s2) всех клад в S. 

Набор, состоящий лишь из этих множеств, назовем стандартным. Однако, при 

нём алгоритм часто выдаёт результаты, далёкие от оптимальных (при безуслов-

ной постановке задачи). Тестирование показало, что результаты, близкие к оп-

тимальным, алгоритм выдаёт для следующего расширенного (относительно 

стандартного) набора. Построим каноническое вложение дерева P в S, взяв в 

качестве отображения s композицию s1 и s2. Для каждой трубы из S рассмотрим 

множество O выходящих из неё рёбер. Каждому его подмножеству O' соответ-

ствует объединение K(O') клад этих рёбер. Добавляем в B множество s1(K(O')) 

образов этого объединения. Поскольку в реальных примерах множество O, как 

правило, невелико (паралогов в одном виде не слишком много), использование 

расширенного набора не сильно увеличивает время работы алгоритма при су-

щественном увеличении качества результата.  
 

Пример работы алгоритма 
Продемонстрируем работу алгоритма на примере из [2]. Пусть 

P=(((a,f),c),(e,(b,d))), S=(((a,b),c),(f,(d,e))), M={a,b,c,d,e,f}, s1 и s2 отображают 

каждый элемент в одноимённый, цены всех явных потерь равны 2, неявных – 1, 
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цены всех дупликаций равны 3. Стандартный набор B: {a,f}, {a,f,c}, {b,d}, 

{e,b,d}, {a,b}, {a,b,c}, {d,e}, {f,d,e}, все одноэлементные множества и M. По-

строим каноническое вложение P в S, рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Каноническое вложение дерева P в дерево S 

 

Корневая труба добавляет в расширенный набор множества {a,b,f,d}, 

{a,f,e}, {b,c,d}, {c,e}, {a,b,c,f,d}, {a,c,f,e}, {a,b,d,e}, {b,c,d,e}. Левая труба добав-

ляет туда множества {a,c} и {b,c}, правая – {f,d} и {f,e}. 

Строим деревья для всех множеств расширенного набора. Для одноэле-

ментных и двухэлементных множеств деревья тривиальны. Рассмотрим 

трёхэлементные множества. Для множества {a,f,c} оба дерева ((a,f),c) и ((a,c),f) 

имеют одну и ту же цену. Для {e,b,d} лучший вариант: (e,(b,d)). Для {a,b,c} и 

{f,d,e} лучшие варианты ((a,b),c) и (f,(d,e)). Для {a,f,e} и {b,c,d} лучшие вариан-

ты (a,(f,e)) и ((b,c),d). 

Рассмотрим четырёхэлементные множества. Для множества {a,b,f,d} 

лучший вариант даёт его разбиение на {a,b} и {f,d}. Для {a,c,f,e} лучший вари-

ант – разбиение на {a,c} и {f,e}. Для {a,c,f,e} лучший вариант – разбиение на 

{a,c} и {f,e}. Для {a,b,d,e} и {b,c,d,e} лучшие варианты разбиений, соответ-

ственно, на {a,b} и {d,e} и на {b,c} и {d,e}. 

Для пятиэлементного множества {a,b,c,f,d} лучший вариант – разбиение 

на {a,b,f,d} и {c}. Наконец, для всего M получаем лучший вариант разбиения – 

на {a,b,f,d} и {c,e}. Таким образом, итоговое дерево G: (((a,b),(f,d)),(c,e)), а по-

лученное двойное вложение изображено на рис. 2. Оно содержит 2 дупликации 

и 10 потерь. 
 

 
Рис. 2. Двойное вложение P G S  , где дерево G построено нашим алгоритмом при 

расширенном наборе B 
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Алгоритм из [2] построил на том же примере дерево G=(((c,a),f),(b,(d,e))), 

соответствующее двойное вложение изображено на рис. 3. В нём три дуплика-

ции и 11 потерь.  
 

 
Рис. 3. Двойное вложение P G S  , где дерево G построено алгоритмом из [2] 

 

Впрочем, если ограничиться стандартным набором B, наш алгоритм тоже стро-

ит не лучшее дерево. В соответствующем двойном вложении также 3 дуплика-

ции и 11 потерь, рис. 4. 
 

 
Рис. 4. Двойное вложение P G S  , где дерево G построено нашим алгоритмом при 

стандартном наборе B 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 Мы описали алгоритм построения двойного вложения, учитывающий со-

бытия дупликаций и потерь. Его легко обобщить для учёта событий горизон-

тальных переносов при вложении G в S. Напомним [9, 6], что в постановке этой 

задачи трубы данного дерева S должны быть разбиты на временнЫе слои, что 

часто приводит появлению вершин лишь с одним сыном. Горизонтальным пе-

реносом называется перескок ребра дерева G из одной трубы дерева S в дру-

гую, лежащую в том же временном слое. Он может быть без сохранении копии 

в источнике (ребро переносится без развилки) или с сохранением (в трубе про-

исходит развилка, и одно из "сыновьих" рёбер сразу переносится). К описан-

ным в алгоритме трём случаям следует добавить ещё три, описанные в [9, 6]. 

Это – простой спуск (переход ребра e на следующий временной слой, если тру-

ба t имеет одного сына), разветвление ребра e в t с переносом одной из «сыно-

вьих» труб в другую трубу того же временного слоя и перенос ребра e в другую 

трубу с последующим событием простого спуска, дупликации, дивергенции 

или переноса с сохранением (4 подслучая). Кроме того, во всех случаях исклю-
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чается требование, чтобы клада трубы t содержала образ клады ребра, которое в 

ней расположено. Теперь дерево T(A,t) может зависеть от трубы t. 

 Отметим также возможности уточнения списка B возможных клад. В слу-

чае, когда расширенный список слишком большой и замедляет работу алгорит-

ма, можно вместо канонического вложения P в S взять вложение с горизон-

тальными переносами, где, как правило, паралогов меньше (эффективный алго-

ритм построения такого вложения описан в [9, 6]). Если же, наоборот, список 

недостаточно большой (не обеспечивает качественного результата), можно в 

качестве вложения P в S взять вложение, обеспечивающее минимум дуплика-

ционных кластеров (эффективный алгоритм построения такого вложения опи-

сан в [10]). Здесь кластером называется множество дупликаций, которые, не-

строго говоря, изображаются на одном уровне (строгое определение приведено 

в [10]); например, на рис. 1 две нижних дупликации образуют кластер. Такое 

вложение часто отличается от канонического тем, что дупликации происходят 

«раньше времени», что приводит к росту числа паралогов.  

 Дальнейшие исследования могут быть направлены на учёт горизонталь-

ных переносов также и при вложении P в G, уточнение способа построения 

набора B и поиск других вариантов постановки задачи, допускающих эффек-

тивный алгоритм решения. Представляет интерес также случай, когда дерево P 

небинарное, тогда в задачу добавляется поиск его оптимальной бинаризации. В 

[6] описан некоторый способ бинаризации для задачи построения супердерева, 

который легко адаптируется для нашей задачи. Он, однако, не гарантирует оп-

тимальной бинаризации. 
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Актуальность темы определяется повышенным интересом к неинвазив-

ным исследованиям различных фазовых объектов со стороны различных отрас-

лей промышленности, физики, биологии и медицины. Важной задачей при ис-

следовании любых фазовых микрообъектов, будь то прозрачные структуры, 

плазма или биологические объекты (клетки, бактерии и т.д.), является не только 

их визуализация, но и получение количественных данных об этих объектах с 

максимально высокой точностью.  

Любой фазовый объект характеризуется пространственным распределе-

нием показателя преломления, зная которое, возможно рассчитать ряд других 

физических параметров, описывающих состояние объекта, таких как плотность, 

температура, концентрация каких-либо веществ внутри объекта и т.п. Для по-

лучения информации о распределении показателя преломления, главным обра-

зом, применяется метод оптической интерферометрии.  

Современная вычислительная техника и полупроводниковые технологии, 

расширив возможности существующих оптических интерференционных си-

стем, позволили рассчитывать необходимые физические параметры слабокон-

трастных микрообъектов по их фазовым изображениям, в каждой точке кото-

рых известна оптическая разность хода. Однако, в большинстве случаев, по-

добные оптические системы работают в когерентном лазерном свете, что, с од-

ной стороны, позволяет с лёгкостью регистрировать интерферограммы, но с 


