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В работе излагаются некоторые части математической теории, иногда на
зываемой гейтинговозначным анализом (или нестандартным анализом в ши
роком смысле). Иногда эту теорию рассматривают как часть общей теории 
топосов. Можно думать, что эта теория имеет некоторые приложения и вне 
математической логики: в алгебре, анализе — и даже в еще более широком 
контексте, например, известны работы А. Робинсона по применению нестан
дартного анализа в квантовой теории поля. 

В гл. I излагается собственно метод гейтинговозначного (в частности, 
булевозначного) анализа. П. 1.1 является введением; в нем на интуитивном 
уровне объясняется суть метода; вводную роль играют также части статьи, 
выделенные заголовком «пример», а также начала гл. II — IV и начало до
бавления. В начале добавления обсуждаются термины «гейтинговозначный 
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и булевозначный анализы, нестандартный анализ в широком смысле» и т. п . 
В п. 1.2 бегло напоминаются понятия, существенно используемые в даль
нейшем. П. 1.3 содержит определение оценки — ключевого понятия этого 
метода — и все основные примеры оценок. Понятие пучка на гейтинговой 
алгебре появляется в п. 1.7, хотя неявно оно работает с самого начала. Итак, 
метод излагается в п. 1.3—1.7. Гл. II — IV содержат конкретные примеры 
применений метода гейтинговозначного анализа. В гл. II , главным образом, 
рассматривается вопрос о существовании модельного компаньона у локаль
но аксиоматизируемого класса колец. Модельный компаньон — обобщение 
понятий алгебраического и вещественного замыкания поля, которое было 
введено А. Робинсоном, оно играет существенную роль в теории моделей. 
В примере 10 гл. II показана модельная полнота класса безатомных колец, 
все локализации которых являются центральными конечномерными и прос
тыми алгебрами с центром, удовлетворяющим модельно полной теории. 
В гл. I I I рассматривается гипотеза П. С. Новикова (см. [5, с. 127]). В этой 
главе pe4L идет о переходе от классической к интуиционистской истинности 
в произвольном кольце. В упомянутой работе П. С. Новикова показана воз
можность такого перехода в случае кольца Z. В гл. IV для некоторых колец 
непрерывных У-значных функций (как алгебр над кольцом Y) строится та
кое нестандартное представление F , что в определенном смысле эта алгебра 
подобна своему кольцу скаляров Y. Добавление кратко содержит примеры 
применений булевозначного анализа в связи с вопросами двойственности. 

Практически все теоремы и предложения имеют полные доказательства. 
По-видимому, все общие теоремы гейтинговозначного анализа содержат

ся в гл. I. Что касается приложений, то нецелесообразно и вряд ли возмож
но охватить их во всей полноте. Автор выбрал несколько приложений 
в соответствии со своими научными интересами и с таким расчетом, чтобы 
избежать пересечений с известными и легко доступными работами. Отметим 
некоторые из таких работ. Это интересные работы К. И. Бейдара и А. В. Ми
халева, [18, 34—35] (по изучению полупервичных колец на основе их редук
ции к первичным кольцам методом ортогональной полноты); цикл работ по 
операторным алгебрам [20—22]; работы [И, 15], перепечатанные в [41] (в 
них строится теория булевозначных мер и интегральных представлений); 
большой цикл работ А. Г. Кусраева и С. С. Кутателадзе, см. например, 
[36—38] (в основном в связи с проблематикой ^-пространств Канторовича, 
а также категорными аспектами); глубокие работы по робинсоновскому не
стандартному анализу В. Г. Кановея [32—33], Е. И. Гордона [39—40], 
А. К. Звонкина и М. А. Шубина [31]. 

Дальнейшие подробности можно найти в работах из списка литературы; 
эти работы, в свою очередь, содержат многочисленные ссылки, в том числе 
приоритетного характера. В частности, детальную библиографию содержат 
работы [1—3, 7—10], где имеются ссылки на работы А. Робинсона, П. Коэ-
на, П. Вопенки, Д. Скотта, Р. Соловея, Г. Такеути и других известных 
по этой тематике авторов. Введением в гейтинговозначный анализ могут 
служить, например, работы [1, 3]. 

После минимального знакомства с гл. I можно переходить к любой дру
гой главе или к добавлению, возвращаясь к гл. I по мере необходимости. 

Смысл знака — «равно по определению» или «эквивалентно по определе
нию». Знак Q] отмечает конец доказательства. 

Г Л А В А т 

ОЦЕНИВАНИЕ В АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 

1.1. Концепции сценки, глсбалышй исткннссти, теоремы перенсса* 
Оцениванием (оценкой) в данном языке для фиксированней решетки X на
зывается сопоставление каждой формуле ф элемента из X, обозначаемого [cpjx 
или короче [[ф], причем логические связки языка моделируются операция-
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ми в решетке X. Последнее означает, что [ф \ / г|э]| = [(pj V M ] ' [ф Д if] = 
=• М / \ Ю> [ПФ] = И М ' [ф =* Ф] = М ~* М » гДе в л е в ы х частях 
равенств знаки \ / , Д , =Ф, (суть связки языка, а в правых частях равенств 
знаки X/? Л ' ~~̂> П суть (одноименные со связками) операции в X. И так далее 
для всех пропозициональных связок. Кванторы (и связанные переменные) 
предполагают указание, кроме того, еще некоторого фиксированного множе
ства D (которое обычно называется множеством параметров данного языка). 
Если такое D фиксировано, то [Э#ф] = V {[ф (k)J\ ^ £ = ^ } и [ V # 9 j = 
— Д {[ф (k)J\ k ЕЕ JD}. И так же для других предикатных связок. Здесь 
операции \ Д Л применяются уже к подмножествам в X, т. е. имеют вид \ / : 

Зь (X) ->- X, где 3d — операция вычисления множества всех подмножеств. 
В нашем случае операции \ / , \ / и Д , Д — это точные верхние и нижние 
грани в решетке X для двух или соответственно для произвольного семейст
ва элементов в X. Операции ], -> также обычно выражаются через отноше
ние порядка в решетке X. 

Чтобы подчеркнуть выбор множества параметров D, оценку иногда обоз
начают [• Jx, D или [*]D- Обозначим 1 = \/Х. 

Обозначим Я (D) множество всех формул языка Я с параметрами из D 
(без свободных переменных). Тогда оценивание — одноместная функция ви
да [•]]: Я (D) -> X, удовлетворяющая отмеченным выше индуктивным усло
виям. Часто Я (D) обозначают короче Я , а формулы с параметрами из D 
называют короче формулами. Если функция [•] определена на атомарных 
формулах языка, то она однозначно продолжается на все множество формул. 

Итак, кроме обычной истинности суждения ф в какой-то фиксированной 
математической структуре К (обозначение К [= ф) возникает новый вид ис
тинности (новая семантика) [ф]л, D = 1, обозначаемая <Х, D} {= ф или ко
роче X |= ф (или иногда D f= ф), где \_*~\х, D — оценка также фиксированная 
и как-то связанная со структурой К. Предикат X \=z ф называют глобальной 
истинностью суждения ф; иногда он читается «ф значимо в решетке X». Вмес
то X [=: ф также пишут Ц ф . Эта новая истинность (семантика) обладает по
лезными свойствами, и, в частности, позволяет в ряде случаев решать воп
росы, касающиеся обычной истинности суждений в К. В какой-то мере ее 
можно сравнить с (формально-логической) выводимостью (обозначаемой да
лее в классическом случае i— и в интуиционистском случае Н\—). Разница 
с выводимостью в том, что проверка (верификация) глобальной истинности 
X t= ф в некотором смысле сводится к вычислению «алгебраических» функ
ций в решетке X, причем число применений этих функций не больше длины 
проверяемой формулы ф. 

Обычно структура К допускает (неоднозначный) выбор такой решетки 
X = X (К) (в качестве D обычно берется носитель структуры К) и выбор 
такой оценки [«J (в этом случае оценку удобно обозначать [-]|к), что для мно
гих формул ф выполняется [ ф ] к = 1 (хотя, быть может, К ф ф). Класс та
ких формул ф обозначим Ф+ (К). С другой стороны, обозначим Ф_ (К) класс 
формул я|), для которых выполняется (1_Щк — 1) => {К [= г|)). Обычно оцен
ка 1_*JK замкнута относительно некоторой выводимости (зависящей прежде 
всего от решетки X и в этом смысле обозначаемой |—), т. е. если ф |— г|) 

X X 
И [ ф ] К = 1, ТО М к = 1. 

Возможна точка зрения, при которой нестандартный анализ в широком 
смысле понимается как направление, в основе которого лежит изучение оце
нок \_*~\х и семантики \_*~\х = 1 (или более общей семантики \_*\х £= h гДе 

7 — фильтр в Х\ например, / = {1}). Типичное и, возможно, основное при
менение нестандартного анализа (в этом смысле) состоит в следующем. 
Если [Ф1 Д . . . Л Фп]к = 1 (но, может быть, К ф фх Д . . . Д фп), т. е. 
Ф1? • • •? Фп е Ф+ (К), и ф15 . . ., фп |——г|5, а -ф е Ф_ (К), тоК\=у. Если -ф ф 

A (it) 
6=£ Ф_ {К), то в К может все-таки иметь место утверждение я|/, где г|/ — фор
мула исходного языка, эквивалентная глобальной истинности формулы ур. 
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Можно сказать, что следствия -ф и г '̂ мифических для К свойств фх, . . . 
* . ., фп истинны в К (в самом обычном смысле). Такую ситуацию называют 
теоремой переноса. 

Далее речь идет об обычном наборе связок \ / , Д , |, =4, 3, V и (в об
щем случае) о бесконечных множествах параметров D. Последнее обстоя
тельство требует всюду определенности операций \Д Л : & (X) "^ X или, 
по крайней мере, определенности операций \ / , Д на подмножествах в X 
вида {[ф (k)Jx \ k ЕЕ D}- Иногда можно проследить, какие подмножества в X 
имеют такой вид и для них потребовать применимость операций \ / и Д . 
Но проще, и мы это сделаем, считать, что X — полная решетка, т. е. в ней 
существуют точные верхние и нижние грани \ / иа и Д иа для любого множе-

а а 
ства {иа} С. X. Всегда верно: и Д V иа > V (и Д иа). 

а а 
1.2. Гейтинговы алгебры и стоуновы пространства. Полной гейтинго-

еой алгеброй называется полная решетка Q, для которой выполняется свойст
во (бесконечной дистрибутивности) и Д \ / иа ^ V iu Л ио)ч т. е. и/\ 

а а 
А V иа — V (и Л иод Дл я любых элемента и ЕЕ Q и множества {иа} С Q. 

а а 
Обозначим 1 = 1Q = \/Q и 0 = Од = Да. 

Другое эквивалентное определение полной гейтинговой алгебры таково: 
это полная решетка Й, в которой определима такая двуместная операция 
•—>•: й2 ->- Q, что г# <^ (а —>- г;) <й> и Д м; <; у, V^, v, w ЕЕ Й. Удобно счи
тать, и мы это сделаем, что 1 ^ 0 . 

Если Н решетка (не обязательно полная) с наибольшим элементом 1 и 
наименьшим элементом 0, в которой определена такая операция •->•, то Н 
называется гейтинговой алгеброй. В Н всегда рассматривается структура 
<#, \ / , Д , —>, 0, 1>, где \ / , Д , -> суть двуместные операции. Всякая гей-
тингова алгебра дистрибутивна в смысле: (и \/ v) /\ w = (и /\ w) \J (и /\ 
/\w) и (и / \ v) \J w = (и V w) Д (v V w). Далее, Q (если явно не огова
ривается иное) — полная гейтингова алгебра, в которой фиксирована струк
тура <\Д Д> 0, 1>, где \ / : ^ (^) " ^ й и Д : Q2 -> й. Фиксирование струк
туры в алгебре важно, например, для понятий подалгебры или морфизма 
алгебр. В Q определим Д иа = \ / {v \ У а (и <^ иа)}, ~~]и = \ / {v \ v Д и = 
= 0}, ^ ^ V ^ I ^ A ^ ^ ^ Легко проверить: (и <^ г;) 44 и Д у = 
= и, и Д (и ->- у) <^ у, и Д ~~|и = 0, и; ^ (и ->- v) 44 и Д г# <^ и, и \/ (и Д 
Д н;) = (и V v) Д (и V w). 

Булевым называется такой элемент и Е= й, для которого и \ / ~~~|гг = 1. 
Полной булевой алгеброй называется такая Q, в которой все элементы буле
вы. Булевой алгеброй называется гейтингова алгебра (не обязательно пол
ная), в которой все элементы булевы. Базой (плотным подмножеством) 
в Q называется такое подмножество QQ cz £2, для которого V^ ЕЕ ^ 3 {иа} S 
С й 0 (и = \ / гга). Нульмерной называется такая Q, у которой сущест-

а 
вует база, состоящая из булевых элементов. Финитным называется такой 
элемент и ЕЕ Й, ДЛЯ которого V {иа} CZQ (и 4^ \/ иа =$> и ^ uat\/ . . . 

а 
. . . \/ ua j для некоторых осх, . . ., ап . Если й имеет базу, состоящую 
из финитных элементов, то Q называется алгебраической решеткой. Легко 
заметить, что нульмерная алгебраическая Q имеет базой и множество финит
ных и булевых элементов — обычно эта база используется в доказательст
вах. Компактной называется гейтингова алгебра, в которой единица явля
ется финитным элементом. Нульмерная, компактная решетка, конечно^ 
алгебраическая. 

Двумя обширными и в некотором смысле взаимно дополнительными 
классами полных гейтинговых алгебр являются класс всех топологий (то
пология 3~ (X) — это решетка всех открытых подмножеств непустого топо-
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логического пространства X), и класс всех полных булевых алгебр. Далее 
В или В — всегда полная булева алгебра, а В — булева алгебра. 

Два простых, но существенных класса полных гейтинговых алгебр 
(сокращенно: сНа) можно описать как все нульмерные, алгебраические сНа 
я все нульмерные, компактные сНа. Первый класс — это все решетки идеалов 
булевых колец, а второй класс — это все решетки идеалов булевых алгебр. 
Решетка всех идеалов гейтинговой алгебры Я обозначается / (Я). 

Стоуновым пространством X = X (Я) гейтинговой алгебры Я назы
вается множество всех простых идеалов («точек») в Я , т. е. таких р CZ Н, 
что 1 ф /?, О е р, V и, v е р (и V У ЕЕ р), V и е р V v е Н {и Д и ЕЕ р), 
\/ и, v ^ Н (и /\ v ЕЕ. р =^ и ^ р \J v ^ р). 

В множестве X (Я) фиксируется топология, база которой определяется 
как {{р | и ф р}\ и ЕЕ Я } . Элемент и ЕЕ Н отождествляется с множеством 
{р \ и ф р}, это множество обозначается также и (отсюда: р ЕЕ и 4Ф и ф р); 
таким образом, эту базу топологии можно обозначать Я . Легко показать, 
что в топологическом пространстве X (Н) множество Н состоит из всех от
крыто-компактных элементов (точнее — открытых и квазикомпактных), а 
само X (Н) есть Т0 — квазикомпактное топологическое пространство; оно 
отделимо в том и только в том случае, когда Н — булева алгебра. Послед
нее эквивалентно тому, что простые и максимальные идеалы в Н одно и 
то же. 

Если Н — булева алгебра, то X (Н) — вполне несвязный компакт, а 
Н — семейство всех его открыто-замкнутых множеств; если Н — полная 
булева алгебра, то X (Н) экстремально несвязно. 

Топология пространства X (Н) отождествляется, как решетка, с / (Н) 
по правилу: а >-> 0 а , где а Е1 I (Я), а Оа = {р ЕЕ X (Н)\ а §£ р). В этом 
смысле I (H) = £Г (X (Я)). 

Важное свойство стоунова пространства состоит в следующем: если 
{иа} — направленное вниз семейство открыто-компактных в X (Н) множеств 
и F — любое замкнутое в X (Н) множество, то у а (иа П Р Ф 0 ) =^ 

^ (П иа) П F Ф 0 - Поэтому, в частности, X (Н) — бэровское простран-

ство. 
Все сказанное без изменения переносится на любую дистрибутивную 

решетку в роли Н ( а после незначительных изменений и на дистрибутивную 
верхнюю полурешетку с нулем). 

Важную роль играет возможность вложить любую гейтингову алгеб
ру Н в полную булеву алгебру В = В {Щ таким образом, что сохраняются 
операции \ / , Д , 0, 1, а кроме того — вложить Н в полную гейтингову ал
гебру Й = Q (Н) таким образом, что сохраняются уже все операции V ' 
Д , —>, 0, 1. Это делается так. Реализуем Н как алгебру открыто-компакт
ных множеств в стоуновом пространстве X = X (Н) и топологию £Г = 
= if (H) расширим до топологии £Гг, добавив к i' дополнения всех открыто-
компактных в SF множеств. Пусть В — булева алгебра, порожденная Н; 

п , 
она состоит из множеств в X вида Д (Сщ \J щ), где ии щ GE H, а С — 
теоретико-множественное дополнение; В является базой топологии 3~х. Эле
менты из В удобно записывать в виде / \ (ut —» щ), где —> — импликация 

'г В В 

в В. Положим / ( Д (щ —> щ ))±? Д (щ -> щ), где -> — импликация в Я ; 
г В г Н Н 

такое / вида / : В ->• Я . 
Итак, искомое В = В (Я) — это пополнение В по Дедекинду; иными 

словами, В — семейство всех открытых регулярных (в смысле топологии 
%f^) подмножеств в X = X (Я). 

Напомним, что множество О ЕЕ Э~ (X) называется регулярным, если 
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Q = О, где ~ — композиция операторов замыкания и затем внутренно
сти °. 

Используя / , легко проверить, что естественное вложение Н в В сохра
няет операцию \/. Само по себе вложение В в В сохраняет обе операции 
V и Д. 

Далее, продолжим операцию / на В (Н) по правилу / (Ь) =±? \/в {I (Ьг) | Ъг £= 
е 5 Д Ьх < Ь}. Итак, искомое Q ^ Q (Н) — это { 6 G B (#) | 1(b) = Ъ). 
Используя / , легко проверить, что естественное вложение Я в Q (Н) со
храняет и операции Д , —>. 

1.3. Определение и примеры оценок. Удобно к атомарным формулам 
относить и такие "]~ («истина»), J_ («ложь») с очевидным приписанием им оце
нок; при этом ""1 ф всегда понимается как ср =Ф _]_. Повторим по существу уже 
сформулированное в пункте 1.1 определение оценивания (оценки). Оценкой 
для языка Я (включающего символ равенства • = •) и семейства параметров 
D, D Ф 0, а. также полной гейтинговой алгебры Q называется отображение 
вида [•]: Я (D) ->- Q (где Я (D) — все замкнутые формулы языка Я с пара
метрами из D), удовлетворяющее условиям: [ср Д я|э] = [ср] Д |ВД, [3 яф] = 
= V {[ф (ВД1 ^ G f l } и так далее для всех связок; а также удовлет
воряющее условиям: \к = /с] = 1, V'к ЕЕ D («рефлексивность») и для лю
бой атомарной формулы ф0 выполняется («согласование с равенством»): 
Цс = tj Д [ф0 (Щ < [Фо (Щ, V/c, t e /?, где А в ф может находиться по 
месту любой свободной переменной. Из определения вытекает: \к = tj = 
= р = /с] («симметричность»), [А: = tj /\ [£ = IJ <^ [/с = Z] («транзитив
ность»), т. е. [• — •]] является отношением эквивалентности на D. Индукцией 

п _ 
по длине формулы ср (хг, . . ., хп) получим (Д {kt = ^ ] Д [<р (А)]) < 
<; [ф (t)J. Определение оценки не закончено в том случае, если язык вклю
чает функциональные символы. Тогда каждому функциональному символу 
/ (#i, . . ., хп) сопоставляется функция /: Dn-*D, «согласованная с оцен-

п _ _ 
кой» условием (Д Цсг = ttJ) <^ [/ (к) = / (£)]• Все термы по определению 

i=i 
сначала вычисляются в D, а затем подставляются в формулы — такое пони
мание вхождений термов в формулы называется операторным. 

Q-множестеом называется набор <Q, J9, [• J>, где все определяется, 
как выше, за исключением того, что условие рефлексивности заменяется на 
условие симметричности (см. пример 7). 

Константы языка Я отождествляются с фиксированными элементами 
семейства D; в этом смысле константы языка и параметры языка не разли
чаются. 

Все, что требуется для задания любой оценки — это определить функ
цию [•]: Я0 (D) -»• £2, где Я0 (D) — все замкнутые атомарные формулы 
языка Я с параметрами из D. 

Часто D — носитель некоторой структуры, и поэтому определен пре
дикат D |= ф, где ф Е Я (D) (в этом случае обычно вместо D пишем К). 
Нормальной можно назвать такую оценку [•], что для любой атомарной 
формулы ф Е Я 0 (D) выполняются (D f= ф) 44> ([<р] = 1). Если D — мно
жество без структуры, то положим для любой атомарной формулы ф: (D \= 
f= ф) 4=> ([ф] = 1) — и получим структуру в D, для которой эта оценка 
нормальна. Термин «нормальная оценка» употребляется и в том случае, 
когда указанное условие выполняется для части атомарных формул. Если 
явно не оговорено иное, то будем считать, что это условие относится только 
к атомарной формуле • = •. 

Слабо пучковой назовем оценку [-]а, для которой Vu ЕЕ й (и — булев 
элемент =ф> VA% t e # 3 s e Duk^ls = k}Q Д ~~1 и < fs = f}Q). Для нормаль
ной оценки такое s единственно. Будем обозначать его и-к + "И u't- Д л я с л а " 
бо пучковой оценки выполняется: если {щ, . « ,. 7/,} — дизъюнктное се-
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мейство булевых элементов из й, то для любых {кг, . . ., кп} С В сущест
вует к е D, для которого иг < \к = AJ, . . ., ип < [А = &J. Это Л обоз
начим 2 ^ ' ^ -

г 
Пучковой назовем оценку [-]Q со следующим свойством: если {иа} CZ Q 

и {&а} C D , и Уа, р (иа /\ и$ < [Уса == &з]0), где \ / гга — булев элемент, 
а 

то существует k ^ D, для которого иа <; [/с = Аа]й Уа. Пучковая оценка — 
слабо пучковая. Соответствующее А будем обозначать ^иа-ка. 

а 
Отличительная особенность пучка (в традиционном смысле этого тер

мина) состоит в возможности склеивать отдельные сечения. «Пучковые» 
оценки и объекты определяются как раз возможностью склеивать элементы-
сечения &а, «определенные» на иа, т. е. возможностью образовывать элемент-
сечение ^иа-ка. 

а 
Назовем достижимой оценку [[•])&, D, для которой выполняется 

([3 яф] > и) =4 3 4 Е Д ([ф (k)J > и) для любой формулы ф (х) с одной 
свободной переменной х и любыми параметрами из D, а также любого буле
ва элемента и ЕЕ Й. Обычно достижимость используется для и = 1. 

Для произвольной оценки [•]]&, D в языке, включающем символ • £Е •, 
и для d ^ D обозначим dQ (или короче d) множество {х GE D | [[я ЕЕ dja, D = 
= 1}. Оператор (-)А аналогичен оператору *(•) в робинсоновском нестан
дартном анализе, который сопоставляет внутреннему множеству d внешнее 
множество *d. 

Для произвольной оценки [•]&, D И простого идеала р в Q обозначим 
Z)p ^р Dl~v, где (x~vy) 4=>\х = у~\фр. Для любой атомарной формулы ф0 
и классов эквивалентности [k^v, . . ., [&JP ЕЕ J9P также положим 

(Dp (= ф0 ([/сх]р, . . ., ([AJp)) 4=̂  ([ф0 №i, • • •, &п)]о,о q£p). 
Такая структура Dp называется слоем над точкой р. Вместо [к]р часто пи
шут /с (р) (или, короче, [&]). 

П р и м е р 1. Пусть Я — обычный язык теории множеств (язык ZF), 
в нем атомарные предикаты • ЕЕ • и • = •. В качестве семейства параметров D 
выберем класс VQ. Класс VQ определяется как \JVa, где а пробегает 

а 
класс On всех ординалов, а V® — множество всех функций вида /: Ур -*-
-> Q, |3 < а. Например, (/ = g) <Н> Ух (х е / <Н> ж е g) — замкнутая фор
мула этого языка (с параметрами /, g E VQ). В этом случае Я 0 (D) = 
= {(/ s *)| /, * е= Vй} U {(/ = *)1 /• г е V0}. 

Положим [/ E ^ = V <£ №) Л [/ = h~h\ h^® (g)} и [/ = JTJQ = 
= Л {(/ Oh) -> [Ai e ff]Q) I ^i e 25 (/)} Д Л {(* (h*) ->и [^ e ШI /це2) (g)}. 
Это корректное определение, в сущности, индукцией по а. Оценка одно
значно продолжается на все формулы. 

Заменим семейство параметров VQ на семейство параметров VQ/~, 
где / ~ g^lf = gj& = 1; это фактор-семейство также будем обозначать 
VQ. Оценка в языке ZF с семейством параметров VQI~ определяется как 
[ф ОД], . . ., f/пЩо = [Ф (/и • • м /п)]о (правая часть не зависит от выбо
ра представителей). Она, по существу, совпадает с оценкой в языке Zb 
с семейством параметров V®. Эту оценку назовем оценкой в языке ZF. 

Гейтингова алгебра Z2 = {0, 1} вкладывается в любую алгебру Q. Это 
вложение индуцирует вложение (-)v: V -+• VQ класса «всех множеств» V в 
уй (где у = U F a , а а пробегает On жУа= U ^ О р̂))- Вложение («)v 

a ft«* 
совпадает с отождествлением V и VZK Обычно V, Vz* и образ V при 
этом вложении не различаются. В этом смысле V содержится во всех VQ 

(хотя V и содержит все VQ). 
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Если X CZ VQ и X — множество, то обозначим (Х)_ (или X) функцию, 
определенную на X и тождественно равную 1. Конечно, Х_ GE VQ. 

Функция / из V® называется экстенсиональной, если Ух, у GE 
ЕЕ 3) (/) ((/ (х) Д \х = yjo) <; / (г/). Более общо, экстенсиональной назы
вается функция /: Z) -> Q, где Z) — множество параметров какой-то оценки 
[•]о, D, если выполняется W x , d2 ^ D (f (dx) Д [ ^ = d2]Q> D < / (d2)). 

Некоторые свойства произвольной оценки и оценки в языке ZF собраны 
в следующих четырех теоремах. 

Т е о р е м а 1. Пусть Q нульмерная и оценка [ - ]Q, D — слабо пучковая. 
а) Если Q — компактная решетка, то оценка достижима. Если оцен

ка [']]а,и — пучковая и Q — полная булева алгебра, то оценка достижима. 
б) £ Ь ш 3^1, . . ., dn^D ([ф (t^, . . ., йл)]й,2э = 1), то 

11х (ф Д a|>)]Qf D = V (Й3 (*i> • • •> жп)]о, D I *i, . . ., агп е Л, 
[ф fo, . . ., л:п)]0| D = 1} 

и 
[ V * i , . . ., S n (ф =ф1|))]0, D = Д {[Я|5 fo, . . ., Жп)]д, D | ДГХ, . . ., S n е # , 

[ф (Хг, . . ., Я п ) ] й , D = 1} , 

где ф, гр содержат любые параметры из D. 
в) Пусть [ - ] Q — оценка в языке ZF. Если fQ ф 0 , т о выполняется 

[(/Q)_ = / J Q = 1. Пусть [•]&,£—нормальная оценка и множество X—часть D. 
Если X — пучковое относительно индуцированной оценки^-JQ X, mo(X)AQ = 
= X. ~ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . а) Пусть [Э#Ф (х, кг, . . ., kn)J > и, где 
и — финитный элемент в Q. То е с т ь \ / [ф (d, /с)] = у fedjC6 :> ^, где bd, a — 

d<=:D d, a 

булевы элементы. Так как и — финитный элемент, то существуют dr, . . * 
. . .,dn, для которых bdl V • • • V &<*„ > w» где bd — объединение bd, a» 
соответствующих одному d. Все bd. — булевы элементы. Образуем (за счет 
булевости) {bt}, где bt <^ 6d., &х \ / . . . \ / 6П > ^и{6 г } — дизъюнктное се
мейство. По условию слабой пучковости образуем d — 2 & г < ^ . Тогда bt <^ 

г 

<; \d = dj-J, 6j <^ [ф (d, Ж)], и <^ [ф (d, й)]. До сих пор компактность £2 
не использовалась. Теперь заметим: если и —булев элемент в компактной Q, 
то он — и финитный элемент. 

Проверим второе утверждение. Пусть [3#Ф {х, k)J = V ^d > ° £= ^» 
d 

где &d = [ф (d, /с)]. Образуем дизъюнктное семейство {bd}, \/ b'd ^ b, b'd <^ 
а 

<^ bd и по условию пучковости образуем такое &, что bd <С [& = dj. И за
кончим, как выше. 

б) Нужно проверить ( Д ( [ ф (Xl, . . ., хп)]-+ [г|> (xlf . . ., яп)]) > 
x l t . . . ,x E D 

Х-^, . . ., 3?п )] = 1}. Пусть 
|[ф (хх, . . ., xn)J = V и а , где а а — булевы элементы в Q. Положим tx = 

а 
= иос-х1 + Н ua-dx, . . ., £п = гга-^п + ~~| ua-dn. В с е о н и и з Д . Тогда иа < 
< P i = * J Л • • . Л Рп = ^ , ] Л [ Ф (*i, . • ., хпу\ < [ Ф (^ , . . ., tn)i 
И " 'а< [*1 = <У Л • • • Л Р а - ^Л] Д [Ф № , . . ., dn)J < [ф (̂ 17 . . ., [tn)J. 
Отсюда 1 - [Ф {tx, . . ., У ] . Кроме того, [рф (^, . . ., ^п)] < (ма -> [-ф (^ , . . . 
• • •» ^м)])» № (̂ 1» • • •. tn)J < ( V с̂х) -> [i|3 (^i, . . ., жл)]. Аналогично рас^ 

а 
сматривается случай Jx. 

в) Достаточно проверить равнообъзмность g = (/Q)_ и / (в о стальном 
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речь идет о произвольной оценке в языке, содержащем символ •£=•). Очевид
но, [ f t E g ] = V ilh = 4 1 [fti e / ] = 1} < [А е -О- В обратную сторону 
используем предыдущий пункт. Второе утверждение: в одну сторону ра
венство очевидно. Если \_d ЕЕ XJ = 1, то 1 = \ / \d = xj. Эти слагаемые 
обозначим их. Тогда их Д иу <^ \_х = г/J и по пучковости множества X 
существует к (Е. X, для которого их <; [А = х}. Поэтому 1 = [А = d]. 
В силу нормальности d = к ЕЕ X. \^\ 

Выражение «U-оценка» означает наличие следующего свойства: р ЕЕ 
е [Э#ф] Н> 3ft €Ez D (р е= [ф (ft)]), где ф — любая формула с параметрами 
из D (по существу, это же свойство фигурирует и в теореме 15). Ясно, что 
речь идет об ослабленной достижимости. 

Т е о р е м а 2. Пусть ф — любая формула с параметрами из D. 
а) Если оценка пучковая и Q — полная булева алгебра, то 

[ф К , . . ., dn)J = { p G l ( Q ) | D ? N < P № (Р), • • ; dn (р))}. 
В пунктах б), в) предположим, что значение оценки на любой атомар

ной формуле — булев элемент. 
б) Для [J-оценки и ф̂ | без кванторов в области действия импликации 

выполняется 
(р е [Ф №, . • ., dn)J) =*> Dp |= ф (^ (р), . . ., dn (р)). 

в) Если оценка слабо пучковая, а ф — АЕ-формула, то 
(Vp euDp)= ф (^ (р), . . ., dn (р)) =* [ф (d1? . . „ dn)] > и 

для любого булева элемента и из Q. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Оценка со значениями в полной булевой 

алгебре замкнута относительно всех классических преобразований связок 
(см. теорему 8в)), как, разумеется, и предикат Dp f= (•). Поэтому можно 
ограничиться проверкой эквивалентности [ф] ф. р <=$> (Dp \n ф) для атомар
ных формул и связок Д , ~~], 3. Для атомарной ф эквивалентность выпол
няется по определению слоя Dp. Для ~~] имеем: [ф] ЕЕ p4=¥Dp |= И Ф> [ф] £=Е 
е р Ф» И М ^ Р. Д л я Л имеем: 

[ Ф Л А ^ Р ^ (М £ Р ) Л (Ме£р)& (DP ь Ф) Л Фр f= *)• 
Для связки 3 используем достижимость, которая имеет место по теореме 1а. 

б) Для бескванторной формулы ф проверим полезную во многих слу
чаях эквивалентность: [ф] ф р 4==> Dp f= ф. Для атомарной формулы и свя
зок ~~1' Л это сделано в пункте а) (для случая ""] важно, что[ф] \ / [ Н ф] = 
= 1). Для связки V имеем: [ ф \ / А ^ Р ^ ( М & Р) V ( М ^ Р)- Д л я 

связки ==> используем: [ф] -> [г|э] = П [ф] V М (с учетом булевости этих 
оценок). Далее, для связки V очевидно, а для связки 3 используем условие 
U-оценки. 

в) Для бескванторной формулы это утверждение доказано в предыду
щем пункте, для связки V оно очевидно. Рассмотрим случай: Vp ЕЕ: и (Dp |= 
|= З г̂ф), где ф — бескванторная формула. Обозначим dPo (p0) тот элемент 
из DPo, для которого DPo |= ф (dPo (р0)), где dPo e £>. По доказанному и по 
условию р0 е {р | ДР f= ф (̂ р0 (р))} = [ф (rfPo)] — булев элемент. Этот эле
мент обозначим &Ро. Тогда \/ ЬРо^ и и по компактности Q получим 
bPl, . . ., Ър , для которых bPl V . . . V Ър > 1г. Заменим 6Р. на 6г, 
где {bt} — дизъюнктное семейство, b0 ^ bp., \/ bt ^? и. По слабой пучково-

г 
сти оценки образуем ft = ^bi-dPi. Тогда 6* < [ф (dp.)J Д [ft = dp.] < 
^ [ф (&)]> [ф №)] > и> [З^ф] > и. (Если ограничиться финитными и, то 
условие компактности Q излишне.) 
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З а м е ч а н и е . Очевидна связь теоремы 2а) с теоремой Лося в робин-
соновском нестандартном анализе. 

Т е о р е м а 3. Пусть f, g ЕЕ VQ и рассматривается оценка в языке 
ZF: 

а) Выполняются 

№е/)<р]й= V / М Л [ Ф ( * [(Ухе/)ф]а= л ( / (*) -* | [Ф(*Ш-

б) Для любого множества Z C F Q , 3) (/) С X существует экстен
сиональная функция g, 3) (g) — X, для которой [/ = £ ] й = 1, га. £. f = g 
в VQ. Для экстенсиональных функций / , g выполняется [_х £Е / ] Q = / (#) 
(гс/ш ж ЕЕ 2) (/)) и [ / = # ] = Л (/ (я) «-* £ (^)) (еели области определения f 

Х Е ^ ( / ) 
гг g совпадают). 

в) Выполняется f (х) <^ \_х ЕЕ /]]а (гсш х ЕЕ 3) (/)). 4̂ также ([/ = ^ ] Q ;> 
^ гг 4=$ f1 = gv если fug экстенсиональные с общей областью определения 
и [Д = /JQ > м- для любого и ЕЕ Q, где Д (х) ±^f(x)/\ и и gx (x) ±^g (х) /\и. 

Г) Выполняется 

Сф(л?1 ^ > J ° = lof 1Ф(,, . . . ,4 
гд£ хх, . . ., хп G F , а ф — любая ограниченная формула (т. е. все кванто
ры из ф входят в (р в виде Зх ЕЕ и или \fx ЕЕ и, а и — свободная или связан
ная переменная). В этом смысле (*)v: V —>• VQ — «почти элементарное» 
вложение. 

Часто используются (см. гл. III) следующие взаимоотношения между 
VQ и Vs, где В равно В (&), определенному в конце пункта 1.2. 

Во-первых, VQ является частью VB, а во-вторых, выполняется 

Т е о р е м а Зд). Имеет место: V/ , g eVQ ([/ е g]o < [/ ЕЕ g}B, 
57 = gja ^ [/ = #]]в» а также в £1и в В значимо «{/, g}_ — пара из f и g» и 
«{{/}_, {/, g}-}- — упорядоченная пара из f и g», и, наконец, \_х = {/, g}J& <^ 
< 1х = {/, / } ] в , [ж = </, £>]Q < lx = </, g>]B , гй? / и £ ^ уо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3 по существу содержится, напри
мер, в [3], а фактически и в [2]. 

Т е о р е м а 4. Оценка в языке ZF — нормальная и пучковая. Если Q — 
полная булева алгебра, то эта оценка достижимая. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нормальность оценки сразу вытекает из оп
ределения оценки в языке ZF. Пусть {иа} С Й, {/а} cz VQ и эти семейства 
согласованы, т. е. иа Д щ < \ja = /р] . Положим / (•) = V (иа Д /„ (•)), 

где каждая fa — экстенсиональная функция, равная fa с одной и той же 
областью определения для всех а. Тогда / имеет ту же область определения 
и также экстенсиональна. Далее, f /\щ = \ / иа Д щ Д / а = V и а Д 

Л ир Д /э = ^р Д /р; ир < [/ = /р] , Ир < [/ = /р], где дважды ис
пользовалась теорема Зв. Поэтому / = 21 иа-fa- Для получения второго ут-

а 
верждения применим теорему 1а). \^} 

Конструкция V® и ее простые свойства оформились постепенно. Это 
относится и к концепции произвольной оценки. В какой-то мере это встре
чалось у К. Гёделя и А. Черча, затем у П. Коэна, в явном виде появилось 
у П, Вопенки, Д. Скотта, Р. Соловея, Р. Грейсона и других. 

П р и м е р 2. Пусть <i£, + , —, 0, 1> произвольное ассоциативное 
кольцо с единицей. Обозначим всюду далее В (К) множество всех централь
ных идемпотентов кольца К, т. е. к ЕЕ В (К) <ф=> к2 = к /\Vt (k-t = t-k). 
В В (К) имеется каноническая структура булевой алгебры: ег /\ е2 = ег-е2, 
~~] е = 1 — е, е± \/ е2 = е± + е2 — е1-е2, где £1? е2 ЕЕ В (К). Обозначим всю-
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ду далее X (К) стоуново пространство булевой алгебры В (К), a if (К) — 
его топологию. Точка из X (К) называется точкой кольца К. Далее буква О 
всегда обозначает открытое множество из соответствующей топологии, в дан
ном случае О — элемент из if (К). Конечно, В (К) Q £Г{К). Это £Г{К) 
иногда называют топологическим пополнением булевой алгебры В (К). 

Обозначим далее В (К) или В (К) полную булеву алгебру, являющуюся 
пополнением по Дедекинду булевой алгебры В (К). Ее удобно отож
дествить с решеткой всех регулярных открытых множеств в X (К), т. е., 
В (К) Q if (К). Отметим простые свойства: ~~\Т О = {СО)°, где С — теоре
тико-множественное дополнение, О = | г \чгО, а также О — наименьшее 
регулярное открытое множество, содержащее 0 , и \/^Оа = \JOa, V в О а = 

= (LI©*)". ЛгОа = (Г)Оа)0,АвОа = (ПОа)°, -\<гО = ~]вО, т. е. операции 
а а а ос а 

в if и 3 различаются только на sup. 
Пусть Я — язык колец, т. е. язык, содержащий символы = , + , —, 

•, 0, 1, один сорт переменных (пробегающих К) и все обычные связки. 
В качестве семейства параметров возьмем D ±=? К. Тогда Я0 (D) = 
= {(k = t)\ k, t ЕЕ К}. Подразумевается, что для атомарных формул с тер
мами, т. е. для формул вида (р = д), где р , q — многочлены с параметрами 
кх, . . ., кп ЕЕ К, подставленными вместо свободных переменных, сначала 
вычисляются р и q в К, а затем подсчитывается оценка для Цс-= tj, где 
A, t e= К. Такое понимание термов, входящих в состав формул, называется 
операторным. 

Итак, положим \_к = tj = V {е ЕЕ В (К)\ e-k = e-t}, где V вычисля
ется в одном из двух пополнений алгебры В (К): топологическом пополне
нии Sf (К) или дедекиндовом пополнении В (К)- Таким образом определя
ются две оценки: [-^гсю и [-]]в(к). Они называются соответственно £Г- и 
^-оценками в языке колец. Вместо [*]1г(К) иногда пишут \_-~\K- Оценка [• Jr(K) 
определена Д. Скотт (см. [1]). 

Для любого р £Б X (К) обозначим ~р наименьший идеал в К, содержа
щий р. Легко проверить, что р = р- К и 1 е£ р, т. е. р — собственный идеал. 
В зависимости от условий на кольцо К класс идеалов {р \ р ЕЕ X {К)} мо
жет быть описан в терминах самого кольца К, без упоминания булевой ал
гебры В (К). Обозначим Кр ^ К/р. Отметим ценную функцию р ^ Кр, 
а также функцию к >->• к (•), где к ЕЕ К, а к (•): X (К) -> |J Кр, k (p) ^ 
^ [к]- и [к] класс эквивалентности в Кр элемента к по идеалу р. Эта 
конструкция (по существу, накрывающего пространства < |J Кр, X (К)У 

со слоями Кр) получена Р. Пирсом. 
Конечно, если к = t, то \к = £]г(ю = fk = tJB(K) = 1. 
Т е о р е м а 5. Оценка [в]]г(К) — нормальная и пучковая, а потому и 

достижимая. 
Л е м м а 1. Если е < Цс = £]г(к> где е Е ^ (К), то e-k = e-t. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию е Q [j еа, где еа-к = еа • t. По 

а 
компактности е получим е CZ eai [j . . . [j ea и по булевости слагаемых 
<е — е[[\ . . . [_]еп, где е\ ЕЕ В (К), е\ < ^ а , , a |_J означает дизюъюнктное 
объединение. Поэтому е = е1 + . . . + еп, е*к = ег-к + . . . = ег-еа1-к + 
+ . . . = ег • eai-£ = e-t. (Несложное рассуждение показывает также, что 
отображение к н> к (•) инъективно. Значения этого отображения называют
ся сечениями. Отсюда элементы произвольного кольца отождествляются 
с сечениями.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5. Нормальность оценки сразу 
получаем по лемме 1. Достижимость будет вытекать из нормальности и пуч-

file:///_-~/k-
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ковости по теореме 1а), так как <£Г (К) — нульмерная, компактная решетка.. 
Осталось проверить пучковость оценки. Сначала заметим, что эта оценка — 
слабо пучковая, так как склейкой А и t на е ЕИ В (К) служит элемент кольца 
(е-к + (1 - e)-t). 

Пусть U Оа = е е В (К). Тогда [j еа> ь = е, где Оа = U еал и 
а а, 3 |з 

еах U • • • U еа = е, и ^а1 — объединение конечного числа eai, pl9 . . -
• • •» ^а„ р • Образуем дизъюнктную систему {#J, где |J et = е и et <^ ^а>#( 

m i г 

И теперь склеим ^jei-ka. -±? к. Это Л — искомое: et <; [A = ka.J, 0a = 
= 0 а Л V е, < V (<?а Л ©а,) Л [* = Ц ] ) < у ([*„ = А ц ] Д Р = Щ < 

Кольцо if назовем нормальным, если VA ЕЕ i£3£0 €= ^ (^) Vtf ЕЕ 
ЕЕ 5 (К){е-к = 0 4^ е ^ е0). Эту формулу, записанную в языке колец, обо
значим Фх. Интуитивный смысл понятен: в нормальном кольце множества 
аннуляторов из В (К) любого фиксированного элемента к EH К содержит 
наибольший элемент. Примерами нормальных колец служат кольца, упомя
нутые в теореме 14, в том числе строго бирикартовы кольца, определяемые 
условием \fk GE КЭе ЕЕ В (i£)«A)>* = е-К), где <А> — главный (двусторон
ний) идеал, порожденный элементом к, и а* — правый аннулятор идеала ау 
т. е. а* = {t ЕЕ К | а-£ = 0}. Обозначим Ф2 условие безатомности кольца 
К, т. е. Ф2 =^ Ve3*3*0V*i (̂ 2 = * Л *'* = *"* = ^ 4 = ^ o A ^ o ^ i = *г*о Л 
Д (е0 = 0 =ф е = 0) Д (е0 = е =» £ = 0) Д (£0-£ = е0). Безатомность К — 
это условие отсутствия атомов в булевой алгебре В (К), эквивалентное усло
вию отсутствия изолированных точек в топологическом пространстве X (К)„ 
Обозначим Ф 3 условие абелевости кольца К, т. е. Ф3 ^ VeV£ (е2 = е ==> е» 
-t = t-e). Например, в кольце без нильпотентных элементов (т. е. х2 = 0 ==> 
=Ф х = 0) выполняется Ф3 . Другие, часто упоминаемые в этой работе, свой
ства колец вводятся на с. 115 и обозначаются там Ф4, Ф5 . 

Кольцо К назовем пучковым, если оно нормально и, кроме того, выпол
няется V Ы С В (К) V {ка} С ^ Е ^ ( 1 = \ А еа Д Va , p (еа-егка = 
= ea-efh) :=^: V a (ea-A = ea-ka)). 

Условие нормальности обеспечивает единственность такого к; будем 
обозначать его 2 еа-ка. В случае, когда В (К) — полная булева алгебра,. 
понятия пучкового кольца (модуля) совпадают с понятиями ортогонально 
полного кольца (модуля), которые были определены К. И. Бейдаром и 
А. В. Михалевым. Используемый здесь термин созвучен с теорией пучков 
и работой [1]. 

Т е о р е м а 6. Если К — нормальнее кольцо, то оценка ^JB(K) — 
нормальная. Если К — пучковое кольцо, то та же оценка — нормальная и 
пучковая, а потому и достижимая. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если К нормально, то \J {e \ e-k = 0} = 
= е0, где е0 из условия нормальности для к. Тогда \к = 0] в = \_к = 0]«г = 
= е0 и [A = OJB = 1 означает, что е0 = 1. Отсюда по лемме 1 получим к = 
= 0. Проверим пучковость оценки. Пусть Ъ = \J Ъа и Ъа /\Ъ$ <i [Aa = 

а 
= кр}В(к). Обозначим ba = (J ew, где еау ^ В (К). Тогда еау1 Д е^2 < 

у 
< \ка = к$}Щк), по нормальности кольца [&а = й р ] в ( К ) = \ка = Ар]«гда и 
по лемме 1 ^aYl *е^ъ -ка = еаУ1 -е^ «Ар. Добавим к семейству 1 ^ } в с е евг 
где ^"| fe = U е&, еъ е В (К), ж соответственно к семейству {Аа} любой фикси-

6 
рованный элемент из if. По условию пучковости кольца К получим такое ку 
что еау < [А = Aa]jr<jo < [А = А а ] £ ( К ) . Поэтому Ъа < [А = А а ] в д а . Те
перь применим теорему 1а). 

П р и м е р 3. Пусть «27 — левый модуль над кольцом К (кольцо та-
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кое, как в примере 2). Язык модулей состоит из двух сортов переменных к 
(по К) и х (по ЗС), атомарных символов языка колец и еще символа • = -

1 
(для элементов из ЗС) символов + , —, О (для операций в ЗС) и функциональ
ного символа к-х, а также обычных связок для переменных обоих сортов. 
Определение оценки в примере 2 дополняется новым пунктом \_х = у\ = 
"= V {е^В (К)\ е-х = е-у}, где V берется соответственно в Ж (К) или В (К). 
Эти оценки назовем соответственно £Г - и ^-оценками в языке модулей. 

Нормальным называется модуль над нормальным кольцом, для которого 
У/хЗе0У е (е-х = О 44 е <^ е0). Точно, как в примере 2, определяется пучко
вый модуль. 

Т е о р е м а 7. а) Оценка [[• J.r(jf) в языке модулей — нормальная и пуч
ковая, а потому и достижимая. 

б) Если модуль 90 — нормальный, то оценка ^JB(K) в языке модулей — 
нормальная. Если ЗС — пучковый модуль, то оценка | [-JB(K) — нормальная 
и пучковая, а потому и достижимая. 

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично случаю колец. 
П р е д л о ж е н и е 1. Для нормального кольца (модуля) К и формулы 

ф в языке колец, не содержащей в посылках всех импликаций связки Э и связ
ки у в области действия связки \j, выполняется^^^к) <^ [ФЗ-ВДО. ДЛЯ пуч
кового кольца (модуля) К и любой формулы ф в предваренной форме выпол
няется [фЗгда = ![ф1в(К). (Отсюда соответствующие отношения между 
глобальными истинностями). 

П р и м е р 4. Одним из первых примеров оценки является функция, 
сопоставляющая каждой формуле соответствующий ей элемент алгебры 
Линденбаума — Тарского. Однако такая оценка существенно иначе «устрое
на», чем оценки из примеров 1—2 (см. [17, с. 291]). 

П р и м е р 5. Модальные связки интерпретируются с помощью соот
ветствующего оценивания. При этом модальные логики хорошо описываются 
с помощью общезначимости в подходящих классах предпучков и пучков 
(которые определяются в п. 1.7, т. е. с помощью соответствующего оценива
ния. Эти классы могут содержательно описываться, в частности, в терминах 
гомологии пучков. Возможны содержательные примеры оценивания со зна
чениями в более общих решетках, таких, как полудистрибутивные и де-
декиндовы; в том числе в связи с квантовой логикой. Конструктивизируя 
алгебру Q, можно алгоритмически вычислять оценку (при некоторых пред
положениях) за время порядка логарифма от числа элементов в этой ал
гебре. 

1.4. Связь выводимости и глобальной истинности. Как определялось 
в п. 1.1, Ф+ — это множество всех замкнутых с параметрами из D формул ф, 
для которых Q |zz ф (для фиксированного языка Я, семейства параметров Z), 
полной гейтинговой алгебры Q и оценки [*JQ, D). Как фактически находить 
это множество? Прямое вычисление оценки иногда реально, но может быть 
и сложным делом. Обычно заранее известен список Т (конечный или беско
нечный) формул («аксиом»), которые принадлежат Ф+ . Полезно найти такое 
понятие вывода j — (зависящее от оценки), что (Т [— ф) ==> (Q Ь ф). В неко-

торых случаях выполняется (Т \— ф) ^ (Q |= ф) и даже с такими Т и \—, 
Q Q 

что множество всех выводимых формул рекурсивно аксиоматизируемо. На
пример, так будет в случае, когда Q = [0; l]h. В этой связи нам потребуют
ся дальше некоторые (самые традиционные) аксиоматики и понятие вывода. 
I Аксиоматика теории множеств ZFC, состоящая из аксиом ZF и еще ак

сиомы выбора АС, хорошо известна (см. [2]). Рассматривая ее вместе с ак
сиомами и правилами вывода классического исчисления предикатов в языке 
ZF, получим теорию ZFC, вывод в которой будем записывать ZFC |—. 
Теория ZF получается из теории ZFC удалением аксиомы АС. Вывод в клас
сическом исчислении предикатов будем записывать \—. 
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Интуиционистское исчисление предикатов получается из классического 
исчисления предикатов опусканием «закона исключенного третьего» — ак
сиомы ф \/ ~~1ф (и эквивалентной ей аксиомы ~̂]""~]ф =Ф ф), вывод в этом исчис
лении будем обозначать |—. Соединяя это исчисление в языке ZF с аксиома-

н 
ми теории ZF, ровно одна из которых переформулируется классически экви
валентным образом, получаем интуиционистскую теорию множеств HZF~* 
Упомянутые аксиомы ZF — это аксиомы равенства (для • ЕЕ • и • = • —г 
впрочем, они вытекают из остальных аксиом), объемности, пары, объедине
ния, степени, ЕЕ-индукции (вместо классически эквивалентной ей аксиомы 
фундирования): Ух (У у Е= хер (у) =ф Ф (х) =Ф У хер (я)), выделения, подста
новки: Ух ЕЕ ujlycp (х, у) Ч> 3v Ух £Е иЗу ЕЕ vq> (х, у), бесконечности. Если 
аксиому подстановки в теории HZF~ заменить на более сильную аксиому 
«собирания»: Ух Ег иЗу<$ (#, у) =Ф ЗиУх Е: иЗ У Ei vy (х, */), то получится 
теория, обозначаемая HZF. Конечно, ZF |— HZF. В некоторых случаях 
теорию HZF еще усиливают, добавляя, как аксиому, лемму Цорна ZL 
и аксиому НАС (в ZF аксиома ZL эквивалентна НАС, которая эквивалентна 
аксиоме^С): Ух е иЗу (у е х) /\Ух, у Е: и (х = у V "П (х = у)) =4>Э/: и->-

—> U и (Ух ЕЕ и (/ (х) ЕЕ х)). Интересно, что в теории HZF+ =̂= (HZF + 
+ ZL -f НАС) еще не выводим закон исключенного третьего, так что эта 
теория в известной степени также интуиционистская. Для теории HZF~ 
выполняются свойства дизъюнктности и экзистенциональности, что под
тверждает ее интуиционистский статус (см., например, [9, 10]). 

Т е о р е м а 8. а) Если ZFC |— ф, то для любой полной булевой алгеб
ры В выполняется В f= ф [здесь подразумевается оценка в языке ZF\ опреде
ление см. в примере 1). 

б) Если HZF |— ф, то для любой полной гейтинговой алгебры Q выпол
няется Q (z: ф (здесь подразумевается та же оценка в языке ZF). 

в) Для любой оценки \_-~\B СО значениями в полной булевой алгеб
ре В, если фх, . . ., <pn f— 1|з, то [cpj^ Л • • • ЛЕФгДв < ВДв, отсюда 
(В \= ф1 Л • • • Л Фп) =» (В |= я|>), где гс > 0. 

Г) ДЛЯ любой оценки [-]]д со значениями в полной гейтинговой алгеб
ре Q, ес/ш ф1? . . ., фп Ь г|), то [ф2]0 /\ . . . /\ [фп]й < Щ 0 , отсюда 
(Q (Ь ф 1 Л • • • Л Фп) =* (f i ' t *), где /г >0. 

д) Пусть Q± = #" (Хх), где Хх — бэровское пространство (т. е. Хг = 
= со<° гг со — натуральный ряд). Если для любой пучковой оценки [ « ^ <?ьг-
полняется Q± (=: ф, то (— ф («теорема полноты для интуиционистского ис-

н 
числения предикатов в языке ZF»), 

Таким образом, традиционные классическое и интуиционистское исчис
ления предикатов, как и аксиоматика теории множеств, тесно связаны с 
с оценками. Аналогичная ситуация с модальными логиками. >f г 

С неклассическими логиками и, в частности, с интуиционистской ло
гикой, по-видимому, тесно связаны две (взаимозависимые) задачи: во-пер
вых, развитие в рамках данной логики обычной математики (алгебры, 
топологии, анализа и т. д.) и, во-вторых, подыскание для данной логики син
таксического перевода формул фи- ф', при котором выводимость (или ис
тинность) формулы ф в теории с классической логикой влечет выводимость 
(соответственно истинность) формулы ф' в аналогичной теории с этой неклас
сической логикой, а смысл суждений ф и ф' близок. Например, знаменитый 
колмогоровский (геделевский негативный) перевод фи- ф~ состоит в том, что 
Ф~ получается из ср добавлением ~~j ~] перед атомарными формулами и перед 
связками \ / , 3. Тогда (— ф влечет \— ф~. Геделевский негативный перевод, 

я 
решая, например, вопрос о равнонепротиворечивости теорий соответственна 

file:///_-~/b
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с классической и интуиционистской логиками, по-видимому, мало что дает 
с точки зрения развития интуиционистской математики. Дело в том, что тео
ремы ф, например, теории Галуа мало что значат в форме ф". Фундаменталь
ный результат П. С. Новикова [5, с. 127] дает другой пример. Если в кольце 
целых чисел Z (классически) истинна формула х =^ У^Зг/Ф (х, у) (где ф (х, у) 
задает разрешимый предикат), то в том же кольце интуиционистски истинна 
формулах. При этом интуиционистская истинность определяется, в сущности, 
содержательно, без аксиоматизации. Интуиционистскую логику связывают 
с представлением об «эффективности»: если интуиционистски истинно 3*/ф' (у) 
или Wxjyy' (х, у), то считается, что можно эффективно предъявить такое г/, 
что ф' (г/), или такую функцию / (х), что \/х (ф' (х, / (х))) (в виде терма или 
иным явным образом). Отсюда понятно значение результатов типа: если 
в кольце К классически истинно Зг/Ф (у) или У^Зг/Ф (х, г/), то в этом кольце 
интуиционистски истинно Эг/ф' (у) или У.гЗг/ф' (х, у), где ф' близко по смыслу 
к ф и не содержит «внесмысловых» связок типа ~~] ~~~|. В случае результата 
П. С. Новикова К = Z и ф' = ф. В гл. I I I мы рассмотрим гипотезу 
П. С. Новикова (высказанную в той же работе) о том, что его результат верен 
«при очень широких условиях»; см. также определение на с. 121. &:ь •• 1? 

1.5. Связь истинности и глобальной истинности. Будут полезны неко
торые классы формул. Формулу назовем в «слабо Е-нормалъной форме», если 
в ней каждая импликация не содержит в посылке связки 3 и связки V в об
ласти действия связки \/. «Слабо А-нормалъная форма» получается, если в 
посылках импликаций нет V и =>. Формулу назовем в «нормальной форме», 
если в ней каждая импликация в посылке и заключении содержит только 
связки Д , \ Д Напомним, что | ф понимается как Ф =̂> _L. 

Позитивными называются формулы, не содержащие связки ==> (и, разу
меется, связки """!). 

Хорновой называется формула, полученная навешиванием связок V, 3 , Л 
на формулы вида фх Д . . . Д фп =4> ф, где тг > 0 и ф1? . . ., фп, ф — атомарные 
формулы (включая ~|~, J_). Этот класс можно наглядно записать в виде V, 
3? Д [ф1 Д . . . Д Фп=^ф]- Последнее обозначение удобно и в других случаях; 
поэтому обозначим Qx, . . ., Qu [%^ . . ., %т] — класс формул, полученных 
применением в произвольном порядке и числе связок Q±, . . ., QK к формулам 
(«блокам») вида %1? . . ., %т. 

Почти позитивной назовем любую формулу вида 3 , V, Д , V 
[ W (ф (t) =Ф>г|) (£))], где ф — любая хорнова формула, а гр •— любая пози
тивная или почти позитивная формула. Переменные 1 назовем блоковыми^ 
а ф — посылкой блока. Заметим, что ф может содержать кроме t и другие 
блоковые переменные. Например, в формуле £ =̂= \ги (3& (w^k) :=Ф: 3£ 
{w <C t Д Vs (w <^ s ==> t <1 s)) (важная формула, выражающая условную 
полноту решетки, в ней w — произвольное подмножество, а /с, t, s — про
извольные элементы решетки) обе переменные w и s в Ц) ^ (w ^ s) бло
ковые. 

Ранг почти позитивной формулы определим по индукции. Почти пози
тивная формула, все блоки которой имеют в заключениях позитивные фор
мулы, ранга 0. Почти позитивная формула, все блоки которой имеют в заклю
чениях почти позитивные формулы ранга до (п — 1) включительно, ранга п. 

Фиксируем произвольную оценку [-]я, D, а также почти позитивное 
предложение х ^ х (/сх, . . ., кп) с параметрами из D. Определим вспо
могательный предикат Р [•] для почти позитивной формулы х. Если х — 
позитивная, то Р [х] =±̂  Т. Если х — блок вида V? (ф (t) =Ф я|) (?)),• то Р [х] =̂ = 
^ 3?о е D ([Ф (t0)J = 1) Д \t e D (D ^ ф (I) =» Р ty (*)]; далее, Р [Эху] ^ 
— Эк GE D (D \= Ф (к) Д Р [Ф (к)]), Р [Vscp] ^= V& е /) (Р [ф (А)]), Р [ ф Д 
Д ц] — р [ф] Д р t-tpj, Р [ф V Ч>1 - (^ [ф] Л Я Ё Ф) V С? № Л Я 1= *) • 
Предложение х назовем разрешимым, если Д fr x влечет Р [х]. Например* 
предложение С ранга 1 и разрешимо, так как можно выбрать w±^0f 
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а к из условия D fz: Зк (w ^ к). Здесь подразумевается оценка, у которой 
[w < щ — [Уж е w (х < Л)]. 

Выбор термина «разрешимая» можно пояснить так: если в языке колец 
почти позитивная формула х имеет вид х = У£ (ф (I) ==> г|) (£)), где ф (£) = 
= Pi (0 = О Л • • • /\Рт (t) = 0 и рг, . . ., рт — многочлены, а *ф разре
шимая, то разрешимость х (для нормальной оценки [[•]]&, г>) эквивалентна 
разрешимости в D системы уравнений рг = О, . . ., рт = 0. Можно привести 
разные, в том числе синтаксические, критерии разрешимости почти пози
тивных формул. 

Т е о р е м а 9. Пусть оценка [[•]&, D нормальна по всем атомарным 
формулам и достижима. Формулы содержат параметры из D. 

а) Для любой хорновой формулы ф из Q fz: ф вытекает D fzz ф. 
б) Для любой позитивной формулы ty из D \n ty вытекает Q (=: г|э. 
в) Пусть, кроме того, оценка |[»]]д, D — слабо пучковая, a Q — нуль

мерная. Для любой почти позитивной разрешимой формулы к из D \~ к вы
текает Q (= х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Для атомарной формулы ф в силу нормаль
ности оценки (D |= ф) <=> [ф] = 1. Для формулы фх Д . . . Д фп => ф, 
если ее оценка 1, то [фх / \ . . . Д фп] ^ [ф]. Если [ф ]̂] <^ 1 для какого-
то i, 1 <^ i <^ п, то Z) t̂ = Фь и все доказано. Иначе [ф] = 1, и все доказано. 
Если [ф Д гЦ = 1 или [[Уяф] = 1, то по индукции. Если [[Э«гф] = 1, то по 
достижимости [ф (k)J = 1, где к ЕЕ D, и по индукции. 

б) Для атомарной формулы так же. Далее по индукции. 
в) Пусть почти позитивная, разрешимая формула х с параметрами из D 

ранга п истинна в D. По условию разрешимости получим Phi]. Индук
цией подстроению х, начиная с ее блоков, покажем: если D jzr х (к) и Р Ы(й)]% 
то г« (Вд 1. Если х — блок, то оценку вычисляем только по таким t% 
что [ф (F)J = 1, отсюда D fz:- г|з (f, к), а также JP [г|) (£)], где г|э — почти пози
тивная формула ранга <С п — 1. Для г|э действуем индукцией по рангу,, 
откуда [яЦ = 1. Если х ^ З г̂ф, то Z> fz: ф (к0, к) я Р [ц> (к0, к)], TL е. мож
но применить индуктивный шаг. Если х ^= Уяф, то D Ь ф (&0, А) и Р [ф 
(&0, к)] для любого /с0 ЕЕ D. Если х =̂= Ф Д гр или] х =̂= ф V гр, то (второй 
случай) D fz: ф и Р [ф]. [П 

Пусть полные гейтинговы алгебры Q1 и £22 вложены в некоторую решет
ку Н и Н является гейтинговой алгеброй, но не предполагается, что вложение 
сохраняет операцию ->•; вместо этого предположим, что и —> и <; и ->• у ^ 
<^ и —> v, где -> импликация в П. Если Qj Q й2

 и л и ^2 S ^i? то в качестве 
Н берем] здесь соответственно Q2 или Qv Будем писать Q± <; й2, если 
У а (иа < 1>а) влечет V й^а < V Q8*>a и Д Qlwa < Д Q2ya. Будем писать Qx ^ 

a a a a 
^ Q2, если Qx <; й2 с той заменой, что USJQJ? <; U\/Q2V (Т. е. <^ вместо = ) 
mu~>v=u—>v (т. е. = вместо <J). Например, для любого кольца К 
выполняется В (К) CZ £Г'(К) и £Г {К)^ В (К), а кроме того, выполняется 
/\cfUa = /\виа- Второй важный пример: для любой полной гейтинго
вой алгебры Q выполняется Q c g (Q), Q <^ В (&), а кроме того, \/ Qua = 
= \/B(Q)Ua, где В (£2) была определена в конце п. 1.2. Эти свойства легко 
вытекают из определений соответствующих алгебр. 

Т е о р е м а 10. а) Пусть Q± < Q2, [•]&,, iv |[-]Q2, D2— 3 ^ оценки, совпадаю
щие на атомарных формулах, а формула ф с параметрами из Dx f] D2 и в ней 
каждая импликация содержит в посылке только связки \/, Д . Тогда [ф]^, D± ^ 
^ [[ф]й2, D2- б) Пусть формула ф — б языке колец с параметрами из кольца 
К. Если К — нормальное кольцо, а ф — в слабо Е-нормальной форме, то 
М Г ( К ) < [ф]в(Х). 

Пункт б) этой теоремы близок к предложению 1. 
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1.6. Сокращение идемпотентов и теоремы переноса в случае колец. Вы
разимость глобальной истинности. Кольцо К называется «без идемпотентов», 
если в нем выполняется свойство Ф4 = \е (е2 = е =$> е = О \ / е = 1), 
и «неразложимым», если в нем выполняется свойство Ф5 = \e3t (е2, = £ / \ 
Д e-t = t>e =#> е = О V е = 1); также обозначим Ф5 = \е ((<?2 = е Д 
Д ¥t (e-t = £•#)) =Ф е = 0 \ / е = 1). Классически (но не интуиционистски) 
Ф5 и Ф5 эквивалентны. 

Т е о р е м а 11. а) Для любого кольца К и SF (К)-оценки в языке колец 
глобально истинно свойство Ф5. Если К — нормальное, то для В (К)-оценки 
глобально истинно свойство Ф5 (и Ф5). 

б) Пусть Т — произвольный набор почти позитивных, разрешимых пред
ложений в языке колец с параметрами из кольца К и К |Ь= Т. Если Т, Фъ \— ср> 

я 
mo if (К) [= ф. Если К пучковое и Т, Фь\— ф, то В (К) (= ф. 

З а м е ч а н и е . Эта теорема объясняет, чем полезен переход к глобаль
ной истинности: все идемпотенты сокращаются и этим можно пользоваться, 
так как глобальная истинность переходит в обычную истинность (см., в част
ности, теорему 12). 

Пусть фь> ф' — следующий перевод формул в языке колец с парамет
рами из К. Если ф (к±, . . ., кп) — любая формула в предваренной дизъюнк
тивной форме и е ЕЕ В (К), то ф' (кг, . . ., кп, е) получается из ф переносом 
кванторной приставки, имеющейся в ф, а затем приписыванием 
3 W Ve03*o[e2i - e1/\e1-t = ^ Д . . . д П ( 1 - в 8 ) < 

s 

< ( ! — e)A*i-*i = * i - * i A " - A ( e § =e0/\e0't0 = t0-e0/\e0'k2 = 
= e0 -t2 =¥ e0 < 1 — e±) Д . . . ] , 

где индекс s пробегает число дизъюнктивных членов Е ф, к± = t± — первое 
равенство, а к2 ф t2 — первое неравенство в первом дизъюнктивном члена 
в ф. Заметим, что ф' всегда хорнова формула. 

Т е о р е м а 12. Пусть ф в дизъюнктивной нормальной форме. 
а) Для любого булева элемента е ЕЕ В (К) выполняется 

([ф Шт >е)^(К\=<р' (I, е)). 

б) Для любого пучкового кольца К и е ЕЕ В (К) выполняется 
([ф (Щв(к) >е)&{К\=ч' (I, е)). 

Аналогично определяется перевод ф' (/) i-*- ф" (I, е) для формул ф в конъ
юнктивной нормальной форме. А именно, для бескванторной ф положим 
ф" - 3^1, • • ., er \ft We0 3*0 14 = ег /\ evt - t-e± Д . . . Д П (1 - О < 

S 

< 1 — е Д . . . Д *?!•&! = evtx Д . . . Д (е\ = е0 Д е0-*о = *о"*о Л е0-к2 = 
~ e0-t2==> е0 ^ 1 — егу Д . . .], где 5 пробегает число сомножителей. 
г — суммарное число дизъюнктивных членов, а кванторная приставка пере
носится, как и раньше. 

Такой перевод аналогично определяется и для других форм представ
ления формулы ф. 

Вместо ф' (к, 1) и ф" (к, 1) будем писать ф' (к) и ф" (к). 
Т е о р е м а 12в). Пусть ф в конъюнктивной нормальней форме. Экви

валентности в п. а) и б) теоремы 12 можно заменить на эквивалентности 
вида ([ф (А)] > е) & {К (г ф" (к, е)). 

З а м е ч а н и е . В теоремах 11, 12 и в следующем следствии вместо 
пучковости кольца достаточно нормальности кольца и достижимости оценки. 
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С л е д с т в и е 1. Любое множество предложений (в соответствующем 
языке, расширяющем исходный язык колец) вида if (К) f= ф {«глобально ис
тинно ф»), где ф пробегает множество предложений в языке колец с парамет
рами из К эквивалентно в классе всех колец хорновой теории Т в языке колец 
с тем же запасом параметров из К, а именно теории Т' = {ф' | ф ЕЕ Т}; 
вместо Т' годится и Т" = {ф" | ф ЕЕ Т} (здесь предполагается соответственно, 
что Т в дизъюнктивной или конъюнктивной нормальной форме). Если 
глобальная истинность понимается в смысле В (К)-оценки, то такое же 
утверждение верно в классе всех пучковых колец. 

Класс К колец назовем внутренне аксиоматизируемым, если сущест
вует такая теория Т (в языке колец), что К ЕЕ CfC ^ [ Г ] = 1. Следствие 
1 говорит, что «внутренняя» аксиоматизируемость в ряде случаев совпадает 
с «внешней» (т. е. обычной) аксиоматизируемостью. Аналогичные утвержде
ния верны и для некоторых других структур и соответствующих им оценок. 
Другой вид аксиоматизируемости — локальная аксиоматизируемость — 
рассматривается в гл. I I . Отметим, что внутренняя аксиоматизируемость 
«проще», например, в том смысле, что теория Т формулируется в классе 
неразложимых колец. 

С л е д с т в и е 2. Если ф — хорнова формула в языке колец с парамет
рами из произвольного кольца К, то из (К (= ф" (к)) или (К \zz ф' (к)) вытекает 
К (=: Ф (£)• 

Т е о р е м а 13. В условиях теоремы 116) выполняется К f= ф' Д ф" 
(если ф — хорново, то и К (и ф). 

П р и м е р 6. По теореме 116) i^-пространство и LR-алгебра (т. е. ал
гебра измеримых [R-значных функций) для соответствующих оценок описы
ваются как поле R. Теорема 13 дает перенос соответствующих свойств упо
рядоченного поля R на i^-пространство и LR-алгебру. (Описание if-npo-
странств как поля IR дано Е. И. Гордоном в 1977 г., связь LR-алгебр и ве
щественно замкнутых полей была обнаружена Д. Скотт в 1969 г.) 

Классы колец, упоминаемые в следующей теореме, определяются, на
пример, в [3, с. 389]. Теорема 14 позволяет применять теорему 116) (и, сле
довательно, теорему 13), добавив в теорему 116) перед знаком выводимости |— 
свойство V) в том случае, когда кольцо К обладает свойством i), где число 
i принимает значения 1, 2, 3, 4. Отметим, что i) сильное по сравнению с i) 
свойство. Это продолжает замечание на с. 115. 

Т е о р е м а 14. Для кольца К 1) строго бириккартова, 2) бирегулярного, 
3) абелева регулярного, 4) строго риккартова if (К) — глобально истинны 
соответственно следующие свойства: 1') первичное, 2') квазипростое, 3') тело, 
4') без делителей нуля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы содержится в [3]. 
1.7. Универсальная оценка. Понятие пучка на гейтинговой алгебре. 

Одно из важных достоинств языка теории множеств ZF, а также самой теории 
множеств ZFC состоит в том, что почти все обычные математические языки 
интерпретируются в языке ZF, а соответствующие теории сводятся к теории 
ZFC и часто даже к более слабой теории ZF. Второе важное достоинство языка 
и теории ZF состоит в том, что, работая в рамках этой теории, можно исполь
зовать в рассуждениях такие не выразимые в языке колец понятия, как идеал, 
семейства идеалов, кольца Z , R, С, Q и т. д. 

Поэтому представляет интерес сведение оценки [•]&, D В каком-то 
специфическом языке Я со специфическим семейством параметров DQ к оцен
ке в языке ZF (с раз и навсегда фиксированным семейством параметров Q). 
Такое сведение возможно (см. теорему 16) и в этом смысле оценку в языке ZF 
(определенную в примере 1) иногда называют универсальной оценкой. Конечно, 
это не означает, что другие оценки, отличные от оценки в языке ZF, не нужны. 

Для работы с произвольными оценками удобны понятия предпучка и 
пучка на гейтинговой алгебре, которые мы сейчас напомним. По-видимому, 
они связаны с именами Лере, Гротендика, Ловера, Тирни (см. [1]). 
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Любое частично упорядоченное множество, в частности гейтингову ал
гебру Я , можно рассматривать как тривиальную категорию: множество объ
ектов — само Н, а множество морфизмов Н о т (и, у), где и, v ЕЕ Н, СОСТОИТ 
из одного элемента, если и <С у, и пусто, если и ^ v. Контравариантный 
функтор <jf (•) из Н в любую категорию называется предпучком. Для опре
деленности будем рассматривать предпучки со значениями в категории мно
жеств, т. е., по существу, со значениями в классе всех множеств V. По опре
делению множества § (и) и f (у), где и Ф v, дизъюнктны. Пусть Н отно
сительно операций Д , \ Д О, 1 (но необязательно относительно операции-^) 
вложено в некоторую полную гейтингову алгебру Q. Тогда Q индуцирует 
в Н предикат и = \/&иа, где и ЕЕ Н, {иа} CZ Н. Предпучок f (•) на Я на

ос 
зывается пучком (относительно данной Q), если Vu ЕЕ HV{ua} Q НУ{ка} 

Э! * E f ( u ) ( u = \ М а Л Vex (ка е Г Ы ) Л V a , |3 (р^л .о (ка) = 
а ' 

= P^aAuP №р) ^ V a (p^a (к) = &a), где р„ — морфизм, соответствующий 

тому обстоятельству, что и ^ и. 
Предпучок f ( - ) н а Я называется нормальным (отделимым), если в пре

дыдущем свойстве вместо 3 ! к оставить только требование единственности 
такого к. 

Нетрудно доказать, что пучок канонически продолжается с Н на £2, оста
ваясь пучком (с помощью обратных пределов). Если Н — полная гейтингова 
алгебра, то в качестве Q берется (если явно не указывается иное) сама Н. 

Если f (•) — предпучок на Й, то положим f = [j{f (и) | И Е Й } 
и положим Ек равным тому единственному и из Q, что к €Е §' (и). Отметим Е: 
f ->- Q. На f определим операцию к\ и = PEIAU (&)• Вместо $ (1) можно 
писать $f г. Элементы множества $ (1) = ^1 называются глобальными. Ко
нечно, ри (к) = к\и для глобального к. 

П р и м е р 7. О ц е н к а , с в я з а н н а я с п р е д п у ч к о м . 
С т р а т и ф и ц и р о в а н н а я о ц е н к а . Для любого предпучка f (•) 
на Q выберем в качестве множества параметров $ (1) = f1 и положим 
[* = * ] * \ = У {u^Q \k\u = t\u), где к, t e ^ i , т. е. \к = ^ = 
= \J{u e Q I pi (A) = р£ (0). 

Если рассматриваемый язык содержит (кроме • = •) атомарную форму
лу ф0 (например, арности 2), то в соответствии с общим определением оцен
ки должна быть задана функция вида [ф0 (•, -)~\&х\ §\->- Q, согласованная 
с [[• = - ] ^ , иными словами — экстенсиональная функция для оценки 
[ • ^ . А н а л о г и ч н о интерпретируются функциональные символы: [/ ( • , . . . 
. . . , • ) = -~\grx: £i+1 ->- Q. А именно (например, для двуместного функцио
нального символа / ) , должна быть задана функция ./: $\ -> Q, обладающая 
свойством V&, к1ч t, t±, г/, у1 (/ (А, *, г/) Д / (Al7 ^ , z/2) Д [А - к^х /\ [* = 
= * i ] k < | [ y = # i ]k ) и V 7 ( A » *> 2/) = 1» Vй» t^fv Структура предпучка 
может быть использована для получения интерпретации атомарных фор
мул и функциональных символов. А именно, если на каждом $ (и) опреде
лен предикат Ри (•, •), согласованный со «структурой предпучка» (т. е* 
((и < и) /\Ри(к\и, t\u)) =$Pv(k\v, t\v), где /с, t E f J , то положим 
[Фо (*, t)lrt = \/{и EEQ\PU {к [и, t\u)}. 

Полученная таким образом функция экстенсиональна. Для интерпре
тации функционального символа (например, двуместного) годится любое 
естественное преобразование /: (f (-))2 -»• f (.) функторов; символу / (•, •) 
соответствует /: fl ->• f±. Итак, продолжим оценку с атомарных формул 
на все формулы в соответствии с общим определением оценки. Полученная 
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оценка называется оценкой предпучка f (•) и обозначается [[-J^. Легко 
проверить для любой формулы ф подстановочность [ср (Zl7 . . ., ln)\grx от
носительно [• = 'Jgrt. 

Если в определении оценки [[•]]#-, всюду заменить ^ на ^ , то полу
чится еще один пример оценки. Однако эта оценка, по-видимому, не находит 
существенных применений, так как она не учитывает дополнительной струк
туры, имеющейся в множестве f (но не в fj). А именно, множество f «стра
тифицировано» функцией Е: f -> Q. 

Положим [Л = tjgr = V {и е Й | к\и = t\u) и Ik = tjgr =\у {и е 
е Q | pf* (А) = ()и* (t)}. Конечно, для к, t (= £± выполняется \_к = £]#- = 
= [А == £]#-. Структура <£2, ^Г, [• = -]^> — типичный пример Q-MHO-
жества (см. определение в п. 1.3). Оценка, пока определенная только для 
атомарных формул, продолжается на все формулы: на пропозициональных 
связках, как обычно, а на кванторных связках по-новому: [Э^ф]] = 
= V {Ек Л [Ф (*)> I ^ E f } , [ У * Ф ] = Д {Ек -> [Ф (ВДг | А: ЕЕ Я - Ато
марные формулы и функциональные символы (если они имеются кроме 
• = •) интерпретируются согласованно с функцией [• = •]#•: f2 —> 
-> Й. Эту оценку называют стратифицированной оценкой предпучка^ (•) 
и обозначают [•]#-. 

Две оценки [•]]&, DX И [[•]]&, р2 называются равными, если существует 
биекция г|): D1-*D2, для которой выполняется [ф (Лх, . . ., АП)]]Й, Dt = 
= [ф (г|) (А^), . . ., я); (АП))]]Й, D2 Д л я в с е х формул ф; когда в D± или в D2 фик
сированы какие-то структуры, то они предполагаются одинаковыми и биек
ция должна сохранять их. 

П р и м е р 8. Большой запас оценок получается из оценки [[• JQ В язы
ке ZF (см. пример 1) следующим каноническим образом. Пусть в каком-то 
языке кроме • = • имеется для конкретности ровно один атомарный предикат 
ф0 (арности 2). Выберем некоторую пару функций hv h ЕЕ VQ. Запись фЛ, hl 
означает релятивизацию связанных переменных к h в смысле Э^ЕЕ 1гж Ух ЕЕ 
е h и замену ф0 (#, г/) на <#, г/> е А1в Положим [ ф]0§ Л, Л1 = [фЛ, hjQ. 
Вместо h, hx можно писать h, как обычно делают, когда указывают только 
«носитель структуры» <Qi, h±y. При этом в качестве множества параметров D 
полученной оценки [•]&, л, ьх берется 3) (h). Интуитивно <й, 7^> не просто 
нестандартная, a Q — нестандартная модель в соответствующем языке. 
Вместо |[Ф]Й,Л иногда пишут \h \=z ф]й , так как релятивизация ф к h 
совпадает с определением предиката h f= ф. Ц 

В случае стратифицированной оценки вместо понятий нормальности и 
слоя удобно рассматривать понятия 2?-нормальности и Е-слоя. Оценка [•]#• 
называется Е-нормалъной, если Угг ЕЕ Q V&, £ ЕЕ ^ (i?& = Et = и /\ 
Д [7Ь = £]#- ^ и =^> k = t), а 2?-слой, обозначаемый / ) р , — это структура, 
определяемая, как в п. 1.3, с той лишь разницей, что для факторизации па 
—р берется не все D = f, & {к ЕЕ f \ Ек (£ р}. 

Синглетоном (относительно оценки [ « ] ^ или [ - j^ ) называется любая 
экстенсиональная функция вида р: f -> U (или соответственно вида р: 
&г -»- й) , обладающая свойством р (к) Д р (t) < [А = £]#-. Интуитивно 
синглетон — это Q-одноэлементное подмножество в $ или соответственно 
в f±. Например, функция рн (I) = (к = IJ&, где к фиксировано, i E f , 
а I пробегает $, является синглетоном относительно оценки [•]#-. Если 
в этом примере заменить <£ на ^г, то получится пример синглетона относи
тельно оценки [•]]#> Оценка называется полной, если любой синглетон р 
равен синглетону вида рк для какого-то к. Понятия синглетона и полной оцен
ки определены в [1]. 

Напомним, что слой fp предпучка $ (•) определяется как прямой пре
дел системы {f (и) | р <= и ЕЕ £2}. Если к ^ f (и), а Е Й , то значение к 
в точке р (если оно определено) обозначим к (р). 
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Следующее предложение является аналогом леммы 1. 
П р е д л о ж е н и е 2. Для нормального предпучка, если и <^ \_к = 

— tjp, то к^и — ^идля всех к, t£Ef. 
Т е о р е м а 15. Пусть J / ] ^ и l_-J& — две оценки, определяемые 

предпучком $ (•) на полной гейтинговой алгебре Q. 
а) Предпучок f (•) нормален для любых глобальных элементов в том и 

.только в том случае, если оценка Ц/]]^ нормальна. Он нормален в том и толь-
ко в том случае, если оценка [[•']#- Е-нормальна. 

б) Предпучок $ (•) является пучком в том и только в том случае, если 
оценка [[•]]#• Е-нормальная и полная. 

Пусть оценка [•]£• на атомарных формулах обладает свойством: р ЕЕ 
ЕЕ Р? = £j#* ^ 3 ^ (р ЕЕ и Д А^и = t\u) {фактически это свойство Q вида: 
Р е V иа н> За (р е иа)). 

а 
в) Выполняется: \к = f j ^ = {р ЕЕ X (Q) | k (р) = t (p)}. 
г) Слой предпучка ^риЕ-слой оценки f_-Jgr совпадают. Если Q — нуль

мерная u\_*Jgr — слабо пучковая, то слой ^р нормального предпучка f (•) и 
слой оценки [ • ]^ 1 совпадают. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Дано: если 1 = V иа и р\а (к) = р* а (£); 
а 

Voc, где к, f e f 1, то i = f. Если [А = г ] ^ = 1, то 1 = V {и I pi (&) = 
= pu (*)}, поэтому к = t. Наоборот: если 1 = \/ иа, p i a (A) = р* а (t), Va, 

а 
то \_к = t\grx = 1, поэтому к = t. Пусть У (•) нормален и Ек — Et = и, 
Ik = tj? > и. Тогда и < V (^ I к\и = t\v) = V {" I РЕКА* (А) = PJCTA* (*)Ь 
А: = £. Наоборот: если к, t e f (и), и = \/ иа, риа (к) = риа (t), то [А = fjĵ r > 

а 
> и, к = t. 

Пункт б) доказывается в [1]. 
в) Если к (р) = t(p), т. е. к \и = £f и и р ^ и, где и е й , то [/с = i\&C^ 

^и ^ р. Если /? ЕЕ [А = tf]^ = V (^ ^= ^ I ^ N = ^ f w )> т о п о условию 
получим р ЕЕ и и й|"ю = £|"ю, т. е. к (р) = t (р). 

г) Множество, которое факторизуется в случае предпучка ^ (•) и оценки 
[ • ] ^ , одно и то же — это {к ЕЕ $ \ р Ez Ек}. Отношение эквивалентности 
также одинаково: к ^ Р Ш З ^ ( р Е и /\к\и = t \ и) <£=¥ р ЕЕ Цс = tj<r. 

Если Q нульмерна, то в качестве множества для факторизации в опре
делении f'v можно взять $ х, оно же берется в случае оценки [-J^v О 

Пусть $ (•) — предпучок на Q. Напомним, что р^ — это функция, опре
деленная на $ и равная рк (I) = \к = 1\&, ри: $ -> Q.. Аналогично, рц — 
функция, определенная на $х и равная р^ (I) = [/с = lj&t. Конечно, рц, 
Ри ЕЕ VQ, где I из области определения рК или рК отождествляется с I ЕЕ VQ. 
Обозначим П = {^ | fc E f } и П' = {р'к \ к е f J . Положим f (рК) = 
= Ек и ^Ti (jDjJ) = 1, где ^ ' определено на П, а ^ х определено на П ' . 
Штрих в обозначениях р^, П' обычно опускают и имеют в виду, что $' и $f1 

определяются по-разному; f , $х ^ VQ. 
Т е о р е м а 16. Пусть $ (•) — предпучок на полной гейтинговой ал

гебре Q. 
а) Выполняется [ф (кг, . . ., кп)1^-1 = [ф (ръх , . . ., /?к' ) ] 0 ' 9^л любой 

формулы ф в языке колец с параметрами из $х (справа оценка из примера 8). 
Для нормального (хотя бы только на глобальных элементах) предпучка 
оценки1-^г и [ - ] Q ^ ' равны. 

б) Выполняется |[ф (/сх, . . ., /сп)]]#- = [ф (/?^, . . ., рм. )JQ3-' для любой 
формулы ф в языке колец с параметрами из $. Для нормального предпучка 
оценки [•]£- и [ - JQ, #Г/ равны. 
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в) Если f (•) — пучок, то f ± ~ (f[)AQ и f± ~ (fr')AQ, где ~ изомор
физм вида к>-+ рк и соответственно к н> ри.1\ 

г) Если ft: (f (-))П| - ^ f (•) — естественное преобразование предпучков 
(пГарная операция на f х, где 1 < г < т), то <$[, {/*'}_>— одноименная 
с (S\i {fi}y алгебраическая система (и также для &'). 

З а м е ч а н и е . Эта теорема сохраняется, если язык колец расширить 
новыми предикатными и функциональными символами. В п. г) имеются в ви
ду позитивно определенные алгебраические системы, например, группы или 
кольца. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Функции р^ и $fu очевидно, экстенсио
нальные. Если ф — атомарная, т. е. ф — равенство, то 

Ьь = p'tlo,?- = Л (Р'Х (0 - p't (Ь = Л Р = 4k~[* = 4k) = lk = *Ъгг-
Связки Д , \ / , =Ф, очевидно, сохраняют равенство. Связка V также сохраняет 

равенство, так к а к [ У х ф > х = Д [<р (*)]k> \УХЧ\ г ' = Л [ф (Р*)\ 7 - Т а к " 

же рассматривается случай связки 3 . Для нормального пучка отобра
жение к ь^ р'к—биекция, которая и означает совпадение оценок. (Поэ
тому для нормального пучка можно не различать к ж рк, отождеств
ляя их.) 

б) Функции ри экстенсиональны, атомарный случай и пропозициональ
ные связки рассматриваются, как в п. а). Кванторные связки рассматрива
ются с учетом определения стратифицированной оценки. (Отметим экстен
сиональность функции §'.) 

Пункты в)—г) доказываются в [3]. 
П р и м е р 8а). Применим теорему 16 к одному специальному, нужному 

в гл. II предпучку. А именно, фиксируем кольцо К и положим $ (е) = е-К, 
где е пробегает В (К); для ег <J e2 положим ре

е\ (к) = е±-к (где к пробегает 
f (е2), т. е. е2-к = к). Р . Пирс по существу доказал, что предпучок f (•) 
является пучком относительно топологического пополнения ЗГ (К) алгебры 
В (К). Поэтому, как всегда, $ (•) продолжается на if (К), оставаясь пуч
ком. Сузим $ (•) на В (К) — алгебру регулярных открытых множеств 
в X (К) и, одновременно, дедекиндово пополнение алгебры В (К). Это су
жение обозначим G (•). Такое G (•) — предпучок не обязательно даже нор
мальный. Пучковость кольца К, по существу, означает, что G (•) — пучок. 
Можно заново определить оценки из примера 2 как [ф]°г(К) = [ ф ] ^ и 
[ф]в(К) = M d - Обозначим К' = f[, т. е. К' — тождественно единич
ная функция, определенная на всех рК вида/^ (I) = \_к = 1~\&х. Интуитивно, 
К — нестандартный образ кольца К в мире множеств F ^ K \ По предпучку 
G (•) можно также образовать Gx e VB^K\ где Gx похоже^на К', т. е. Gx — 
тождественно единичная функция на всех Ьи вида L^ (I) = fk = IJQ,. Н О 
ри, вообще говоря, не равно Lft, так как f (•) не равен G (•). 

Т е о р е м а 16е). Пусть К — нормальное кольцо. Тогда G (•) -— нор
мальный предпучок на глобальных элементах (в частности, К' —^i = G-J 
и отображение к *-*• рк = Ь^ инъективно, т. е. К вкладывается в K'w и К'в, 
а также [ф]гда = [ф]г , к ' < [ф]* , к' = [ф]в(Ю Оля любой ф в слабо 
Е-нормалъной форме. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 1 = V' вба, еа е В (К), ea-k = ea-t7 
V a . Тогда U ^ a £ о̂> гДе ео и з условия нормальности. Поэтому е0 = 1 и /с = t. 

Далее, jpfc (Z) = L^ (I) = 0̂» гДе о̂ и з условия нормальности. Поэтому К\ 
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шо определению равное fx, равно и d , т. е. 
К' ЕЕ VB(K) С (V^W П Ув№). 

По теореме 16а) отображение к ^ рк~ вложение и с учетом ^рк ЕЕ K'J = 1. 
(для 3~- и В-случаев) получим нужное вложение К. Последняя цепочка сле
дует из теорем 16а) и 106). 

Напомним, что Qx = ^ (X j ) , где Хг — бэровская прямая со03. 
Т е о р е м а 17. Пусть ср — замкнутая формула в языке ZF. Если для 

любых h, h± £Е F Q выполняется Q± (zr ф^ ^, где h — тождественно единич
ная функция с непустой областью определения uhx — экстенсиональная функ
ция на (3) (h))2, то \— ф. 

я 
Эта теорема, а также работа [5, с. 127] стимулируют следующее опреде

ление, предложенное, по-видимому, Г. Такеути (см. [10]). Пусть ф — фор
мула в языке ZF, может быть, с параметрами из V ~ VZK Обозначим 
сНа (= ф предикат VQ (VQ t ф), где й, как всегда, пробегает все полные 
гейтинговы алгебры. Этот предикат можно назвать гейтинговой значимостью. 
Гейтингова значимость не влечет выводимость в теории HZF, так как ограни
ченные формулы имеют одну и ту же оценку во всех VQ, например, натураль
ный ряд — один и тот же объект со во всех VQ. Однако, можно полагать, 
что для неограниченных формул гейтингова значимость лучше соответствует 
интуиционистской истинности в теории множеств. В частности, для гейтин
говой значимости выполняются некоторые свойства дизъюнктности и экзи-
стенциональности. Конечно, если HZF |— ф, то сНа (zr ф. 

Г Л А В А I I 

ЛОКАЛИЗАЦИИ И ОЦЕНКИ 

И Л . Локальная аксиоматизируемость класса алгебраических систем. 
Пусть Cf£ — класс пучков $ (•) на полных гейтинговых алгебрах Й, где Q 
пробегает некоторый класс CfC^ каждое значение $ (и) — алгебра одной и 
той же сигнатуры. Обычно слои — алгебры §'р пучка $ (•) (здесь и далее 
р пробегает X (Q)) проще, чем алгебра f (1). Поэтому свойства $ (1) стара
ются редуцировать к свойствам семейства {$ v\ р ЕЕ X (£2)}. Это одно из 
проявлений «метода локализации». 

Класс пучков CfC назовем локально аксиоматизируемым, если существует 
теория Т в языке, соответствующем сигнатуре этих алгебр, для которой 
f (•) G Ж <=> ({fp} Ё Т), где здесь и далее {£р} (= Т означает Vp (fp (=: 
(= Т). Теорию Т назовем локальной теорией класса CfC. Понятие локальной 
аксиоматизируемости, как и хорошо известное понятие аксиоматизируемости, 
выражает определенную «замкнутость (полноту)» класса Ж. Для пучка $ (•) 
на Q в примере 7 были определены оценки [-Jj^ и [-J^r со значениями 
в Q. Эти оценки — полезный инструмент для перехода от локальной теории Т 
локально аксиоматизируемого класса Ж к классу глобальных объектов 
{f (1) | f Е Ж} и теории Th{f (1) | f e Ж). При этом важную роль 
играет выразимость глобальной (относительно f - ] ^ или [•]]#•) истин
ности в алгебре § (1). То есть существование такого перевода ф и - ф' (не за
висящего от пучка f (•)), что (f (1) f= ф') 4=> ([ф]^1 = 1) для всех f (•) 
и з CfC % Аналогично для оценки [[•]]<?". В этом случае назовем ЗС классом с гло
бальной истинностью. В этой главе такой подход применяется для случая, 
когда все глобальные объекты f (1) — ассоциативные кольца с 1. 

Для этого случая выразимость глобальной истинности обеспечивает 
теорема 12. При наличии такой выразимости конкретные вопросы о классе 
{£ (1) I f (•) £Е Ж) или теории Th{f (1) | $ е Ж} можно редуцировать 
к теории Т единообразным способом. Это можно делать и для теоретико-
модельных вопросов. Например, редуцировать разрешимость, полноту^ 
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модельную полноту, категоричность, стабильность и тому подобное к ана
логичным свойствам теории Т. 

Заметим, что свойства локальной аксиоматизируемости класса CfC и его 
аксиоматизируемости не обязательно влекут друг друга, они также нетриви
ально взаимоотносятся со свойством внутренней аксиоматизируемости (опре
деление см. на с. 116). 

В примере 8а) рассматривался следующий (пирсовский) пучок, опреде
ляемый по любому ассоциативному и с 1 кольцу К. Для е ЕЕ В (К) положим 
$ (е) -±z е-К и для е1 < ; е2 положим p j : f (e) -> f {ex) есть умножение 
на ех, т. е. р** (к) ^= е1-к. Конечно, $ (1) = К. Как правило, В (К) не полна. 
Выполняется: если е = \}еа, где е е В (К), {еа} с : В (К) и ка е f (ea), 

а 
т. е. еа-ка = йа , и <?а-ер-й;а = ^а-ер-Лр, то Э\к ЕЕ f (e)Va (<?а-/с — А:а). Су
ществование такого к очевидно в силу компактности е, а единственность сле
дует из леммы 1 к теореме 5. Поэтому стандартным образом продолжаем $ (•) 
с 5 (i£) на SF (К), полагая $ {О) равным обратному пределу системы 
{$F(e)\ e S О). Получим (пирсовский) пучок на 3~ (К). Любой класс колец CfC 
отождествляется с классом соответствующих пирсовских пучков; при этом 
К и # (•) на SF (К) можно не различать. Слой $'v этого пучка совпадает 
с Kv = Kip, где р = р-К, т. е. мы попадаем в ситуацию примеров 2 и 8а). 
Вместо $f1 (см. определение перед теоремой 16), где $ (•) — пирсовский 
пучок кольца К, будем писать К'. Конечно, К' можно определить, не упо
миная о пирсовском пучке. Слой Кр в алгебраическом контексте называют 
еще пирсовской локализацией кольца К в «точке кольца» р. Рассматриваются 
и другие виды локализаций колец и соответствующие им пучки. Последую
щие результаты в основном переносятся на них, но здесь мы ограничимся 
пирсовской локализацией. 

Теорема 15в) по существу влечет следующее 
П р е д л о ж е н и е 3. Выполняется \_k = Jjrcm ={р £= X (К) \к (р) = 

= * (р)}-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если р ЕЕ \_к = i}g-(K), то р Е= е и е-к = e-t. 

Если к (р) = t (р), то р ЕЕ е и е-к = <?•£. (Предложение 3 верно и для любой 
позитивной бескванторной формулы.) 

11.2. Оценка и модельная полнота. Булева абсолютность. Подход, опи
санный в п. П . 1 , мы применим к следующей задаче А. Макинтаера: если Т 
имеет модельный компаньон, то имеет ли класс CfC модельный компаньон 
(и каков он), см. [7, с. 175]? Напомним соответствующие определения. 

Класс колец CfC называется И-модельно полным, если для любых К, L ЕЕ 
ЕЕ CfC, К cz L и любой формулы ф из класса формул 2 (здесь и далее в языке 
колец) с любыми параметрами к1ч . . ., кп из К выполняется (К pz ф (к±, . . . 
. . ., кп)) <=> (L \и ф (к1ч . . ., кп)). Если 2 совпадает с классом всех формул, то 
CfC называется модельно полным. Если класс CfC модельно полон и аксиомати
зируем, то теория ThCfC называется модельно полной. Если класс CfC аксиомати
зируем, то модельная полнота класса CfC и теории ThCfC эквивалентна тому, что 
любая система уравнений и неравенств с коэффициентами из К, разрешимая 
в L, разрешима и в К («критерий Робинсона»). Последнее эквивалентно тому, 
что любая формула ф (х±, . . ., хп) эквивалентна 4-формуле я|э (хг, . . ., хп) 
в теории ThCfC («теорема Робинсона»). Формула, выражающая естествен
ным образом утверждение о существовании решения у конкретной системы 
уравнений и неравенств называется примитивной. 

Класс CfC* называется модельным компаньоном класса CfC, если эти классы 
взаимно вложимы, т. е. V К е CfC^L e CfC* (К c f L) и УЬ^УС*ЗК(=: 
ЕЕ CfC (L CZ К), и CfC* модельно полон. Если эти классы аксиоматизируемы, 
то теория ThCfC* называется модельным компаньоном теории ThCfC. Хорошо 
известно, что, например, класс всех алгебраически замкнутых полей являет
ся модельным компаньоном класса всех полей, а класс всех вещественно 
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замкнутых полей является модельным компаньоном класса всех упорядо
ченных полей. 

Фиксируем теорию Т, имеющую модельный компаньон Г*, а также 
класс CfC -±? {К\ {Кр} [=: Т}. Когда класс CfC имеет модельный компаньон? 
Каков он? В частности, для класса ^ 0 бирегулярных колец (иными словами.; 
УС0±^{К | {Кр} f= «простое кольцо»), какие. его подклассы модельно 
полны? В этом состоят вопросы Макинтаера (см. [7, с. 175]; [8, с. 88]). 
А. Макинтаер в работе [8] указал модельный компаньон для класса CfC вида 
CfC ±^. {К | {Кр} j= «поле»}; иными словами, указал модельный компаньон 
для подкласса в CfC ̂  состоящего из всех коммутативных регулярных колец. 
Этот результат был получен и другими авторами, о чем говорится в [8]. До
казательства того, что классы CfC ̂  и CfC действительно характеризуются таким 
образом через их локализации, а также другие примеры локально аксиома
тизируемых классов, можно получить, например, из теоремы в [3, с. 389], 
см. также пример 9. Некоторые ответы на эти вопросы Макинтаера содер
жатся в следующем пункте. А именно, мы фактически предъявим следующий 
класс CfC* = {К | {Кр} f= Г*, К \=. Фх Д Ф2}, где Ф1 — свойство нормаль
ности, а Ф2 — свойство безатомности кольца К, и укажем достаточное (а по 
существу и необходимое) условие того, что CfC* — модельный компаньон для 
CfC. Легко проверить: УК ЕЕ CfC^ (К f= Фх). Поэтому если Т* \= «простое», 
то CfC* с : УС0 и условие Фх в определении класса CfC* излишне. В примере 10 
предъявляется новый модельно полный подкласс в классе CfC Q. 

Далее существенно используется следующее 
П р е д л о ж е н и е 4. Если К — нормальное кольцо и {С&р} \=z Г* 

(где Г* — моделъно полная теория), то для любой формулы ф выполняются 
два свойства: [ф (кг, . . ., kn)Jg-(K) = {р 6= -X" {К) | Кр р ф (кг (р), . . . 
. . ., кп (р))} и [ф (/сх, . . ., ^n)Jr(K) — открыто-замкнутое множество, где 

Jc1, . . ., kn ЕЕ К. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для атомарной формулы §_k = tj = e0, где 

е0 из определения нормальности для элемента k — Z, и учтем предложение 3. 
Для связок V ' Д? i в с е очевидно. Для связки 3 заметим [3#ф] = 
— {р ЕЕ X \ Кр \=z З^ф}. Используя модельную полноту для формулы 
( 1 З^ф) {хъ • . ., хп), получим приводящую ^-формулу г|) (хг, . . ., хп) и по 
нормальности кольца оценка [3#ф] открыто-замкнута. Для связки V 
•заметим [Уяф] Q {р ЕЕ X | Кр f= У^ф} С [) {[ф (k)J \ k ^ К} и учтем.; 
что {р GE X | Kv [=: 3 ^ ]ф} открыто-замкнуто. 

Следующие два предложения — частные случаи теоремы 26, в), (см. 
также [3, с. 388]). 

П р е д л о ж е н и е 5. Пусть ф — любая формула в нормальной форме 
или в предваренной форме (в этом случае К — нормальное). Если р ЕЕ 
е [ф (&!, . . ., ftn)]r(K), то Kp\=z ф (кг (р), . . ., кп (р)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим случай нормальной формы. Если 
JD ЕЕ [/с = (J, то р Е е < Р = Ч и п о л е м м е 1 к (р) = t (р). Случаи ф = 
= 9i V Ф2 и Ф = Ф1 Л Ф2 очевидны. Если ф = фх => ф2 и р GE [фх => ф2], 
то в случае р е [<Pi] получим р G [ф2] и все доказано. В случае р ф. [cp j 
ш Кр \~ уг получим противоречие индукцией по числу связок в фх. 

З а м е ч а н и е . В связи с предложением 5 (и теоремой 26), которая 
также верна для нормальной формы) обратим внимание на следующее: по 
теореме 11а SF-глобально истинно, что «К без нетривиальных центральных 
идемпотентов», т. е. [ Ф 5 ] г = 1- Отсюда нельзя вывести, что Kv fz: (Ф5 Д 
Д Ф5), именно потому, что Ф5 не в нормальной форме, а перейти к Ф5, кото
рая в нормальной форме, нельзя, так как ^-глобальная истинность под
чиняется интуиционистской логике. И действительно, в Kv могут быть 
многочисленные центральные идемпотенты (см. [27]). Это показывает, что 
теорема 11 нетривиальна. 
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П р е д л о ж е н и е 6. Если АЕ-формула ср в нормальной форме или 
К — нормальное, то ([ср (к1ч . . ., kn)JsriK) > е) <=Ф Vp^„ е (Кр fr ср (кг (р), . . . 
. . .,кп(р))), etEB(K). 

Класс CfC назовем булево правильным, если К, L ЕЕ CfC, К CZ L ==>-
=ф> В (К) CI Б (L). Например, достаточно проверить Z (К) CZ Z (L), где 
Z (К) — центр кольца К. 

П р е д л о ж е н и е 7. а) А-модельная полнота класса ОС влечет его 
булеву правильность. 

б) Булева правильность эквивалентна К CZ L => Ург ЕИ X (L) (р^ П 
П К) е X (К) и эквивалентна Z С L ^> 3 ^ е I (L) ((Pl П if) <= X (Я)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Для любого е ЕЕ В (К) перенесем из К 
в L формулу Vx (е-х = х-е). 

б) Проверим следования в том порядке, как они указаны. Конечно, 
рг f] К = рх П В (К) Q В (К), не содержит 1, содержит 0, замкнут отно
сительно \ / , а по булевой правильности транзитивно вниз и просто. Если 
существует е Е: В (К) \ В (L), то (рг (~) К) непросто. 

Класс CfC назовем булево простым, если К, L ЕЕ CfC', К cz L =Ф V ^ (= 
е ^ (L) (̂  # 0 =Ф 3/>i е ^Зр ЕЕ X (К) [Р =? л п K/\Vk(^ к (3* е 
€Е Pi (е-& = /с) н> Зе ЕЕ р (<?•& = /с))]. Если CfC — булево правильный класс 
и V К ЕЕ. CfC (К \z. Oi), то условие булевой простоты класса CfC принимает 
следующий вид: К cz L =ф V / ? I е X (£) ( /V^) П ^ ^ (Pi П # ) • # (см. 
доказательство предложения 86). 

П р е д л о ж е н и е 8. Пусть CfC — булево правильный класс и V К ЕЕ 
е cfc (к ь Фг). 

а) АЕ-моделъная полнота класса CfC влечет его булеву простоту. 
б) Свойство класса Ж вида К cz L ч> V/c е К\/е ЕЕ 5 (A) (A fr 

|= г|з (/с, е)=Ф£ |= г|) (А, е)), гдгг|> ^ Ve0 3* (<?о = e0/\e0-t = t-e0/\e0-k = 0=»-
=4> е0»£ = е0), эквивалентно его булевой простоте. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пункт а) сразу следует из эквивалентности 
в пункте б). 

б) Пусть выполняется это свойство и (с учетом условия) е -±^ \k = OJK-
Тогда L f= г|э (А, е), т. е. [А - 0 ] ь < [Л = 0 ] к . Отсюда 
[А ^ OJK < [A ^ 0 ] L V p e X (L) VA е А [ 3 ^ GE 

[^ ^ 0]к 6 А П ^ , [А Ф 01к-к = к], 
т. е. Зе ЕЕ (рх П К) (е-к = к). Это сильнее, чем утверждение о булевой про
стоте класса CfC. Наоборот: пусть е0 ЕЕ В (L) и е0-к = 0. Допустим е0 f\ 
f] (1 — е) Ф 0. По условию булевой простоты выберем в Z (L) точку 
Pi ЕЕ е0 П (1 — е), Для которой ^ f l Х с ^ , где р = р1 f] К — простой 
идеал в В (К). Так как (1 — е0)-к = к, то существует ег е р, для которого 
ех-к = к. Поэтому (1 — ех) ф. рг, (1 — ex)-k = 0 , (1 — ег) < е, е ф р1У 
а с другой стороны (1-е) $Е рг. Противоречие. Здесь к ЕЕ К ж е£ЕВ(Ь). 

З а м е ч а н и е . Свойство из предложения 86) вытекает из булевой про
стоты класса и без использования условия VК е CfC (К f= Ф2). 

П р и м е р 9. Если кольца из класса CfC обладают свойством Ф3 , то CfC — 
булево правильный. Класс CfC строго риккартовых колец в классе нормаль
ных колец имеет в качестве локальной теории Т аксиому V/c, t (k-t = 0 =£•• 
=Ф к - 0 V t = 0), т. е. CfC = {К | К f= Фг Л { ^ Р } Ё У}. 0 н состоит из 
нормальных колец и булево правильный. Последнее потому, что Т |— Ф4 
и, следовательно, в CfC выполняется Ф3 . 

Класс CfCx абелевых регулярных колец имеет в качестве локальной, 
теории Т аксиому «тело». Этот класс —такжебулево правильный, а, кроме 
того, и булево простой. Последнее имеет место в силу того, что любой булево 
правильный класс колец CfC, все локализации элементов которого — про-
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стые кольца (т. е. любой булево правильный подкласс класса бирегулярных 
колец),— булево простой. Проверим последнее утверждение. Пусть К, L ЕЕ. 
ЕЕ У£, К CZ L и выполняется рх ЕЕ X (L), к (ЕЕ р1 П К- Нужно показать 
к е р для некоторого / ? Ё Х (К). Положим р =̂= рх (П К CZ В (К). В силу 
булевой правильности р Ei X (К). Рассмотрим гомоморфизм Ы- ь-> ULi> 

К J р -+ L I рг, ядро а этого гомоморфизма — двусторонний идеал в К / рг 
содержащий элемент [к]-. Если а = Kip, то [1]_L = [0]_Го т. е. 1 = ег-1г 

v Pi Pi 
где <?х ЕЕ Рп отсюда ег = 1, противоречие. Если а = 0, то [к]- = О, отсю
да к = е-к, где е ЕЕ р. 

Класс Л\ бирегулярных конец, как отмечалось, характеризуется усло
вием К ЕЕ & о <=> {Кр} [= «простое». Он — не локально аксиоматизируемый 
(в языке колец). 

Еще один интересный для нас класс колец &£2 состоит из всех строго 
бириккартовых колец. В классе нормальных колец он локально аксиомати
зируется теорией Т из одной аксиомы: «первичное кольцо», т. е. <%'2 = 
= {К | К \=z Фх Д {Кр} fz: T). Напомним, что первичное кольцо опреде
ляется условием: для любых (двухсторонних) идеалов а, Ъ из а-Ъ= 0 следует 
а = О V Ъ = 0. Это условие можно выразить в языке колец: V/c, /схЭ^ (&• 
•Z-Zq = 0 =$> к -.= 0 \/ кг = 0). Заметим, что все упомянутые в этом примере 
локальные теории таковы, что любая их модель имеет только два централь
ных идемпотента 0 и 1, т. е. удовлетворяет Ф5. 

П р и м е р 10. Следующий пример — основной в этой главе. Мы из
ложим его для ассоциативных с 1 колец, хотя он остается правильным для 
колец без 1 и для неассоциативных колец, о которых говорится в работе [23]. 
Предполагается, что читатель прочел следующий пункт до конца формулиров
ки теоремы 18. В этом и следующем примерах содержатся утвержденияг 
которые мы нумеруем в силу их частного характера с префиксом 10 или 11. 
Обозначим X класс всех первичных Р/-колец А (над коммутативным 
с 1 кольцом R) фиксированной степени s. Центр кольца А, обозначаемый 
везде F ±=? Z (А),— целостное кольцо (т .е . коммутативное, без делителей 
нуля). Напомним: алгебра AR называется PI-колъцом, если в ней тождест
венно равен нулю хотя бы один многочлен (с некоммутативными переменны
ми) и старшим коэффициентом 1; наименьшая степень такого многочлена и 
называется степенью алгебры (см., например, [29, 2, с. 43]). Алгебра Ар 
(рассматриваемая как центральная) вкладывается в свое классическое 
кольцо частных SA =̂= A (X)F Fcl, где Fci — поле частных для F; в него вкла
дывается и поле Fci. Соответственно по формулам а н - а(х) 1 и j-g'1 »-*• 
*-* 1 (8) f'g'1 (так как модули AF и pFcl без кручения). Любая максимальная 
линейно независимая система {at} в А над F образует базис {at (x) 1} в SA 
над Fcl, а любой базис в SA МОЖНО преобразовать к такому виду; все это 
подробнее (см. [28, с. 46—48]). Поэтому некоторые свойства А и SA 
можно выражать друг через друга. Теорема Познера (см. [29, 2, с. 48]) 
говорит, что SA m-мерная (над ее центром Fct) и простая алгебра. Д л я 
всякой m-мерной (над ее центром) и простой алгебры А выполняется т = 
= п2, для некоторого п. Будем, далее, называть такие алгебры А п-алгеб-

рами (см. [25]). В данном случае п = -п- . В классе первичных колец А 

условие «PZ-алгебра степени s» аксиоматизируется в виде A \z: S2n Д ~~~| 
1 S2n-2i гДе $к — стандартное тождество степени к (см. [25, с. 498]). Его 

можно аксиоматизировать и иначе: в А существует максимальная линейна 
независимая над ее центром F система из т элементов. Итак, класс X 
аксиоматизируем этими тремя аксиомами, обозначим их Т&-

Рассмотрим класс Хт0, состоящий из всех тг-алгебр Ар с центром F, 
удовлетворяющим фиксированной теории Т0. Выполняется Хт0 ^ X, так 
как в Ар выполняются точно те же тождества, что и в матричном кольце 
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Мп {F) (см. [25, с. 497]), и, в частности, в Ар выполняется стандартное 
тождество S2n. 

П р е д л о ж е н и е 10.1. Класс Хт0 аксиоматизируется нижеуказан
ной теорией Т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы Артина — Веддербарна нетрудно 
получить, что Ар = Мъ (D), где D — тело и алгебра над своим центром 
F = Z (D) размерности s (см. [25, с. 283]). Ясно, что п2 = k2-s. Поэтому 
аксиоматизируем Хт0 теорией Г, содержащей аксиому \ / З ! ^ } 1 * 

УхЗу {^еИ = 1 Л eij'ePQ =8jp'eiq /\b-etj = eirx=¥ y-eij = eij. у Д (х = 
2 = 1 : : 

= 0 V Х'У = У'х = 1) О Л 3^! , . . ., х8 [УхЗуи . . ., у8 Уп (х±-еи = eir 
-х Л • • • Л Уг'и = и-УгЛ • • - Л х = Х1'У1 + • • • +Хз-Уз) A ( * n • • -,xs — 
линейно независимы над центром)]}, где 6jp — символ Кронекера, а также 
список аксиом, релятивизирующих для центра F все аксиомы из теории Г0 . 
Пусть А — модель теории Т. Нетрудно проверить, что А = МК (Z ({<?г-7})), 
где Z ({etj}) — централизатор системы «матричных единиц» {ег7}, он всегда 
образует кольцо (см. [24, с. 82]). В данном случае — по условию это тело 
размерности s над центром в А. 

П р е д л о ж е н и е 10.2. Класс ЖТо =̂= {К\ {Kv} | fr T) булево пра
вильный {как и любой его подкласс). Более того, для К, L ЕИ ^т0 выполняется 
K^L=^Z ( Z ) Q Z ( L ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отметим, что Хт0 £ ^ т 0 - Проверим второе 
утверждение. Назовем отмеченным полилинейный многочлен (с некоммута
тивными переменными) и коэффициентами ± 1, содержащий переменные, 
у которого для любой центральной алгебры Мп (F) все значения лежат в ее 
центре, и не равный тождественно нулю, где F — любое простое поле, т. е. 
Q или какое-то поле вычетов. Такой многочлен существует, например, это 
многочлен Ю.П. Размыслова г|). Ясно, что он обладает тем же списком 
свойств и для всех п X п — матричных колец над полями. Так как любая 
гг-алгебра А& обладает в точности теми же тождествами, что и Мп (F), где 
везде F ±^ Z (А), то г|) обладает тем же списком свойств и для всех ?г-алгебр 
(см. [29, 2, с. 47]). Для любой алгебры А образ я|) на А совпадает совсем цен
тром F. Пусть / G 2 (К) и KC1L, где К, L ЕЕ ^тй- Для любой точки 
р0 Ez X (К) выполняется к (р0) ЕЕ Z (KPi). Поэтому существуют ti\ . . . 
. . ., tm =̂= tPo, для которых к (р0) = i|) (t^ {р0))- Это равенство выполняется 
и в некоторой открыто-замкнутой окрестности еРо точки р0, т. е. Vр ЕЕ 
£= еРо (^ (Р) = 'Ф (ho (Р)))- Выберем дизъюнктное подпокрытие ePl, . . ., ер 

всего X (К). Склеим tf\ . . ., t^ на ePl, . . ., ер (т. е. образуем tx^=p-
i 

=̂= S txl'ep) и также образуем t2, . . ., tm. Тогда к = г|) (£). Так как t Q L, 
г=1 г_ 

то к == я|) (t) «в L» и для любой точки p £ l (L) выполняется к (р) = 
= 'Ф (I (Р)), откуда к (р) ЕЕ Z (Lp). Итак, 4 E Z ( L ) . 

Т е о р е м а 10.3. .Ес/ш Г0 — моделъно полная теория, то Т моделъно 
полная теория. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 4 , 5 G ХТ0 и 4 С! Б И F ^ Z (А), 
G±^Z(B). Тогда предложение 10.2 показывает, что F Q G, и легко про
верить, что любой базис {хъ . . ., хп} в 4 над F является и базисом в В над 
G. Действительно, образуем A-G подалгебру в В над G, порожденную под-
кольцом А. Выполняется: 7 ±? ZA.G (А) з F, G; F, G С Z (A -G) и 4 -G ал
гебра над F. Согласно [25, с. 289] получим A-G ^Ё А (х)^ Z^-G {А) —изомор
физм двух F-алгебр вида а 0 с и - а-с. Но — это изоморфизм и G-алгебр. 
Тогда п = dimGB > d i m G ^ • G = dimG (4 (g)F 7)G = ( d i m F 4 ) - (dimG Z) = 
= n-[Z : G]. Отсюда Z = G. Итак, dimG ^ - G = тг и A-G= В. Поэтому BG ^ 
^ (Л ® F G)G. Теперь любой базис {aJ в Л]г превращается в базис {at (g) 1} 

file:////b-etj
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в (A 0F G), т. е. в BQ. Рассуждая как в [23, с. 23], закончим доказательство. 
Например, модельно полны: теория кватернионов; класс тг-алгебр,. 
у которых центр вещественно или алгебраически замкнут; класс колец, 
каждое из которых элементарно эквивалентно кватернионам или кольцу 
М2 (R) и т. д. 

С л е д с т в и е 10.4. Пусть Т0 — модельный компаньон для Т0. 
Тогда теория Т* (соответствующая классу X *) — модельный компаньон то 
для теории Т. 

Т е о р е м а 10.5. Пусть Т0 — модельно полная теория. Тогда класс 
JfTo^P {К | К \zz Ф2 Д {Кр} |= Т} модельно полон и хорново аксиоматизи
руем. Кроме того, он булево абсолютен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о состоит в проверке булевой абсолютности (при-
меняя 10.2 и пример 9) и затем применении 10.3 на основе теоремы 186). 

Например, следующие классы модельно полны: {К \ Vp (Кр = HI, 
К \= Ф2} и {К | (Vp (Кр = И \/Кр = М2 (R)) Д К (гг Ф2}. 

10.6. Т е о р е м а . Пусть Т0 — модельный компаньон для Т0. Класс 
9С * -±? {К | К \~ Ф2 Д {Кр} [= Г*} — хорново аксиоматизируем и модель-

то 
ный компаньон для класса ^т0-

Коснемся полноты и разрешимости. Обозначим Хт - — подкласс клас
са Хт0 с фиксированным k — s соотношением и фиксированными структур
ными константами с из Q. Он аксиоматизируем некоторой теорией Г-. 

П р е д л о ж е н и е 10.7. Пусть Т0 — модельно полная и полная теория 
колец. Тогда класс ЖТ - = ^ {К \K\zz Ф2 Д {Кр} (=: Т-} хорново аксиомати
зируем, модельно полон и полон, а также разрешим, если Т0 рекурсивно 
аксиоматизируема. 

Т е о р е м а 10.8. Пусть Т0 — теория алгебраически замкнутых 
полей. Хорново аксиоматизируемый класс У£ * — модельный компаньон 

то 
для класса Cf£g =̂= {К \ {Кр \z:Tse}-

П р и м е р 11. Здесь излагается пример 10 в гораздо более простой си
туации матричных колец. Обозначим Т множество всех предложений (в язы
ке колец), истинных в матричном кольце Мп (F), где F фиксированное поле, 
т. е. Т ^ Th (Мп (F)). Аналогично T*^=Th (Мп (FJ), где F± — алгебраи
чески замкнутое поле. В [23] отмечается, что теория Т* модельно полна, 
а мы предположим, что теории Th (F) и Th (F^ взаимно модельно вложимьь 
Тогда и теории Г и Г* взаимно модельно вложимы, т. е. Г* — модельный 
компаньон для Т. Теории Т и 71* нормально и тотально автономны, так как 
в них содержится предложение Ф5. Образуем классы Cf€ ^ {К | Vp (Кр = 
= Мп (F))} и Ж* ={К\К\= Ф2 Д Vp (Кр = Мп (FJ)}, они соответ
ствуют локальным теориям Т и Г*., как обычно. Класс «ЯГ* булево правиль
ный; более того, К, L е ЯГ*, К CZ L =$> Z (К) cz Z (L). Проверим последнее. 
В Мп (F-i) (где в F± во всем рассуждении можно заменить на любое коммута
тивное кольцо) существует набор элементов etj, 1 <^ i, j <^ n («матричных 

п 
единиц»), для которых ^еИ = 1 и etj-epq = 8jp-eiq (где 8jp — символ Кро-

г=г.Х 
некера), и это выражается ^-формулой. По предложению 6 и теореме 9а) 
получим, что эта формула верна в К; полученную систему матричных еди
ниц в К обозначим {еи}. Она является системой матричных единиц и в L. 
Легко видеть ([24, с. 82]), что L ^ Mn (G), где G ^= ZL ({еи}) — централиза
тор семейства {еи} (т. е. Z L ( X ) ^ { l e L I V ^ G X (1-х = х-1)}); здесь 
G — кольцо и I из G переходит в 1-Е при этом изоморфизме. В L по теореме 
Амицура — Левицкого [25, с. 148] и по тем же предложению 6 и теореме 9а) 
выполняется стандартное тождество порядка 2п, что по теореме Лерона — 
Вопне [26, с. 135] означает: G — коммутативное кольцо. Теперь, если к ЕЕ 
ЕЕ Z (К), то к ЕЕ G и для любого I из L (пусть ему соответствует матрица т) 

file:///K/zz
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получим кЕ-т = т-кЕ. (Конец доказательства.) Все локализации кольца К 
из класса ЗС* — простые кольца. Действительно, если К = Мп (F), где 

п 
F — поле, то в Мп (F) и, следовательно, в i£ выполняется Эё^^х, у ( 2 £ц = 

= 1/\eij-epq = 8jp-eiq/\eiyx = x-eij). Как и выше, К ^ Мп (G), где G ^ 
^= Z ({ег-7-}) и G — центр в 7£. Ясно, что G == F, в частности, G — поле. Дву
сторонние идеалы в Мп (G) вида Л/"п (а), где а — двусторонний идеал в G, 
поэтому if — простое кольцо. Итак, к л а с с е * булево правильный и булево 
простой (согласно примеру 9). Как отмечалось в примере 9, он состоит из 
бирегулярных колец, а потому У/К ЕЕ ЗС* (К fz: Ф2), т. е. ЗС* нужного вида. 
Следовательно, Th3C* — модельно полная, хорнова теория и модельный 
компаньон для класса ЗС. Отсюда можно обычным способом переходить 
к полноте и разрешимости теории Th3C*. Например, если поле 7^ имеет раз
решимую теорию, то теория Мп (Рг) — разрешимая ([23, с. 36]) и по теоре
ме 216) теория Th3C*, кроме сказанного выше, полная и (если ThF1 — ре
курсивно аксиоматизируема) разрешимая. 

Аналогично получаем: если Т — теория ^г-матричных колец над какими-
то коммутативными регулярными кольцами, то теория Г* я-матричных 
колец над какими-то коммутативными регулярными, алгебраически замкну
тыми, безатомными кольцами — модельный компаньон для Г и то же верно 
для соответствующих классов ЗС* ±^ {К | К fz Ф2 / \ {Кр} fz Г*} и ЗС ±^ 
** {К | {Кр} ^ Т). 

Булево абсолютным назовем булево правильный и булево простой класс 
(см. пример 9). 

II.3. Задача Макинтаера: модельный компаньон локально аксиомати
зируемого класса. Формулировка задачи Макинтаера и соответствующие 
ссылки приводятся в начале п. П.2 вплоть до предложения 4. 

Теорию Т назовем автономной {нормально автономной), если всякая ее 
модель К вкладывается в такое кольцо F, что {Fp} fz: T (соответственно 
F — еще и нормальное кольцо). 

Обозначим Хг (К) множество всех собственных идеалов в В(К) (анало
гично и для произвольной алгебры Q). Если q(Ez Хг (К), то q = q-K идеал 
в К и обозначим {Kq} = {Klq\qEE.X1 (if)}. Теорию J1 назовем тотально ав
тономной, если для любой ее модели F выполняется {Fq} fz: T. 

П р и м е р 12. Нормально и тотально автономной является любая теория 
Т, в которой Т \— Ф 5 (и тем более Т j — Ф4). Все классы колец, упомянутые 
в примере 9, имеют такие локальные теории. 

Для теории Т в дизъюнктивной нормальной форме напомним обозначе
ние Т'= {ф' | ф Е Т), где ср' определяется перед теоремой 12. 

Т е о р е м а 18. а) Класс ЗС* аксиоматизируем и притом хорново ак
сиоматизируем. Если 3£1 = {К | {Кр} fz: Т, К tz Фх}, где Т — АЕ-теория 
(или при отсутствии условия К tz Ф± — АЕ-позитивная теория), то класс 
$£\ хорново аксиоматизируем, а именно, ЗСХ = {К \ К \^ Т', К \zz Ф2}. 

б) Если ЗС* — булево абсолютный класс, то — он модельно полный класс. 
в) Если Г* — нормально автономная теория, то ЗС вкладывается в ЗС*. 
г) Пусть Т С Г*. Если Г* — нормально автономная теория, а ЗС* — 

булево абсолютный класс, то ЗС* — хорное модельный компаньон для ЗС. 
Выполняется ЗС* С Mod T' CZ ЗС. При тех же условиях Фг + Ф2 + (Т*)' — 
модельный компаньон для Т'. 

д) Если 71* — нормально автономная теория, Т — тотально автоном
ная теория, а ЗС* — булево абсолютный класс, то ЗС* — хорное модельный 
компаньон для ЗС [подразумевается, что модельная вложимостъ Т* в Т вы
водима в ZFC). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Класс ЗСг = {К \ {Кр} \= Г*, К \= Ф ^ 
хорново аксиоматизируем, точнее 3i\ = [К \ К fz (T*)', К fz Ф ^ . Дей
ствительно, если КеаЗС^ то по предложению 4 и теореме 12 получим 



ОЦЕНКИ И ПУЧКИ. НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ НЕСТАНДАРТНОГО АНАЛИЗА 1 2 9 

К t q/, где фЕЕ Т*. Наоборот: по теореме 12 и предложению 5 получим 
{Кр} (=: ф. Все формулы ер' и формула Фх хорновы. Класс CfC* выделяется из 
класса CfCx хорновой аксиомой Ф2. Второе утверждение этого пункта обобщает 
первое, так как модельно полная теория А ^-аксиоматизируема. Если К ЕЕ 
ЕЕ CfCx, то по предложению 6 и теореме 12 получим К \=z Т'. Если К (= Г' , 
то по теореме 12 и предложению 5 получим {Кр} [= Т. 

б) Пусть г|) — примитивная формула с параметрами из К, где К ЕЕ УС*9 
т. е. утверждение о существовании решения системы уравнений и неравенств 
с коэффициентами из К, a L — любое расширение кольца К в классе CfC*. 
Обозначим г|}/ — утверждение о существовании решения у подсистемы этой 
системы, состоящей из всех равенств и какого-то одного неравенства или 
только всех равенств; индекс I в произвольном порядке нумерует такие под
системы. В [8], по существу, доказано, что при условии нормальности и 
безатомности кольца L выполняется (L f=z г|э) ф=> [V/ ({р ЕЕ X (L) | Lp fcr 
{= 'Ф/} т^ 0)» U {р I £р != 'ф/} = X (L)]. Мы также проверим сейчас эту эк-

i 

вивалентность. По предложению 4 множество в фигурных скобках совпадает 
с ['фДт(с) и является открыто-замкнутым множеством. Слева направо эта 
эквивалентность очевидна. Наоборот: обозначим [['фЛт(Ь) = ut ЕЕ В (L). 
Образуем булеву подалгебру в В (L), порожденную конечным множеством 
{щ}. Она конечна и потому атомна. В их выберем атом и±. Если в и2 нет атома 
кроме vl4 то (иначе выберем в и2 атом и2 Ф иг) произвольно разделим их (в без
атомной алгебре В (L)) на vx и v2 и снова получим vx ^ иг, v2 <^ u2, vx Ф v2. 
Здесь используется безатомность кольца L. Продолжая этот процесс по 
всем Z, получим систему попарно дизъюнктных элементов {vL} ЕЕ В (L), 
О Ф vt ^ и:. Дополним ее такими wL <Г щ, что {. . . v1 . . ., wt. . .} — раз
ложение 1. По достижимости (теорема 5) существуют /с/7 для которых иь <^ 
<^ [\|)z (ki)\ Склеим эти ка на vL и кь на и>/, получим к ЕЕ L. Тогда к — 
решение системы г|) в L. Используя эту эквивалентность, получим 
(L (= П ^ ) & ( V ( М = 0)) V (U М < 1), где вместо 0 и X (L) пи-

Z 

шем 0 и 1. 
Первый дизъюнктивный член последовательно перепишем так: 

V ( [ П ^ Л — l)i п о модельной полноте теории Г* найдется Е'-формула ^ 
/ с 

(с бескванторной частью V^s)» эквивалентная |г|^ в моделях для Г*, т. е. 
s 

V (['ФО = 1)^ п о достижимости (теорема 5) Л/Зк ((J [[ф^] — 1), т. е» 

\J3k3eis e 5 (L) (eZs < [ifoj Д Д (l _ е^) = 0). Последнее записывается 
S 

в виде 3^3els\/ Ve0\ll (1 — els) = 0 Д e ^ i = *v*i Д . . . Д (e0-&2 = e0-t2) 
i 

=^> е0 <^ 1 — е/4) Д . . . , где кх ~ t1 — одно из равенств, а к2 Ф t2 — одно из 
неравенств, входящих в г^, a ets, e0 — специальные переменные по В (L). 

Аналогично, для второго дизъюнктивного члена получим цепочку 
эквивалентностей: Зр е X(L) Д (р <£ [%]), Зр е Z(L) (/? ф [\АМ)> 

Е~~1\/ФД > 0, по модельной полноте теории Г* найдется ^-формула i|) 
i 

с бескванторной частью V \f>s, для которой [яр] > 0, по достижимости 
_ _ s 

Зк ([Х/'Фв] > 0), З&Зе V ( е ^ О Д [ ^ J > e)- Последнее записывается 
S _ S S 

в виде 3k3e\/Ve0 (е0 Ф 0 Д e-ftj = е-^ Д . . . Д (е0-/с2 = е0-^2 -Ф е0 < 
s 

^ 1 — е) Д . . . ), где кг = t± — одно из равенств, к2Ф t2 — одно из нера
венств в i|)s, а в, е0 — специальные переменные по В (L). 
5 УМН, т. 44, вып. 4 
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По булевой абсолютности класса ffl* и предложению 86) получим, что 
' |я|) переносится из К в L, где К CZ L, К, L ЕЕ «#'*. Так как для аксиомати
зируемого класса Cf£* выполняется критерий Робинсона, то получим, что этот 
класс модельно полон. 

в) Если К ЕЕ Ж, то К содержится в Д Х р , где Кр fr T (и Кр — 
р 

неразложимое кольцо). По определению модельного компаньона Кр вложим 
в Fv, модель Г*. По условию нормальной автономности теории Т* можно 
считать Fv нормальным кольцом, у которого все локализации — модели Г*. 
Определим в Fv дискретную топологию. Пусть Х0 — канторовский дискон
тинуум (или любой вполне несвязный, отделимый компакт без изолированных 
точек). Пусть 1<> = С (Х0, Fp) — все непрерывные функции из Х0 в Fl\ 
Кольцо Fv состоит из кусочно постоянных /^-значных функций на Х0 с ко
нечным числом значений. Кольцо Fp включается в tl\ Мы проверим чуть 
позже, что b^ ЕЕ Ж*;. 

В силу хорновости класса «2Г* он замкнут относительно любых (даже 
фильтрованных) произведений. Поэтому ( l l i ^ J ЕЕ ^Г* и, следовательно, 

v 
К >-* 1$Кр > - П Fp > - > П > <ЕЕ •»'*• 

р р V 

Итак, рассмотрим кольцо b' = С (Х0, К), где F — нормальное кольцо, 
все локализации которого являются моделями для Г*. Выполняется В (F) = 
= С (Х0, В (F)) и множество <#0, р0}, по определению равное {/ ЕЕ 
ЕЕ В (F) | / (х0) ЕЕ Р 0 } ,— простой идеал в i? (î 7) для любых х0 ЕЕ X и р0 ЕЕ 
£ Z (F). Любая точка из Z (f) имеет такой вид, т. е. символически X (F) — 
= Х0 X X (F), так как для р ЕЕ X (F) существует х0 ЕЕ Х0У для которого 
Ро — {/ (хо) I / €= Р} н е содержит единицу из #(F) (иначе {{.г0 ЕЕ 
б ! 0 | / (#0) = 1} | / ^ р} — открытое покрытие Х0, а его подпокрытие при
водит к таким /^ . . ., / n G /?, что А V • • • V /п ^ р и /j V • • • V /п = 1* 
противоречие). Такое р0 — простой идеал в В (F). Поэтому р Q (х0, р0>; 
в силу максимальности р (все происходит в булевых алгебрах) это возможно 
только, если р = Q 0 , р0}. Далее, <£0, р0> = {/ ЕЕ ^ | / (я0) g /?0}, где 
Ро = Po'F, а <>0, £>0> = <я0, Ро>*^« Поэтому (^)<x0fPe> = F/<x0, p0> ^ 
~ F/p0 = FPo, где р 0 пробегает X (F). По условию для всех FPo выполняет
ся .Fpo (=: Г*, отсюда {(^)<х0,р0>} 1= Т*. Проверим нормальность F. Если 
f ЕЕ F, то положим е0 (х) = ех, где ^ — элемент из F, соответствующий 
в силу нормальности F элементу / (х) из F; такое е0 удовлетворяет определе
нию нормальности для / в F. Допустим, / — атом в В (F). Хотя бы одна 
«ступенька» для /, например / (х0), отлична от 0. Эта ступенька над открыто-
замкнутым множеством, содержащим хотя бы две различные точки. Удаляя 
одну из них вместе с ее открыто-замкнутой окрестностью, получим, что / — 
не атом. 

г) Из пунктов б) и в) сразу вытекает первое утверждение. Если К ЕЕ 
< ^ ^ * , то К (= Ф1 + (Т*)' и тем более К (= Т'. Если К f= Г , то по 
теореме 12 и предложению 5 получим 1 Е ^ . Отсюда вытекает последнее 
утверждение. 

д) К пункту г) нужно добавить только вложимость класса УС* в класс 
&С (кроме этого в пункте г) нигде не используется условие, которое мы 
сейчас хотим устранить). Это следует из общей теоремы 19, которая будет 
доказана ниже. 

Т е о р е м а 19. Пусть теория Т модельно вложима в теориюТг(иэто 
выводимо в ZFC). Если Т — АЕ-теория, а Тг — тотально автономная тео
рия и К нормально (т. е. К \=z Фх), {Кр} (г Г, то К вложимо в такое 
кольцо L, что i £ ^ = {L \ {Ьр} |= Тх). 
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Чтобы вывести из этой теоремы теорему 18д), положим Т = Т*, Т1 = 
= Т. По определению модельного компаньона Т* модельно вложима в Т 
(а в пункте д) оговаривается выводимость в ZFC этого факта). Теория Т*, 
как известно, является ^Е-теорий, а К из УС* нормально. 

З а м е ч а н и е . 1 ) В пункте в) теоремы 18 от модельной полноты Т* 
использовались только два свойства: замкнутость УС* относительно произ
ведения и модельная вложимость Т в Т*. Таким образом теоремы 18в) и 
19 дают примеры «теорем вложения для локально аксиоматизируемых клас
сов». 2) В пункте г) теоремы 18 доказана формула (Т')* = (Г*) ' , если усло
виться, что запись (Т*)' автоматически добавляет аксиомы Фг + Ф2. 

С л е д с т в и е 1. Если в условиях пункта д) теоремы 18 класс УС ак
сиоматизируем, то Фх + Ф2 + (Т*)' — хорное модельный компаньон для 
ТпУС. 

В следующих трех следствиях предполагается Т СЕ Т*. 
С л е д с т в и е 2. Если УС — аксиоматизируемый подкласс класса всех 

бирегулярных колец, а УС* — булево правильный класс, то Фх + Ф2 + (Т7*)' — 
хорное модельный компаньон для УС. 

С л е д с т в и е 3. Если УС — аксиоматизируемый подкласс класса всех 
строго риккартовых колец, а УС* — булево простой, то Ф± + Ф2 + {T*)f — 
хорное модельный компаньон для ТпУС. 

С л е д с т в и е 4. Если УС — аксиоматизируемый подкласс класса всех 
абелевых регулярных колец, то Ф± + Ф2 -f- (Т*)' — хорное модельный ком
паньон для ТНУС. 

Назовем нормальным класс УС, если для любого К ЕЕ УС существует 
L ЕЕ Ж, для которого К с : L, L t= Фг. 

С л е д с т в и е 1 к т е о р е м е 19. Пусть теории Т и Тг удовлетво
ряют условиям теоремы 19. Если УС — нормальный класс, то УС вложим в УСг. 

Назовем квазипучковым кольцо L, для которого условие пучковости вы
полняется относительно какой-то правильной булевой алгебры В S В (L). 

С л е д с т в и е 2 к т е о р е м е 19. Пусть кроме условий теоремы 
19 выполняется V # 3 / (х \= r ^ ^ Q / A / t ^ i A / t 1 ^2)7 где Т2 — хор-
нова теория. Тогда для соответствующего L выполняется L \zz T2 и L кеа-
зипучковое (пучковое, если Тг |— Ф5). 

Если положить Т = Тх, то соответствующее кольцу К кольцо L обла
дает естественными свойствами «пучкового замыкания кольца К»; соответст
вующий Т класс УС замкнут относительно «пучкового замыкания». 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 19. Пусть К удовлетворяет 
условиям теоремы. По предложению 6 получим [ ^ г д а = 1> отсюда по тео
реме 106) получим [rj jS (K) = l . Последнее по теореме 16е) означает 
ЛТЛв.к-' = 1, или, что то же самое, \_К' (= TJB = 1, где В == В (К), и эта 
оценка определялась в примере 8 (т. е. речь идет об оценке в языке ZF с се
мейством параметров VB, см. пример 1), а объект К' — $^ определяется пе
ред теоремой 16е). Здесь можно было сослаться и на теорему 16а). По усло
вию в ZFC выводимо Vx3f (х f= Т =$> х СЕ f Д / (= Тг). Отсюда по дости
жимости в VB получим [К' С / Д / (= ТДв = 1, где / е VB. Обозначим 
fB — L. Снова по теореме* 16е) получим 1 с 1 ( в смысле к н-> ри) и, прове
рив включение L ЕЕ У£ц получим доказательство теоремы. 

Действительно, В вкладывается в В (L) по правилу Ъ н-> ЪЛ + "П Ь-0 
(правая часть — склейка 1 и 0 в / ) . Это вложение обозначим h. Обозначим 
L(Po) = L/h (p0) = h (p0)-L, где в левой части р0 — точка стоунова простран
ства S (В) булевой алгебры В, а в правой части h (р0) — идеал в L. Прове
рим, что L^Vo) совпадает со «слоем» / в точке р, т. е. с факторизацией L 
отношением эквивалентности (к ~vJt) <=> ((к = t\B §Ё р0) (см. с. 115), а так
же что ([/ f= ф (/сх, . . ., кпЦв = 1) 4Ф ( А Р . ) } f= Ф (l^Jpo ' • • •' lkJp0), где 
р0 пробегает S (В) и кг, . . ., кп ЕЕ L. Первое утверждение означает: 36 ЕЕ 
ЕЕЕ Ро (h {Ъ)-(к — t) = к — t) <В> [& = tj3 EtE р0- Слева направо : h (""] Ъ) = 

5* 



132 В. А. Л Ю Б Е Ц К И Й 

= 1 — h (6), (1 — h (b))-(k — t) = 0 в L, далее ~~| Ъ ф р0 и [(1 - /г (6)) (Л — 
— t) = 0 ] в = 1, П 6 < [ й — t = 0 ] в . Наоборот: пусть Ь = [й = * ] в <£ р 0 , 
Ь < [ Л ( Ь ) . ( й - t) = _ 0 ] в и - ] b < [ / i ( b ) . ( ^ - О = 0 ] В , h(b).(k- t) = О 
в L и |6 ^ р 0 , /г. ( ]Ь)-(к— t) = к — t. Второе утверждение проверяется 
в форме р0 е [/ |= Ф (/0]в 4=Ф L{Po) f= ф (ШРо) для связок Д , Н , 3 индук
цией по длине формулы ф (см. теоремы 4, 2а)). Итак, {L(Vo)} |= 7 \ . 

По любому р ЕЕ X (L) образуем jo0 = /г-1 (р) СЕ В- При этом /?0 е 
ЕЕ 5 (В). Обозначим а = h (p0) идеал в L. Тогда a с : p и Lp = Lip c^. 
~ {Lid) (piа) = L(Po)/p/a. Заметим, что q = р/а обладает свойствами: q СЕ 
cz В (Lla) и q замкнуто относительно \J и не содержит [1]а: если [1]а = 
= [е]а, где е Е р , то 1 — е = е0-г, е0 е А(Ро)» ! = * + ^ г г = (е \/ е0)Лу 
е V е0 ЕЕ: р — противоречие. Добавим к g все элементы [1]а из 5 (L/a), 
которые мажорируются каким-то [е]а из q: полученное таким образом qx — 
собственный идеал в В (Lla) и qx = q. Итак, Lv = L^Jq^ где qx ЕЕ. 
GE Х1 (1/(Ро)), и по условию получим Lv f= 7\ . 

I I .4 . Модельный компаньон класса локализаций. Полнота теории локаль
но аксиоматизируемого класса. Рассмотрим теперь вопрос о переносе модель
ной полноты в «обратную сторону» с классов Ж* и Ж на их локальные тео
рии. Для этого в общем случае удобно следующее расширение понятия буле
вой простоты класса (см. предложение8). Пусть Жг, Ж — два класса. На
зовем класс Жг булево простым для класса Ж, если V К ЕЕ Ж VL ЕЕ Жг (А СЕ 
C L ^ 3 ^ E l ( L ) 3 ^ E l (К) У/к ЕЕ К (р Е2 Plf] К Д Зе2 ЕЕ Pl (е2-к = 
= к) ==> Эе ЕЕ р (е-к = к)]. Однако в теореме 20 достаточно более 
слабого условия на классы Жг, Ж, чем условие «класс Ж1 — модельный ком
паньон для класса Ж и классы Жг, Ж взаимно булево простые». Это условие 
временно обозначим (*). Слабое условие учитывает специальный вид клас
сов Ж1ч Ж. Напомним, что кольцо L = С (Х0, L) определяется по кольцу L 
в доказательстве теоремы 18в). Класс Жг назовем слабым _мо дельным ком
паньоном для класса Ж, если: 1) для любых двух колец L1 и L2, где Llr 
L2 \=z 7\ , и з _ ^ ! и любой хорновой АЕ АЕ-формулы ф с константными пара
метрами из Lj (т.е. параметрами вида X (х)=Х0, где X0^L1, а х пробегает Х0)г 
если Г1(=гф, Z 1 C L 2 , то L2 \~ ф; 2) если K\zzT, К ЕЕ Ж, то К можно вложить 
в некоторое L из Жх\ и если L Ь Тг, L ЕЕ. Жг, то L можно вложить в некото
рое К из Ж; 3) если К \z T, К ЕЕ Ж ж К CZ L, где L ЕЕ Жг, то существуют 
p G X (К) и рг е X (L), для которых р ^ рг f] К я У/k ^ К (~] рг (к Е=_р); 
4) если L |= 7\ , L ЕЕ <^\ и L С ЛГ, где К ^ ^ , то существуют р ЕЕ X (L) и 
Рх е X (Z), для которых р ^ /?! П ^ и VI Ei L (I ЕЕ p-i=¥ I Ez р). Ясно, 
что условие (*) влечет, что класс Жх — слабый модельный компаньон для 
класса Ж. В следующей теореме обозначим Т2 часть теории 7\, состоящую 
из формул вида ЕЛЕ, т. е. Т2 = (Т^)ЕАЕ-

Т е о р е м а 20. Пусть {К \ {Kv} (г Тъ К \= Т[ + Фг + Ф2} Q Жх с 
С {.ЙГ | {̂ Гр} |= Тг}, Ж — {i^ | {Кр} \zz Т) и класс Жх — слабый модельный 
компаньон для класса Ж. Если Т \— Ф5 и Т1\— Ф5, то теория Тг — модель
ный компаньон для теории Т. 

(Если, Т CI Тъ то условие 4 в определении слабого модельного компань
она можно опустить.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем модельную полноту теории Тх* 
Пусть F1C2 F2 — две модели для Тг, а \|) — примитивная над Fx формула, 
Fx f= П'Ф- Образуем кольца F± = С (Х0, Fx) и F2 = С (Х0, F2); F1 С F2 
(см. доказательство теоремы 18в). Локализации Fx и ^ 2 совпадают с локали
зациями Fx и F2. Так как ^ J — Ф5» т о {(FI)P) t= ^i» ^ i t= ф 1 Л ф 2 и, более 
того, все локализации Ег (и F2) совпадают с Fx (соответственно с F2). В этой 
ситуации индукцией по длине произвольной формулы ф проверим сле
дующее обобщение предложения 6: {(^i)p} f= Ф (Xi, . . ., Яп) =Ф> [ф (^х, . . . 
• . ., knD$-{Fx) = 1, где Ях, . . ., Хп — постоянные из Ег. Доказательство 
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предложения 6 нужно только дополнить тем соображением, что (Рг)р изо
морфно F1 по формуле [f]p i-> / (х0), где х0 соответствует р. Итак, Ег, F2 GET 
ЕЕ «^i- Для Л-формулы ^~|г|) (как и для любой формулы с константными 
параметрами) в нормальном кольце выполняется [ ] я Д г ^ ) " 1 • По теореме 
12 F-L \=z (ПЧО • Тогда по условию F2 jn (Н'Ф)' и по теореме 12 [~~]я|)J«r(F2) = 1* 
т. е. F 2 ~ (F2) (="1^-

Пусть jf — модель для теории Т. Так как Т |— Ф5 , то Z E №. По усло
вию К с^ L ЕЕ Ж\. По условию булевой простоты найдутся рх ЕЕ X (L) ж 
и р ЕЕ X (К), для которых р ^ рг (') К, т. е. р = рг (П К = {0}. Отсюда 
К —> LVl, к «->- [А;]- — вложение и по условию LPl j= 2 \ . Если Г CI 7 \ , 
то все доказано, причем условие 4 из определения слабого модельного ком
паньона не использовалось. 

Осталось проверить, что Тх модельно вкладывается в Т. Пусть L t T±. 
Образуем L ЕЕ- ^ \ . По условиям L CZ К ЕЕ Ж я найдутся рг ЕЕ X (К), р ЕЕ 
ЕЕ X (L), для которых р ^ q = (pt f) L) и р обладает соответствующими свой
ствами. Как мы видели в доказательстве теоремы_ 18в), р вида (х0, р0У, где 
р0 ЕЕ X (L), т. е. /?0 = {0}. Поэтому р = {/ ЕЕ L | / (#0) = 0} и положим 
L>—> К/Pi, е *-* Ы - . По условию это действительно вложение. Отсюда 
получаем вложение L в i?Pl t Г. 

С л е д с т в и е . Класс У£7 всех абелевых регулярных колец не имеет в 
качестве слабого {обычного) модельного компаньона никакого класса вида 
&СХ (из теоремы 20), где Тг\— Ф5 (соответственно и Т± \— «простое»). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если такое Ж\ является модельным компань
оном для ^ 7 , то теория Т± является модельным компаньоном для теории тел? 
что невозможно. 

З а м е ч а н и е . Условия Т \— Ф5, Тг\— Фд также можно ослабить в 
в теореме 20 и этом следствии. 

Назовем ^-примитивной такую примитивную формулу, в которой не более 
одного неравенства. Будем говорить: теория Т разрешает класс формул, 2 , 
если для любой формулы ф из 2 либо Т [-- ф, либо Т \— ~~| ф. 

Т е о р е м а 21.а) Пусть локальная теория Т разрешает все i-примитив-
ные предложения и все кольца К из класса Ж = {К | {Kv [=: Т} имеют мно
жество В (К) бесконечным. Тогда теория Thffi разрешает все Е-предложе-
ния. 

б) Если Ж* — булево абсолютный класс и (модельно полная) теория Т* 
разрешает все 1-примитивные предложения, то теория (ТпЖ*) = (Фг -f-
+ Ф2 + (Т*)') — полная, модельно полная, хорнова. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть К ЕЕ Ж, a ip — примитивное предло
жение. (Условие на К обеспечивается, например, безатомностью К2.) Тогда 
все г[)г, 1 <^ I <^ L, образованные по а|), как в доказательстве теоремы 18б)т 
являются 1-примитивными предложениями. По условию либо Т \— i|?z для 
всех I, либо Т (— Н'Ф/о Д л я некоторого 10. В первом случае Ур (Кр f= Д i|)z). 

Выберем в X (К) ровно L различных точек рх, . . ., pL. По отделимости у 
у них найдутся попарно дизъюнктные окрестности щ, . . ., uL. В рг выпол
няется -фх на некоторых кг (рх), . . ., кп (рг), равенства изг^ выполняются и на 
некоторой открыто-замкнутой окрестности их внутри их. Поэтому кг, . . ., кп 
на щ удовлетворяют-^. Точно так же найдем t±, . . ., tn на uL, удовлетворяю
щие %,. Склеим все кг, . . ., ^ и т. д. и получим ки . . ., кп на щ |J . . . 
U иь, удовлетворяющие -ф. На дополнение щ (J . . . \J uL продолжим эти 

кг, . . ., кп так, чтобы выполнялись все равенства из г|з. Итак, К (= г|з. Во 
втором случае Ур (Кр [= ~"~гф;0), отсюда (и без нормальности-безатомности) 
получим К |=: " Jя|р. Теперь легко получаем разрешимость всех ^-формул. 

б) Сразу получаем это утверждение по п. а) и теореме 18а, б) с учетом 
того, что в модельно полной теории любая формула эквивалентна £-фор-
муле. 
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С л е д с т в и е . Если в условиях теоремы 216) Г* — рекурсивно аксио
матизируемая теория, то Th£?£* разрешимая. 

З а м е ч а н и е . Эта теорема верна и для расширения языка колец про* 
извольным множеством констант, одновременно интерпретируемых во всех 
кольцах К из CfC. 

II.5. Перенос локальной теории в локально аксиоматизируемый класс. 
Теория Т «сильнее» теории Т\ иначе говоря, Т — теория слоев, а Т' — тео
рия глобальных объектов. Поэтому представляют интерес утверждения та
кого типа: если Т |— г|э, то Т'\—г|/, где г|/ получается из \р некоторым син
таксическим переводом (иначе говоря, если в слоях я|э, то в глобальных объек
тах г|/). 

Обозначим ф-] формулу в дизъюнктивной нормальной форме, классически 
преобразованную из формулы ~~]ф. Обозначим ф-р формулу, полученную из 
<р в предваренной форме добавлением |~~| перед каждой связкой 3 . 

П р е д л о ж е н и е 9. Пусть К — нормальное кольцо. 
а) Предикат [ф (^)Jr(K) = 0 выразим в К, т. е. существует синтаксиче

ский перевод ф («rl7 . . ., хп) «->• ф° (xv . . ., хп), для которого этот предикат 
эквивалентен К (= ф° (к) (ср. с теоремой 12). Здесь ф в Оизьюнктивной нор
мальной форме. 

б) Предикат [ ф - п (Л)]«гею > е, е ЕЕ В (К) выразим в К в том же смысле 
{обозначим ф (х1? . . ., хп) ь> ф+ (^1? . . ., хп, е) соответствующий синтак
сический перевод). Здесь ф в дизъюнктивной нормальной форме. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Сначала укажем синтаксический перевод 
Ф н> ф°. Если ф — бескванторная, т. е. ф = \Д^> т о Ф° — V^3^0V^3^A (Iе2~ 

S S 

= e/\e-t = t-e/\e-k1 = e-t1/\ ... Д (е\ = е0/\е0-гг = t1-e0f\e0-k2 = е0-,2=> 
=Ф е0 <; 1 — <?) Д ...] ==> в = 0), где кх = tx одно из равенств, а к2Ф t2 
одно из неравенств в \ |v Далее (З^ф)0 = У^ф°, (Ухф)° = Ve3t,k (e2 = е/\ 
/\e-t = t-e Д (е ^ [ф (А:)]]̂ г(К)]) => е = 0), где третий сомножитель в по

сылке заменяется по теореме 12а) на ф' (к, к, е). 
Ясно, что [[\ЛМ*т(К) — 0 эквивалентно К (= ф° и так далее по индукции. 
б) Укажем синтаксический перевод ф «-> ф+. Если ф (к) — бескванторная^ 

то ф+ (к, е) совпадает с ф' (к, ё) из теоремы 12а). Далее (У^ф)+ = Ух (ф+) 
и, наконец, (Зхц)+ = V^03^3^V^3fc [el = e0/\e0-t = t-e0f\e0 Ф 0 Д е 0 < е =» 
•=Ф 1̂ = e1/\e1-t1 = h-е1/\е1ф0 /\е1 <; е0Дф+ №» ei)l- Проверка по индукции. 

Л е м м а 2. £с./ш К — нормальное кольцо и ч[ф(^)]]в(Х) = 1, то 
1[фП (*)><*> = °> где к (^ К. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если[ф- | (/с)].гда 7̂= 0, то по теореме 106) полу
чим [ф-j (Щщк) Ф 0, т. е. [<р-]{Щв(К) Ф 0. Противоречие. 

Т е о р е м а 22. Если Т j — ф, то ( Г + Фх) f- ((ф^)0 Д ф+). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверим первое утверждение. Пусть в про

извольном кольце К выполняется К |Ь (Г' + Фх). По теореме 12а получим 
][Г]]т(К) 1.0тсю а по теореме 106) получим [rjB(K) = 1. По условию получим 
£ф]]в(К) = 1, а по предыдущим лемме 2 и предложению 9а) имеем [ф-| ]в(К)=0« 
^ (= (Ф-,)°. 

Проверим второе утверждение. Пусть if Ь (Г' + Фх). Тогда [Г ] г (ю = 1. 
Обозначим Г - п геделевский негативный перевод всех формул из Г (формулы 
из Т и формула ф в дизъюнктивной нормальной форме). В силу нормальности 
К получим [ Г - П ] г = 1. Так как Г - п ; ь - ф - п , то [ ф - п ] г = 1, где. с учетом 
нормальности как раз такое, как в предложении 96), поэтому К fz: ф+. 

З а м е ч а н и е . Аналогичная теорема верна и для других пар вместо 
•<iT, By. Выразимость всех упомянутых выше предикатов имеет место и для 
других языков. Условие нормальности К можно ослабить, например, заменив 
условием типа {[А = 0 ] гда | k ЕЕ К} CZ В (К). Язык колец можно расширить 
включением любого числа констант. 
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Г Л А В А I I I 

ЕСТЕСТВЕННЫЙ ПЕРЕВОД КЛАССИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ 
В ИНТУИЦИОНИСТСКУЮ ДЛЯ АЛГЕБР С МЕТРИКОЙ 

Здесь рассматривается другое по сравнению с гл. II приложение гейтин-
говозначного анализа. А именно, рассматривается проблема перехода от клас
сической истинности некоторого суждения ф к интуиционистской истинности 
самого ф или нового суждения ф', близкого по смыслу и форме к исходному 
суждению ф. Такой переход позволяет использовать важные достоинства ин
туиционистской истинности такие, как эффективность, дизъюнктность, эк-
зистенциональность (см. конец п.1.5и [10, 9, 4]). Однако уже вопрос о точном 
определении интуиционистской истинности не однозначен и не прост, когда 
речь идет о теориях абстрактных объектов таких, как множества, алгебры 
и т. п. Одно из возможных таких определений приведено в конце п. 1.5. Это 
гейтингова значимость, обозначаемая сНа )=:(•)• Подчеркнем, что все рассмо
трения внешне, математически могут быть проведены в рамках интуиционист
ской теории множеств HZF. В этой главе будет получен результат такого типа: 
если ZFC \— (К (= (ф =ф г|))), то сНа (=: (К (= (ф =¥ г|))), где ф, г[) могут содер
жать параметры кг, . . ., кп из К. Здесь ф — условия некоторой теоремы, я|) — 
ее заключение, а К — объект, к которому относится утверждение ф => if. 
Вместо К \и (ф =^ гр) можно, очевидно, писать релятивизацию Ц)К =Ф ^>к- Так 
как речь идет, по крайней мере в посылке, о выводимости, то К должно быть 
формульно описано; широкий и обычный язык описания — это язык ZF\ 
пусть К описывается некоторой формулой х в языке ZF, а релятивизация 
осуществляется переменной /, удовлетворяющей х (•)• Итак, мы приходим? 
к следующей форме утверждения: если ZFC \— V / (х (/) =£ V/c1? . . ., kn ЕЕ: 
G / (Ф/ =Ф %)), то сНа \~ V/ (х (/) =» Vk±, . . ., К е / (Ф/ =Ф %))> где ф' 
и я)}' — некоторые преобразования соответственно формул ф и г|). Такого вида 
утверждение будет доказано в теореме 23; в ней на х (•) накладывается усло
вие — быть дедекиндовой формулой, определение см. ниже; в соответствии 
с гипотезой П. С. Новикова [5, с. 127], г|) — любая ЛЕ'-формула, а ф — во
обще любая формула. Естественно, что ф ия|; пишутся в языке, соответствую
щем структуре К. В нашем случае подразумевается, что К кольцо, и потому 
Ф, о|) — формулы в языке колец. 

В работах Г. Такеути и С. Титани [10, 42] также развивается, как они 
выражаются, глобальный интуиционистский анализ. А именно, в них доказы
вается гейтингова значимость многих элементарных теорем математического 
анализа, а также гейтингова значимость нескольких теорем из теории функ
ций многих комплексных переменных (например, теоремы Вейерштрасса)-
Установление гейтинговой значимости (которая и есть предмет изучения 
в гл. I I I , IV, а отчасти и в предыдущих главах) связано со значительными 
усилиями даже в простых случаях потому, что она не замкнута на классиче
скую выводимость. Отсюда все обычные математические утверждения, вообще 
говоря, не гейтингово значимы (компенсацией является эффективность, воз
никающая после установления гейтинговой значимости). 

Алгеброй с метрикой назовем набор / £ " , + , — , « , 0, 1, || • || , где + : К2 —> 
-> К, —: К -> К, •: К2 -> К, О, 1 е К, || • || : К -> R, a R описывается® как 
множество дедекиндовых сечений X = <(Я, Ях)> в Q. При этом Q описывается, 
как обычно, с помощью натурального ряда, который, в свою очередь, опреде
ляется, как наименьшее индуктивное множество со. Такое определение \й 
обычным способом записывается в языке теории множеств — языке ZF. Обыч
ным образом определяются предикаты, связанные с IR (и другими числовыми 
системами). Например, предикат • < • на R определяется формулой (X <С 
<< \х) 44> Зг ЕЕ Q (г ЕЕ Ях Д г ЕЕ fx). Функциональный символ || • || можно чи
тать «метрика». Далее подразумевается интерпретация алгебры с метрикой 
как кольца с абсолютным значением. В этой главе (как и в предыдущей) коль
цевая структура выбрана в качестве примера: вместо нее можно рассматри-



136 В. А. Л Ю Б Е Ц К И Й 

вать и общие алгебраические системы. Обычные формулы в языке ZF', описы
вающие порядково-кольцевые структуры Q, Q > 0 , IR и кольцевую структуру 
С (как множество пар дедекиндовых сечений), обозначим соответственно х1У 
Х 2 , Х 3 , ^4* 

Обозначим В алгебру В (£2), определенную в конце п. 1.2 (там вместо Q 
пишется Я) . Обозначим |[-]]й и [ - ] в оценки в языке ZF с множеством параме
тров соответственно VQ и VB (см. пример 1); при этом, конечно, VQ cz F ^ . 

Формулу х ( • , . . . , • ) в языке ZFназовем дедекиндовой, если выполняют
ся следующие три условия: 

1) HZF Ь- V/ , + , - , . , О, 1, || • || (х (/, + , - , - , О, 1 || • ||) =» (/, + , 
—, •, О, 1, || • ||) — алгебра с метрикой); в х входит и формула х3, а + , —, • „ 
О, 1, || • || — обычные теоретико-множественные переменные, обозначения 
которых лишь напоминают об их смысле. 

2) VQ ([х (/, . . ., || • | | )]Q < ([х (/, . . ., || • ||)]в Л (/ (к) Д / ( * ) - * [А = 
— t^^kB — 11| = OJB)) ) , где / будем считать экстенсиональным элемен
том в VQ. 

3) VQ ([x ( / , . . . , ||.|| )]й < ((/ (к) ^ [|| к ||о = || к \\в}в) / \ (/ (к) A fit)-
—> l_k + t + £]в Л •••))> гДе многоточие в правой части означает такое 
же условие для других операций. Индексы Q и В указывают, что термы вы
числяются соответственно в VQ и VB. Условие 1) тривиально, условия 2), 3) 
говорят о некоторой слабой абсолютности формулы х. 

П р и м е р 13. 1) Пусть х (/, + , —, •, 0, 1, || • || ) говорит: / — множе
ство дедекиндовых сечений в Q, замкнутое относительно обычных кольцевых 
операций в R, вместе с этими операциями в / и с «нормой» в /, равной || х || = 
= | ж | = max { х, —х), т. е. х (/, . . ., || . ||) ±?Vx(= / (x3 (х) /\Ух, у е 
е / (х: + г/, .г-г/, 0, 1 Е= / Д . . ., в х3 входит и формула хх. Как следует из 
приведенного ниже предложения 10 и теоремы Зд), эта формула — дедекин-
дова. Она описывает в У ° и в VB два свойства, состоящих соответственно из 
всех вещественных числовых колец в RQ И В RB. Здесь RQ = {х | х3 {х)} — 
объект, определяемый в VQ формулой х3, a R# — аналогичный объект в VB. 
Конечно, обычно В-глобально истинно, RQ Ф RB- Однако по предложению 
10 В — глобально истинно, [ R Q С R ^ ] . Эти объекты можно явно опреде
лить, например, как RQ (х) = [х 3 (x)jQ, где[х3 (x)JQ > 0, и R^ (х) = [х 3 (x)JB% 
где [х 3 (x)JB > 0. 

2) Пусть х говорит: / — множество пар дедекиндовых сечений в (Q, замк
нутое относительно обычных кольцевых операций в С, вместе с этими опера
циями в нем и с нормой в /, равной || <Я,, |i> || = X2, + И*2. Из того же предло
жения 10 следует, что эта формула дедекиндова. Она описывает в Vй и в VB 

два семейства, состоящих соответственно из всех числовых колец в СИ и в Св-
3) Аналогичными дедекиндовыми формулами можно описать семейства 

«числовых» колец в разных гиперкомплексных системах над (Q, R или С-
4) Во всех упомянутых случаях можно добавить в х формулу Ух ЕЕ 

€Е /By EEf(x = 0\/x-y = l) и получить соответствующие семейства полей 
или тел. 

5) Во всех упомянутых случаях можно добавить в х условие веществен
ной или алгебраической замкнутости: Ух ЕЕ fBy 6E: / (х ^> 0 => у2 = х) Д 
A Va0 , . . ., а2п+1 е /Э# е / («о + ••• + а2п+1х2п+1 = 0) или Va 0 , . . ., ап е 
£Е /Э<£ ЕЕ f (а0 + ... + апхп = 0). Эти схемы аксиом можно эквивалентным 
образом выразить одной формулой в языке ZF. Таким образом, практически 
все обычные классы «числовых» колец и полей (а также групп и алгебр) 
описываются дедекиндовыми формулами; это означает применимость к ним 
указанной ниже теоремы 23. 

П р е д л о ж е н и е 10. Выполняются следующие соотношения: 
а) 1 = Цх | х2 (х) = Ща = 1{х | хх (*)> = Щв, 1 = [{х | х2 (а;)} = 

= (Q>o)v]o = 1{х\ х2 (х)} = (Q> 0)V]B , [ х 3 (x)JQ < [х3 (*)]„, [х4 ( * ) ] а < [ х 4 (х)] в ; 
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б) [из (*)]а < [* = <^ КУ1ъ ^е 3) (X) = 3) (К) = {г | г е Q} в Л (г) = 
= [Зк, У (я = <и, У ) Л ^ £ и)]о Д [х3 (я)]й, Х1 (г) = [Згг, У (Х - <гг, У> Д 
Л ^ # Д [ ^ з ( * 

в) [х8 (х) Д х3 (у)]о < ([ж < у]0 -> [ж < г/]в); 
г) [х3 (ж) Д х3 (I/)]Q <[[# + # = £ + г/]в и также для х4 гг и^у.их one-

/шг̂ гггг; 
д) [х3 (#)]Q <^ [|| #||Й = || ж||в]в и также для х4 (нормы для R и С 

определены выше). 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Первые соотношения очевидны. С их уче

том формула х3 имеет вид Згг, v [и, v CZQ /\ х = <гг, у> Д Зт% s e 
G ^ l r G B A ^ ^ V r G ' Q K r G B A ^ i ; ) A V r G Q ( r G M 0 3 s G 
G w (r < 5)) Д Vr G Q (r G ^ 3^G ^ К г)) Д Vr, s G ( 5 ( r < s 4 r G 
G t t V 5 ^ y)l- Тогда 

[ * 8 И Ь = V Ц > , ^ $ 1 Л - ] = \ / [ ( ( Л о И » Ь [ 1 / е Ш Л [ * > < = Q ] Q ) Л 

Л [ж = <«, ̂  / \ ( V P e u]o Д P e У]О) Д 
r, seQ 

Л(Л Р е "Ic Л Р Е i;]a -> 0)) д (Д ([r e ufc - V и (s) Л If < sM A 

Л ( Л (I? < *h - »PE "]o V P ЕЕ i;IB)) J. 
r,seO 

Для перехода к оценке в VB в 4 — 6 сомножителях достаточно проверить, 
что с оценкой и; = [гг, z; cz (QJQ МОЖНО заменить гг, г; на такие гг'', У' GE "Уй,. 
что гу < ([гг = гг' Д У = У']О Д [гг - и' Д у = v'JB), 3) (гг') = 3) (z/) - Q. Эти 
гг', г/ автоматически экстенсиональны в F Q I B У В . Для этого заменим гг, 
г; на экстенсиональные функции гг, У, включающие {г | г ^ ( ф } в и х области 
определения (по теореме 36)), и положим гг' = гг [ {f \ r ЕЕ Q} и также для 
у'. Тогда w < [Vz/ (*/ е и <=Ф у е и'Дд, так как гг; < (гг (гу) - > [ y G ю']й), 
где г/ £Е 25 (гг). Отсюда такое же соотношение для [-]^. Поэтому 
iv /\/\{(и' (г) Д г;7 (г)) -> 0) Д Д (гг' (г) ~ V и' (*) Л Р < *]с) Л Л ("' W — 
*-* V у' (s) Д р < Г]Й) переносится в В. 

ее О 
Аналогично [х4 (:г)]й = \ / [*з(*/)Лхз (z)Jc Л1Х==,(У^ z У1& перекосится в В* 

Vt Z 

б) Заметим, что указанные Я, Хх — автоматически экстенсиональные в 
в VQ и в У1* функции. Используем гг', г/ из предыдущего пункта и получим 
неравенство: [х3(а:)];йДм;Д [ж = <и / , г ; , >] й Д. . . < ((гг' (г) ++ Я (г)) Д) у' (f)<-> 
<-> Ях (Г)), где г Е? Q. Затем правую часть заменим на [гг' = X Д у' = XJg 
и на \_х = <Х, ^ > ] Q , а после этого суммируем по всем гг, У. 

в) Определим < • как ((а; < i/) ^ Зг G Q (г G Л (*) Л г ^ Л Ы), 
где i \ (•) и Р2 (•) — первый и второй члены упорядоченной пары. Обозна
чим w •=? [х3 (х) Д х3 (I/)]Q. С учетом п.б) получим гг; < [ж = <>\, Ях> Д г/ = 
= <|А, ^>1о. Тогда w /\lx< yJQ - гг; Д [Зг GG Q (г е /\2 Д г ^ u)]Q -
= ^ Л V *i (П Л ^ « = ^ Л [Зг е Q (г е я17 д г е \i)jB - w Д [̂  < yjB. 

г ^ 
г) Определим х + у =^ <{* ЕЕ Q | Зг ЕЕ Рх (ж) 3^ е Рг (у) (t < г + 5)}, 

{ f G Q l a r F ^ ^ g s E P a f i / K ^ r + s)}). С учетом б) w =^ [х3 (ж) Д 
Л хз (2/)]Й < 1> = <̂ ^ КУЛ У = <^' ^1>Ь- Нетрудно проверить гу<[х 3 (ж + 
+ у)Ця ^ [х3 (^ + y)j^^ а также глобальную значимость того, что -| фун
кция. Для доказательства этого пункта нужно проверить неравенство: 
u ; < l{t<= Q | З г е Я З ^ е |х (г'<г + 5)}й - {̂  е Q I Зг е Х3« е (х ( ^ < ^ + 
+ 5)}^B]J-B Д . . ., где первый терм можно заменить функцией / (Z) ^ -
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=^ [Эг 6Е kjs е= fx (t < г + «)]Q на Q В ТОМ смысле, что [/ = {t e Q | 3r е= 
€= ^3s GE \x (t < г + S)}Q]]Q = 1. Но в В эта функция равна второму терму. 

д) Этот пункт прямо следует из в) и г). 
Л е м м а 3. Пусть ф — произвольная формула в языке колец, классиче

ски преобразованная к виду без =Ф> и с | только у атомарных формул, ф+ 

получена из ф заменой всех подформул вида \ (k = t) на (О < || к — t\\ 2). 
Тогда+ [х ( / , . . . , || • | | ) ]й Д / (*i) Л • • • Л / (К) < ([ф/ №i, • • •, *„)]a -
—> [[ф/ (А:х, . . ., /сп)]]в). Здесь opf — релятивизация ф теоретико-множест
венной переменной / (параметры формулы Ц) из «25 (/)), термы и предикат 
• < • б ф+ интерпретируются операторно с помощью формул х и х3 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для • = • переходим к В с теми же термами 
(операторно вычисленными в Q) и с учетом предложения 10 заменяем их на 
термы, операторно вычисленные в В. Для связок очевидной индукцией, на
пример, для связки V получим: 

.МаЛ/(А1)Л---Л/(*п)Л Л (/(*)-*[ф/(М]в)< 

< Л (/ (*) - * [Ф/ (*~> *)]в) = [Уж £Е /Ф/ (*, *))]„• П 

Л е м м а 4. Пусть я|э — Е-формула в языке колец, классически преобра
зованная к виду без =$> и с ~] только у атомарных формул, a i|)+ получена из 
t[) заменой всех подформул вида ~] (k = t) точно, как в лемме 3, а всех подфор
мул вида к = t формула \\ к — t\\ 2 < ejc> *, где е^ * — произвольные элементы 
из®>0. Тогда[х ( / , . . . || . | |)]0 Д / (&i) Л - Л / (К) < ([*/ (*i, • • •> ̂ ) ] в ~ 
~ [ я # (*i. . . . ,Ап)]о). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Атомарный случай сводится к вычислению 
термов в В и Й и абсолютности • < • (предложение 10в)). Для связки 3 , как 
обычно. Q] 

Если \|) — Л.Е'-формула, то продолжим определение перевода г|)+, при
веденное в лемме 4: все кванторы V перепишем без изменения, затем все 
переменные е ,̂ t замкнем кванторами всеобщности (в группе исходных кван
торов V). Только что определенный перевод произвольной Л^-формулы 
л|) в языке колец назовем переводом в заключении; перевод произвольной фор
мулы ф в языке колец, определенный в лемме 3, назовем переводом в по
сылке. Теперь для указанных формул ф, г|э определим перевод формулы ф => 
=4> г|) как ф+ =4- г|)+. 

Т е о р е м а 23. Пусть х — дедекиндова формула в языке ZF, ф, гр — 
формулы в языке колец и г|) — АЕ-формула. Если 

ZFC[-yfJt...,\\ • || (х ( / , . . . , | | . | |)=Ф 
Н Л ^ , . . ., кп е / [ф/ (&1? . . ., &п) =Ф>гр/ (&!, . . ., йп)])я 

т о 
гЯа \= V / , . . ., || • || (х (/, . . ., || • | |) =» VAlt . . ., К е 

GE / [ф/ (&!, . . ., /сп) =» г|^ (*!, . . ., кп)]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / , . . . , || • || <= Vй, ки . . ., кп 6Е 25 (/),. 
г г ^ ( [ х (/, . . ., ||+. ||)]о Л / (ЮА ••• Л /(й«)Л[ф/+ (Ах, . . ., А„)]о. По леммеЗ 
получим и <^[[ф/ (&!, . . ., А„)]]в. По дедекиндовости формулы к имеем и ^ 
< [х (/, • • ., II • Щ в Д / (АЛЛ ••• Л / (АгОЛ [Ф/ (*i, • • : . *„)]* • По условию 
получим и < [% (&)]в и отсюда и < [г|^ (&)]в. Пусть ^ (/с) = Vfx, . . ., fm GE 
«ЕЕ / V s j , . . ., 8S (ЕЕ Q> о 3/j , . • ., lr «ЕЕ f% (к). Тогда V*i, . . ., £m GEE 
€=2J(/)Ve l t . . ., es e ©> о (« < / (*i) Л - Л / (*m) - [3Z l t . . ., Zr €E / x ( M . 
•(е]в), т. e. B / \ / (^) Л ••• Л / (*m) < Bl GE /x (&, t, е ) ] в . По лемме 4 и Д / ( ^ ) Д 



ОЦЕНКИ И ПУЧКИ. НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ НЕСТАНДАРТНОГО А Н А Л И З А 1 3 9 

Л ... Af(tm) <Bl G= /ЭС& I е)]0 , т. е. и < [ V l GE /Ve £Е Q> 031 GE /х ( ^ 
*, е)]о. 

З а м е ч а н и е . Обозначим с5а |Ь ф предикат V B ([фГЦв = 1), где 
В пробегает все полные булевы алгебры, а ф — формула в языке ZF с пара
метрами из V. В теореме 23 условие ZFC [—(•), очевидно, можно заменить 
на условие сВа (=:(•). Везде выше можно включить в понятие алгебры с ме
трикой многоосновные алгебраические системы, что реально полезно в при
ложениях, а также заменить R и С> порождаемые стандартным (Q, на другие 
системы, порождаемые любым другим формульным стандартным множеством. 

П р и м е р 14. Начнем с теоремы В. Я. Лина и М. Г. Зайденберга: инъ-
ективное полиномиальное отображение комплексной прямой С в комплексную 
плоскость С2 имеет не более одной критической точки. Эта теорема записы
вается 4^-предложением г|э в языке колец: г|) ^ Va0, . . ., ап, Ь0, . . . 
. . . ,bm3z!, z2 v» , v (z± =z2 v / (*i)Ф f (ч) V £(zi) ^ £ Ы V / ' W ^ O V г' (к) =7̂  
=7̂= 0 V / ' (У) Ф 0 \ / g'(i;) ^ 0 V ^ = ^ ) , где классически эквивалентным образом 
можно переставить кванторы 3%, z2 и Vw, v. Здесь / (х) = а0 + ... + ап#п

т 
g (х) = Ь0 + ... + bwzT'\ </i^>: С —> С2, а </', g'> — градиент, равенство нулю 
которого и означает критическую точку. Итак, эта теорема говорит: С t i|?-
В соответствии с гл. II предложение г|) истинно и во всех алгебраически зам
кнутых полях К. характеристики 0 или даже р > р0 — фиксированной 
константы (это просто теорема Тарского—Робинсона), а также в широком 
классе колец К в смысле К (= г|э. Для краткости рассмотрим ситуацию с по
лями: некоторая дедекиндова формула х0 описывает упомянутый класс полей 
(если ограничиться подмножествами С). Поэтому теорема 23 означает: сНа (=: 
fr V/, . . ., || • || [х0 (/, . . . , | | • \\)=¥ (Ф)/]. Аналогично: для совершенно 
любого предложения вида ф =Фг|), где г|) — Л^-формула, истинного в R или 
С (или (Q, или в кольце локально постоянных функций на канторовом мно
жестве и т. п.), по соответствующей теореме полноты получаем, что оно ис
тинно в подходящем классе колец, описываемом дедекиндовой формулой, 
и затем, применяя теорему 23, получаем его естественный интуиционистский 
вариант. Например, так будет для теоремы Артина. Рассмотрим пример на 
случай двухосновной алгебры. Хорошо известно, что любое числовое поле 
разложения К (многочлена h± над полем Р) обладает свойством: для любого 
неприводимого над Р многочлена /г, если К содержит один его корень, то 
К содержит и все его корни. Это описание полей Р, К дается дедекиндовой 
формулой хх. Пусть ф — естественная запись того, что h неприводим над 
Р и имеет корень в К. Так как ф не содержит => и П , то ф+ = ф. Пусть 
я|) -±?. ЭЯ-L, . . ., хт ЕЕ К (h разлагается по хг, . . ., хт). Тогда г|)+ = Ve ЕЕ 
ЕЕ Q>o3%, . • ., хт (...). Применяя теорему 23, получим СНа }= фр, к =^ 
=> (^+)к- Наконец, аналогично проверяется гейтингова значимость теоремы 
Гильберта о нулях. По-разному записывая эти теоремы и меняя вид форму
лы х, получаем их разные интуционистские варианты. 

г л А в A iv 
ГЕЙТИНГОВО ПОПОЛНЕНИЕ ЛОКАЛЬНО-КОМПАКТНЫХ 

ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ 

В этой главе рассматривается еще одно приложение гейтинговозначного 
анализа. Здесь под глобальной истинностью (или ^-глобальной истинно
стью) понимается глобальная истинность относительно оценки в языке 
ZF с множеством параметров FQ, см. пример 1. Эта оценка обозначается [• J 
(или [-]Q). 

Пусть Q и Q± — две полные гейтинговы алгебры. Обозначим QQi 
множество всех морфизмов (в смысле сЯа-структуры < \ / , Д , 0, 1 » алгебры 
Q-L в алгебру Q; в QQ* фиксируем структуру полной гейтинговой алгебры отно
сительно порядка (/ <^ g) -±? Vu е Йх (/ (и) <; g (и)). Далее рассматрива--
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ется случай, когда Q± — топология некоторого фиксированного топологиче
ского пространства или кольца У; в этом случае вместо Q Y будем писать 
YQ. При этом YQ наделяется канонической структурой алгебры над исходным 
кольцом «скаляров» Y. Начиная примерно с 1977 г., в различных формах 
реализуется идея о том, что алгебра YQ в «нестандартном смысле» (т. е. 
в смысле й-глобальной истинности) совпадает с У. При этом содержательные 
свойства кольца Y переносятся на алгебру YQ. Более того, гомоморфизмы 
в алгебру YQ в том же нестандартном смысле совпадают с гомоморфизмами 
в алгебру У, и содержательные свойства У-значных гомоморфизмов перено
сятся на Y^-значные. В этой главе и в добавлении содержатся некоторые 
реализации этой идеи. А именно, в теореме 24 показано, что YQ по существу 
совпадает с F , где У — пополнение У, как метрического или равномерного 
пространства, в VQ. Отсюда многие свойства Y переносятся на У, и далее 
на F , и затем на Уй . В добавлении (теорема 25) показано (в случае, когда 
Q — булева алгебра), что а) У^-значные функционалы на банаховом про
странстве совпадают с У-значными функционалами на нем, б) банаховы 
-алгебры над кольцом Yi2 совпадают с банаховыми алгебрами над кольцом 
У и, в частности, их спектры соответствуют друг другу, в) непрерывные се
мейства коммутативных, локально-компактных групп в нестандартном смы
сле отождествляются с одной такой группой и, в частности, группы их ха
рактеров соответствуют друг другу. Конечно, эти наводящие соображения 
не являются точными формулировками. 

Далее X = X (Q) — стоуново пространство алгебры Q. Множество 
О ЕЕ if (X) называется Q-плотным, если существует такое семейство {и J С 
с : Q, что О = (J ut и VQMJ = 1- Конечно, Q-плотное множество плотно 

г г 

(в топологии if (X)); если для любого элемента из if (X) его плотность вле
чет его Й-плотность, то й — булева алгебра. Точно так же определяется 
множество 0 , Q-плотное в и, где и — любой элемент из Q (конечно, О 6Е 
€Е if (X), О Q и). Топологию if (У) в У везде будем обозначать if, а ее 
элементы будем обозначать а, р, у. Напомним, что и пробегает £2, а О про
бегает if (X). Обозначим CQ,U (X, У) множество всех непрерывных У-значных 
функций, определенных на открытых множествах О, где О плотно в неко
тором и из Q, факторизованное совпадением на каком-то открытом и й -
плотном множестве. Обозначим Сд, u (X, У) (или короче Си (X, У)) все функ
ции из CQ (X, У), определенные на Q-плотных в и множествах. Особый 
интерес представляет множество Сх (X, У). Далее предполагается знаком
ство с понятиями теории равномерных пространств, например, по книге 
Н. Бурбаки. Общая топология, глава II , 1968 год. Пусть [<У, 2 , J~> — 
равномерное пространство с базой окружений 2 и базой топологии STJQ = 1* 
Пусть Т — тот объект в Vй, который является (в смысле глобальной истин
ности) множеством всех минимальных фильтров Коши в У. Впрочем, Р удоб
нее определить как множество всех баз минимальных фильтров Коши в рав
номерном пространстве У, содержащихся в J \ 

П р и м е р 15. Пусть Q — топология какого-то фиксированного топо
логического пространства У и У = © или У = R. Легко видеть, [1, 10, 42], 
что алгебра ( Q ) A Q (обозначение см. на с. 115) изоморфна алгебре локально 
постоянных непрерывных функций вида Z -» Q и так же для (RY Q. Выпол
няется (и]— пополнение по Коши метрического пространства Щ& = 1. По
этому R можно рассматривать как определение по Коши (с помощью именно 
последовательностей) вещественных чисел в FQ, и, следовательно, (нестан
дартные) вещественные по Коши числа в VQ отождествляются с простой ча
стью алгебры С (Z, R) всех непрерывных функций. Обозначим Rd тот объект 
в VQ, который удовлетворяет естественному определению пополнения по 
Дедекинду упорядоченного множества Q (см. доказательство предложения 
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10а). Тогда (Rd)AQ отождествляется со всей алгеброй С (У, R). Изоморфизм 
имеет вид К ь-> / , где [А, = <А,, %г> е R^JQ = 1 и / (а;) ±? <(/, L> сечению 
в Q (понятно, что <>о, Хгу — сечение в Q), г е U ±^ х (= р е Ц , г е L ^ 
^ х е [г £Е ^ J Q . Отсюда, в частности, (R)A канонически вкладывается в 
в (Rd)A, и обычно К Ф Rd. Существует еще один естественный способ по
полнения Q, классически совпадающий с пополнением последовательностями 
по Коши. Рассмотрим Q как равномерное пространство. Обозначим R ; тот 
объект в VQ, который является множеством всех минимальных фильтров Коши 
в равномерном пространстве Q. Минимальный фильтр Коши определяется 
простым множеством интервалов в Q и потому является «конструктивным» 
объектом. Теорема 24, в частности, говорит, что (К^)Ай изоморфно Сг (X, У), 
где R / — это как раз Q. Стоуново пространство X содержит абсолют Z 
пространства Z, т. е. определено непрерывное сюръективное отображение 
к: Z —> Z. Отсюда С (Z, ER) канонически вкладывается в Сг (X, У") отоб
ражением / v+ /ох, что проясняет взаимоотношения R, Rd и R7 в FQ . 

Сейчас приведем другое описание объекта, основанное на пучках и 
теореме 16г. Назовем и-морфизмом такое/: Qx —> Q, для которого выполняют
ся обычные условия морфизма с заменой условия / (1Й1) = 1Q на условие 
/ ( I Q J = и, где и — фиксированный элемент в Q. Обозначим Qy1 множество 
всех u-морфизмов. Образуем следующий предпучок f (•) на Q: f (u) ^ 
=^ Qu\ У ^ Е Й и pi (/) ±^f (•) Д i?. Такой предпучок является пучком на Q. 
По теореме 16г образуем объект $', для которого QQ* = (eF')AQ- Если, 
как выше, Qx =^ £Г (У), то объект £Г' обозначим fY. Теорема 24 говорит, 
что #Y — ¥. Обозначим 3FV ^ U ( ^ (и) I и £= ^ } - Далее р , д, г везде про
бегают множество $fy 

Итак, мы ввели внешние, т. е. из класса У, объекты fY и С& (X, У), 
У^ 1г Сг (X, У) и внутренние, т. е. из класса VQ, объекты $fY и У. И соби
раемся установить, что все они в сущности одно и тоже: fY ^ CQ (X, У), 
У^ ^ Ci (X, У), f (1) = У^ и f у = У, Уй ^ ( f у ) д " . Уточним некоторые 
детали и перейдем к доказательству этих утверждений. 

Пусть й х =̂= с̂Г (У), где У — топологическое пространство, в У выбрана 
равномеризация топологии if в У с помощью некоторой базы 2 открытых, 
симметрических окружений в У. 

Выше определенные $^у (а также Q r ) назовем Q-пополнением тополо
гического пространства У. 

З а м е ч а н и е . Можно проверить [44], что объект fY имеет следующее 
более простое по сравнению с теоремой 16г описание: fY: $Y —> й , где 
для любого р ЕЕ &и положим fY (р) =±̂  и. Здесь р ЕЕ Уй, так как £Г, на ко
тором определено р , отождествляется с {а | а Е J } S Уй* 

Напомним, что (отделимое) У называется равномерно локально-компакт
ным, если существует такое окружение ст0, что Vz/ е У (сг0 Ы компактно); 
черта, как всегда, означает замыкание. Равномерно локально-компактное 
пространство всегда полно и паракомпактно. Напомним, что топология в У 
определяется по базе окружений S базой топологии {а (у) | г/ ЕЕ У, от ЕЕ 2 } . 
Для случая, когда Q — булева алгебра, теорема 24 в существенном близка 
к теоремам 1,4 из работы [11], а частично переходит в материал заметки [14]. 

В множествах fY и С& (X, У) определим оценки: |[р = q\ = Д {р (а) <-> 
- д ( а ) | а Е Т (У)} и [/ = g]2 = j ({х £EOfnOg\f(x) = g (s)}°), где 
Of, Og — области определения соответствующих функций. Здесь °, как все
гда, означает внутренность, а / (О) — наименьшее открыто-компактное 
множество, содержащее О, т. е. / (О) = \/аЩ, где О = Циь (это / не-

i i 
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явно используется и в определении Q-плотного множества). Итак, определены 
две оценки: <fY, [• = • ! > , <CQ (X, Y), [- = -]2>. 

Если в У определены операции, то продолжим их в $ Y и в CQ (X, Y) 
следующим каноническим образом: (р + q)(oc) = V {р ф) /\q (у) \ |3 + у с : 
СЕ а} и (/ + g)(x) = f (x) + g (ж), где х EEi Of f] Gg, и аналогично для опе
раций — и •. Если некоторое К действует на У, то аналогично определяется 
действие &к на #V, а именно: (к-р)(а) = \J {к ((3) Д # (у) | (З-yQ а } . При 
этом У канонически вкладывается в й т ( у ) и в CQ (X, У) по формулам: г/ н> г/, 

где г/ (ее) = *|п , г и г/ i-> /<,, где /у (^) = у. В частности, если в У вы-

делены элементы 0 и 1, то возникают 0 и 1 . Обычно у и у отождествляют. 
Корректность этих определений операций, а также то, что операции в $fy 
продолжают одноименные операции в У, проверяется в теореме 24а. 

Как всегда, термы, входящие в оценки |[-]]i, Ц/Лг» понимаются операторно. 
Для оценки [•] / , определяемой в соответствии с примером 8, операции 

можно определять двумя способами. Первый состоит в том, что + (р, q, r) =̂= 
^ р (У) Д q (У) Д г (У) Д \jp + q = rJQ, т. е. + понимается как нестандарт
ный график. Второй применим в том случае, если + равномерно непреры
вен на У; тогда + с У продолжается на У по непрерывности в соответствии 
с теоремой 246 и это продолжение принимается за определение операции 
на F . Во втором случае получается то же, что и в первом. 

Т е о р е м а 24. Пусть У — произвольное равномерно локально компакт
ное топологическое пространство (с базой 2 открытых и симметрических 
окружений в У). 

а) Оценки <^у , 1/\У и <CQ (X, У), [ [ - ^ равны, соответствующая этому 
биекция ~ cm ратифицированная т. е. Qy, ^ Си (X, У). Если У топологиче
ское кольцо (топологическая группа), то оценки также равны, т. е. биекция 
~ сохраняет и операции в &у и CQ (X, У). При этом Qv и CQ (X, У) — 
одноименные с У алгебраические системы для любого и GE ^ и У вложено в них, 

б) Выполняется [ ^ у = F I Q = 1. Оценки \_>\ и[[«]] ' равны, а также 

У° ^ (,Гу)Лй. 
в) 2?с/ш У — топологическое кольцо (топологическая группа), то гло

бально истинно: «объект {fY — одноименная с У алгебраическая система». 
Если У — условно полная решетка (модуль, с абстрактной нормой, с нормой, 
банахово пространство) то то же самое глобально истинно для $fy 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Установим биекцию я|) между $Y
 и Со (X, 

У), играющую в этой теореме основную роль. Напомним, что р, q, r пробегают 
множество ^ у . Пусть р ЕЕ Qu и х (ЕЕ и. Положим ty (p) = fv, где fp (x) =±Р 
•±=Р l im р ' 1 (3 х ) , a SFх — семейство всех открыто-компактных подмножеств 
в X, содержащих фиксированную точку х ЕЕ X (т. е. З'х — база топологии 
В ! Б точке х). Такое р'1 ($~х) — база фильтра множеств в У, так как р — 
морфизм. Выберем произвольное открытое покрытие всего У относительно 
компактными множествами: {ау | у ЕЕ У}. Так как р — морфизм, то Sp ±^ 
^= U {р (ау) | у ЕЕ У} является Q-плотным в и = р (У) множеством. Теперь 
пусть х ЕЕ Sp. Тогда Эу (ау GE р'1 (£ГХ))- Последнее, как легко видеть, 
означает, что для любого а ^ 2 база р~г (ifx) содержит множество порядка 
а2. Поэтому/) - 1 (£ГХ) — база фильтра Коши. Так как У полно, то существует 
l i m p " 1 (fx). Итак, fp определено на всем Sp. Множество Sp не зависит ог 
выбора покрытия {ау | у ЕЕ У}: пусть фу} — другое такое покрытие. То
гда U р (ау) = (J P (Pi/)» т а к к а к «у ^ РУХ U ••• U $у„ и Р (ау) "С 

У У П 

^ Р (Pi/i) U ••• U P (Pv ) <С U Р Фу)- Проверим непрерывность функции 
п у 
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/ р : Sv - » У. Пусть х0 ЕЕ £ р , г/0 = / р (#0) H ^ G S . Рассмотрим окрестность 
0Х (у0). Выберем такое а, что а4 с : ах и а (г/) относительно компактно для всех 
г/ £Е У, это возможно по условию на У. Тогда {о (у) \ у Е= Y} — такое, как 
выше, покрытие У, и поэтому Sp = \J p (о (у)). Для какого-то у выполняется 

У 

х0 ЕЕ р (в (у))- Это р (а (у)) — искомая окрестность точки х0. Если хх ЕЕ 
е р (a (г/)) П Sp, T 0 Z/i ^= /Р (*i) е а (г/) и у0 е а (г/). Поэтому у1? г/0 е 
еа2(*/), й Е ^ У . 

Обозначим / р также и класс эквивалентности с представителем / р 
в CQ (X, У). Итак, г|): QjT - * Cu (X, У). 

Проверим инъективность отображения г[). Пусть р Ф q ж и^- р (У) = 
= g (У), т. е. существует a E S " , для которого р (а) ^ g (а) (иначе поменяем 
р и g местами). И пусть / р совпадает с fq на множестве 0 , Q-плотном в и. 
Если для всех (3 таких, что р с а , выполняется р ((3) П S p f] Sq f] O El 
cz gr (ее), то p (p) с g (а). Действительно, легко проверить / (0X p| 
П ©2) = 7 (©i) П 7 (©2)» и> т а к к а к U {P IP ^ a ) == a и p—морфизм, то 
V P (P) = P (Up) == P ( a) и P (a) ^ <? (°0- Противоречие. Поэтому найдется 

P 
такое p, что p e a , ж e (p (P) П Sp П £<? П ©) и х Ф Q (a), T- е. х е 
e p (p) \ g (a), ж е ( 5 Р П ^ П ^ ) = 0- Отсюда / р (я) е "р С a, и по 
предположению fq (x) GE a. По определению предела и с учетом монотонно
сти g получим х ЕЕ q (a), что дает противоречие. Проверим сюръективность 
отображения i|). Пусть функция /: 0 —>• У, где 0 — открытое и Й-плотное 
в и ЕЕ Й множество, непрерывна. Положим р (а) = 7 (/ -1 (a)) е= Q, p: if ->• 
—>- Q. Это р — морфизм, так как / является с JTa-морфизмом вида £Г (X) -> 
-*- Q, т. е. р ^ Qj". Образуем / р и 5 Р . Если х ^ Sp (~] О, то f (х) = /р (ж),; 
так как / (х) = lim р - 1 (iTx). Действительно, если / (х) е а, то х ЕЕ р (а), 
а ЕЕ р - 1 (с^х). Итак, / и / р совпадают на Q-плотном множестве Sp f) 0 , т. е. 
ty (Р) = /• Отметим полезную формулу р (а) = / (/р1(а))^ гДе здесь и далее 
/ Р = 'Ф (р)- Итак, г|?: Qu, <-• Cu (X, У), Vw ЕЕ Q. Биекцияг|) сохраняет оценки 
[ • ] ! и [• j 2 , т. е. Д (р (а) «-* g (а)) = / ({х | / р (х) = fq {x)}°, что и означает 

a 
по определению равенство этих двух оценок. Действительно, если / р (я) = 
= fq (х) и х е р (р), где p e a , то /р (ж) е р, /д (ж) е а, ж ЕЕ q (ос), т. е. 
{* I /р (*) - /д (х)}° Д Р (Р) S g (а), [/Р = /д]а Л Р ( Р ) < 9 (а), [ /Р = / J 2 < 
^ (Р ( а) <^ g (а))- Наоборот: если /р (ж) ф fq(x) и я е П (Р (°0 ^^ 9 (а))« 

a 
то существуют такие а, (3 ЕЕ <эГ, что a f| p = 0 , fv (x) Ez a, fq (х) ЕЕ. Р« 
Тогда 1 * ЕЕ (р (a) f] Ч (Р)), ^ Р ^ Л ? (Р) Л (? (Р) "^ Р (Р)) < Р (а) Л 
Д р (р) = 0 , противоречие. Получаем [р = g]i < Г) (Р ( а) ^ У (а)) S 

а 
= {х I /р (х) — fq (x)}i ч т о Д а е т искомое равенство. 

Итак, отображение г|) является искомой биекцией между tfy и CQ (X, У). 
Пусть У — упомянутая алгебраическая система (или любая другая 

с позитивными аксиомами). Сумма функций р и g (как и /р , fq) вычисляется 
сначала переходом к р (•) Д и и q (•) Д и, где и = р (У) Д g (У) (соответ
ственно переходом к / р f 0 и fq \ 0 , где 0 = 2) (/р) П 3) (/д)), а затем 
сложением. Ясно, что 0 Q-плотно в и. Поэтому корректность операций и 
изоморфность биекции г|э достаточно проверить для р, q ^ Qu. Пусть р , g 
таковы. Проверим, что сумма р + q принадлежит Qu (так же будет для всех 
операций). Действительно, (р + д) ( 0 ) = 0, (р + д) (У) = р (7) Д д (У) = 
= и, (р + д) К П аа) = V (Р (Р) Л Р (V)}, где р (р) Д g (7) < (р + д)-
' К ) Д (Р + д) (as)- Наоборот: (р + д) (ах) Д (р + q) (а2) - V {(Р (Pi) Л 
Д g (vi) Л р (Р2) Л g (Y2) I PI + YI Q « I , P2 + Y2 e a 2 } < \ y {P (PI П P2) Л 
Д g (Yi П Y2) I Pi П P2 + Yi П Y2 S «i П a2> < (P + g) (ax П <*2). Отсю
да получаем монотонность любой функции р + g и, в частности, [\/ (р + 
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+ д) (at) <^ (р + q) ((J at)]. Если проверить обратное неравенство, то мы 
г 

докажем, что (р -\~ q) — гг-морфизм. Для этого (а главное для доказательст
ва следующего пункта теоремы) нужна 

Л е м м а 5. Пусть Y — равномерно локально-компактное пространство 
и р: if -> Q — такая функция, что р ( 0 ) — 0, р (Y) = и (еде и <ЕГ £2), 
р (а П Р) — Р (а) /\ Р (Р)- Тогда эквивалентны следующие три свойства 
функции р. Первое: р (( j at) = \J p (at) («вполне аддитивность»), второе: 

г г 

р (а) = \/ {р ((3) | р CZ а, р — компактно} («компактная регулярность»), 
третье: р (а) = \/ {р (р)| За е 2 (а ф) С а ) } ^ У а б 2 (V {р (а) I а2 с 
G °"} = P (Y)) («равномерная регулярность»). Свойство равномерной регу
лярности не зависит от выбора базы окружений 2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Сначала проверим второе утверждение 
леммы: V {Р Ф) I З а е 2 (а (р) С а)} = V {р (Р) I 3<*а £Е S К (|3) с а )} , 
что следует из определения базы фильтра. Так же проверяем второе свойство. 
Перейдем к первому утверждению и занумеруем эти свойства последователь
но числами 1, 2, 3. Очевидно, 1 ==> 2, и нетрудно проверить, что 2 ==> 3. Не
тривиально, что 3 =^ 1. Выберем новую базу окружений 2 2 = {a f] о~0 I а £= 
ЕЕ 2 } , где а0 таково, что а0 (г/) компактно для всех у ЕЕ Y. Для нее по дока
занному также выполняется свойство равномерной регулярности; далее 
переменные вида а, а0, . . . пробегают 2Х . Пусть о (Р) cz а. Выберем такое 
а2, что а? (Р) с а. Так к а к ^ (Г) = V (Р (<*) I <*2 ^ ог) < V (^ К (У)) I У е 
е Y}, то р (Р) < V {р Ф)/\Р ^ (У)) 1 У ЕЕ У} < \ / f r (а2 (у)) | у е а, (Р)}. 
Пусть у ЕЕ Ох (Р). Тогда сг̂  (у) CZ а, а2 (г/) С а и ах (г/) компактно. Поэтому 
Р (Р) < V {Р К (У)) I °~i (У) ^ «, _ ° i (У) _компактно} < V {р (у) I У £ <*г 
у компактно}, /? (а) <; \ / {р (у) | у С а, у компактно}. Итак, мы доказали 
3 ==> 2. Пусть р с а2 у а2, р компактно. Проверим, что р (р) <; р (аг) \ / 
V Р (a2)i и тогда по уже доказанной компактной регулярности получим ко
нечную аддитивность функции р. Для любого у ЕЕ. Р найдется оу, для кото
рого (ofy (г/) с : аг) V (а2 (г/) с а2) . Получим покрытие р такими ау, выбе
рем конечное подпокрытие оу\ (ух), . . ., оу (уп) и положим о = ош [) . . . 
• . . П оу . Получим Уг/ ЕЕ Р (а (у) cz ах V а (у) cz а2), так как любое г/ 
содеряштся, например, в ош (уг), которое содержится в ах или в а2: если, 
например, оУх (уг) cz а1? то и а (у) cz а2. Положим рх =^ {г/ £= р | а (г/) cz 
«= ах} и р2 — {г/ е р | а (г/) СЕ а 2 } . Тогда Р = p 2 | J P2 и а (р2) е : а2, а (р2) с= 
cz а2. Выберем такое о^, ЧТО a? CZ а, И получим о^ (P2) cz аг, a? (p2) cz a2 и 
° i (Р) = ° i (Pi) U a i (Рг)- Чуть выше проверялась полезная формула: 
Р (Р) <^ V {Р (°~i (У)) \ У ^ог (Р)} (для произвольного Р). Продолжим ее 
Р (Р) < ( V {р К Ш°1 (У) е ^ ) V ( V {р (cTi (У)) I o-i (1/) ^ a 2 » < p (а,) V 
V ^ (а2)- Осталось из компактной регулярности и конечной аддитивности 
функции р получить ее вполне аддитивность. Пусть a = (Ja^ и ^ С а , р — 

г 

компакт. Тогда р cz аг {J . . . [j ап и р (р) < р (а^ \/ . . . V Р М < 
^ \/Р (ai)- Отсюда р (а) < ; \/р (at). Лемма 5 доказана. 

г г 

Продолжим доказательство пункта а) теоремы 24. Проверим компакт
ную регулярность функции р + q. Так как р (аг) = V iP (P) l"P ^ ап 
Р — компакт} и q (а2) = \ / {q (у) | у cz a2, у" — компакт}, то (р + g) (a) = 
= V {р ( « М г Ы I «1 + а2 s ^ } < V {Р (Р)Л ? (т)1Р + v е «,"р, f -
компакты} < Д {/? (р) Д g (у) j p + y c z a , P + Y — компакт} < у {(р + 
+ Я) (Р + Т) I Р + У £ а, | Г + ~ ^ ~ компакт} < \ / {(/> + ?) (б) | б С а , б -
компакт}. По лемме 5 (в ее простой части) получим, что (р + q) ^ Qf\ 

Наконец, проверим, что биекция ур сохраняет операции в пучках fY и 
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CQ (X, Y). А именно, что г|> (р + q) ±р fp+q п fp + fq = ty (p) + ty (q) (и 
также для других операций). Действительно, fVy+q и fv + fq определены на 
каком-то й-плотном в и = р (Y) = q (Y) множестве О. Сравним их в какой-
то точке х ЕЕ 0 , т. е. сравним_2 = lim (р + q)'1 (3~х) и уг + г/2, где ух = 
= lim /Г 1 (3~х), у2 = lim # -1 (£ГХ). Пусть а — любая окрестность точки 
(Ух + Уъ) £= ^ - Выберем окрестность б, для которой (у1 + г/2) ЕЕ б и б С ос. 
Выберем такие ах, а2, что ух £Е а1? г/2 Ez а2 и а2 + а2 С б. Тогда ж ЕЕ 
Е ^ - Ю , х ^ q (a2), ^ G (|) + ?) ( ^ + а2) и z £ а2 + а2 С 8 £ а . Отсюда 
01 + 1/2 = *• 

Убедимся, что У вложено в ^Гу, а именно в множество глобальных эле
ментов YQ. Если у1 ф у2, то, очевидно, ух ф у2. И (уг + y2)v = у± + у2 (так 
же для всех операций в Y). Действительно, с учетом непрерывности опера
ции + получим (у± + y2)v (а) = V {уг (Р) Д z/2 (у) | р + у QI а } . 

б) Глобальная истинность предложения Va , о^ ЕЕ 23сг0 ЕЕ 2 (a0 CZ 
G a П °i) Л (*Т £ a Л a = о'"1 Л 3 с2 е 2 (а2 с : а)) означает, что <У, 
2> — равномерное пространство с базой 2 фильтра окружений. Также про
веряется глобальная истинность того, что 3~ — одна из баз топологии в рав-
номерном пространстве У. 

Будем пользоваться определением объекта &у> указанным в замечании 
на с. 141. Напомним, что Ъ ЕЕ ¥ ^ Ъ — «база минимального фильтра Коши 
в равномерном пространстве (Y, 2 ) , содержащаяся в базе топологии if». 
Вместо слов, взятых в кавычки, будем говорить короче: «Ь — база в 3~ ми
нимального фильтра Коши». Осталось проверить глобальную истинность 
следующего предложения: «b £Е fY €$ Ъ — база в 3~ минимального фильтра 
Коши». 

Напомним, что это последнее понятие означает следующее: 1) Ъ cz <f y 

2) Va , ^ Ъ (a f] р ЕЕ Ъ), 3) Va , Р Е / (а С р Д а Е Ъ: =Ф):р е й), 
4) 3 a E J (а Е Ь), 5) 0 ^ Ь, 6) Va e 2 3 а е # ( а е Ь Д а Х а С 
С а), 7) V a <= &3P Е Й а Е 2 (а (Р) с а) . 

^ Слева направо: пусть р ^ Q^ , и нужно проверить, что и <; \р — база 
в SF минимального фильтра Коши]. Действительно, 1) Д (р (a) -> [ a ЕЕ 

е # 1 ) = 1, 2) Л (Р («) Л Р (Р)-*[(« П Р) е Pj) = 1, так как [й П Р = 
а , (3(=сГ 

= (а П P ) v ] = 1, 3) Л ([« C p ] A [ a e f ] - v [p <= pJ) = 1, так как 
а , (Зе<Г 

& G r f = P (a), 4 ) V P e p ] = V P ( « ) = и, 5) [ 0 ЕЕ j>] = р ( 0 ) = О, 
а а 

0 е р ] = 1, 6) Д V Р ( а) Л Р X ее G 5] = и, так как a X a = (a X a ) v 

о a 

и {p (a) | a X a С a} - p (У) = и, 7) Д (p (a) -+ V (p (P) Д [a (p) Q 

С a])) = Л (P (<*) - * V P (P)) = 1, так как [a ( p j ' = (a (р))Л] = 1 и , 

главное, p (a) = V (P (P) I ^° (G (P) £ a ) } -

Теперь проверим вышеуказанную эквивалентность справа налево. 
Пусть [6 — база в SF минимального фильтра Коши] ^ и ^ Й. Положим 
р (а)=^ [ а Е Ч Л ^ и покажем, что fр = J ] > и и р Е Qf"; это докажет 
искомую импликацию. Действительно, и /\fz Ez bj ^ fz е # Д 2 ^ ]̂J ^C 
< V [^ = & Л * <= Ь] < V И> = й] Д р ( а ) < у lz = & Л S е р ] < lz ЕЕ 
е р ] , так как [ а е р ] = V [Р ^ &] Л и Л [& = Р] = Р («)• и наобо
рот: 1 = Д (р (а) ~> [ а е 6]), так как р (а) < [ а ^ Ь]. Проверим вто-
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рое утверждение: р ( 0 ) = [ 0 е Ь] Л и = 0. Р ( Л = [ ? е Ь] Д и < и и 
и < у [ 5 е Ч Л ( р е У Л 5 е Ч ^ [ ^ б &])< [V е Ь], т.е. 
.р (У)"= и; р (а П Р) = [(« П P)v €= Ь] Л и = [а 6Е 6] Д [Р е Ь ]Л и -
= Р («) АР (Р);Р М - р е Ч Л К р е Ч Л ([& е= 6] -* V[P е 6] Д 
Д [а (Р) С а]) < \/{р (Р) | За (а (р) с а)}, т. е. р (а) = V {р (р) | За 
(а (Р) с а ) } , и V (Р (а) I <*2 G а} - V {[* е Ь] Д и | а2 с а} > [За <= 
Е J (а G 6 Д а2 С а)] ^ и, т. е. р обладает свойством равномерной регу
лярности. По лемме 5 получим, что р вполне аддитивно. 

в) Этот пункт проверяется прямым вычислением оценок. Q 
З а м е ч а н и е . Известны теоремы о переносе свойств как У, так и 

всей структуры с носителем Y на У, затем с Y (по непрерывности — един
ственный нетривиальный шаг) на F , а затем на £ l r ~ Сг (X, У), как это де
лалось в предыдущих главах. Построение, аналогичное F , проходит для 
локально-компактных, метрических и некоторых близких к ним классов 
топологических пространств в роли Y. Оно возможно и для произвольного 
йх вместо £Гу Также возможно каноническое сопоставление каждому р 
Й-значной меры \хр, причем р равно среднему по этой мере. Определяется 
интегрирование функций по мере \хр, для которого \fd\ip = / (р). Для буле-
возначного случая интегрирование и различные интегральные представле
ния с булевозначными мерами рассматриваются, в частности, в [11, 15]. 

Д О Б А В Л Е Н И Е 

БУЛЕВОЗНАЧНЫЙ СЛУЧАЙ ОЦЕНИВАНИЯ 

В работах [11, 15] много тщательных вычислений булевозначных оце
нок в контексте вопросов функционального анализа, теории интегрирования 
и интегральных представлений, а также общих теорем о булевозначных 
оценках. Следуя этим работам, приведем здесь примеры специфических рас
суждений, характерных для булевозначного анализа. Опущенные детали 
содержатся в этих работах. Приводимые ниже результаты переносятся 
частью на произвольные полные гейтинговы алгебры, частью на классы 
таких алгебр, например, на стоуновы алгебры. Математическое содержание 
дополнения, как и его общий план, описаны в начале гл. IV. 

Если рассматриваемая оценка имеет все свои значения в фиксированной 
полной булевой алгебре В, то возникает существенная специфика. Она 
состоит прежде всего в следующем: если ZFC (— ф, то [ф]в = 1, где [ - ] в — 
оценка в языке ZF с множеством параметров VB (см. например 1 и теоре
му 8а). Возможен тезис: «если утверждение ф из традиционной математики 
истинно, то ZFC |— ф». Поэтому «все объекты и утверждения традиционной 
математики соответственно существуют в VB и глобально истинны в VB». 
Причем они существуют даже в том более сильном смысле, который вытекает 
из достижимости оценки в языке VB, см. теорему 4. Это существенно облег
чает работу с булевозначными оценками и, в частности, с оценкой в языке 
ZF. Кроме того, часто бывает удобно использовать в рассуждениях булевость 
оценки [ф].в в языке ZF, булевость / (g), где / ЕЕ VB, и отделимость (экстре
мальную несвязность) стоунова пространства X (В), см. ниже. Теорию булево
значных оценок иногда называют булевозначным анализом; прежде чем 
переходить к нему — два слова о робинсоновском нестандартном анализе. 
,щ Из теоремы Зг) сразу следует: ([ф (хг, . . ., xn)Jz2 = 1) <=> ([ср (£г, . . . 
• • •> %п)~\о- ~ 1» гп-е Ф — любая ограниченная формула, Q — произвольная 
полная гейтингова алгебра и Z 2 C Q , FZ2Q VQ. Назовем все объекты вида 
х из VQ стандартными объектами («множествами»); т. е. класс F, отож
дествляемый с классом {х | я ЕЕ V},— класс стандартных объектов. Объек-
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ты из VQ \ Vz* назовем нестандартными или нечеткими объектами («мно
жествами»). Эта эквивалентность говорит, что глобальные истинности на 
классе стандартных объектов и на классе всех объектов (для ограниченных 
формул со стандартными параметрами) совпадают. Существенно новые воз
можности возникают в том случае, когда эта эквивалентность верна для всех 
формул со стандартными параметрами. Это верно, если Q — особо простая 
полная булева алгебра; а именно, если й — дискретная полная булева ал
гебра, т. е. Q — решетка всех подмножеств фиксированного множества / 
(обозначим Эь (I) решетку всех подмножеств множества / ) . Теорию Зд (/)-
значных оценок иногда называют робинсоновским нестандартным анализом. 
Конечно, робинсоновский нестандартный анализ можно излагать, формаль
но не упоминая никаких оценок. Однако по теореме Лося истинность в уль
трапроизведении ( П Ka)ID f= ф ([ftj, . . ., [кп]) эквивалентна тому, что 

[ф (кг, . . ., kn)J = 1, где [ф] ^ {а е I\ Ka fz= ф (кг (а), . . ., кп (а))}. По-
поэтому Зь (I) — оценки органически входят в робинсоновский нестандарт
ный анализ. Можно думать, что многие достижения робинсоновского анали
за возможны и в гейтинговозначном анализе. Напомним аксиоматику ро
бинсоновского нестандартного анализа из работы Е. Нельсона [16]. Она ин
тересна и тем, что соответствующая система понятий непосредственно пере
носится на булевозначный и гейтинговозначный анализы, для которых также 
можно привести соответствующие аксиоматики. Мы опишем аксиоматику 
Нельсона очень неформально. Пусть М — «мир объектов (множеств)» и S 
(часть мира М) — «мир стандартных объектов (множеств)». Язык (обозна
чим его ZFS) для описания свойств мира М — это обычный язык ZF, попол
ненный одноместным предикатом st (х) — «х стандартно»; ясно, что (М fn 
р st (х)) 4= (х £Е S). Далее, хА = {у ЕЕ М \ М f= {у ЕЕ Х)} называется внеш
ним стандартным множеством (если выполняется х ЕЕ S), внешним множест
вом (если выполняется х ЕЕ М), а множество z, не представимое в виде z = 
= хА ни для какого х ЕЕ М, называется строго внешним. У Нельсона (как и 
вообще в робинсоновском нестандартном анализе) вместо хА пишут *х. 
Внутренней называется любая формула языка ZF. Аксиомами служат все 
обычные аксиомы теории ZFC, сформулированные для внутренних формул, 
и еще три новых аксиомы (подразумеваемая роль аксиом состоит в том, что 
они истинны в М): 1) ф <Н ун для всех ф, где ф — внутренняя формула, 
содержащая только стандартные параметры, а q>st означает релятивизацию ф 
предикатом st (•) (таким образом, внутренними формулами со стандартными 
параметрами миры М и ^неразличимы); далее'запись \fstfm z означает реля
тивизацию квантора Vz предикатом «st (z) Д z — конечное», 2) yVstfmz3xyVy ЕЕ 
ЕЕ zy (х, у) О 3stxVstyq> {%, у) для всех ф, где ф — внутренняя формула 

с любыми параметрами (таким образом, то, что выполняется для всех стан
дартных конечных множеств, выполняется и для всех стандартных множеств)? 
3) Vsix3sty\fstz (zEEy-x^z£Ex/\q) (z)), где ф — любая формула с пара
метрами (тонкая связь стандартных и нестандартных множеств). 

Перейдем к булевозначному анализу и рассмотрим в виде примера не
которые вопросы двойственности. 

а). Далее везде В — произвольная фиксированная полная булева ал
гебра, а оценка [ - ] в — оценка в языке ZF со значениями в В и семейством 
параметров VB (см. пример 1). 

Пусть 30 — вещественное или комплексное банахово пространство (поле 
скаляров обозначим К). ЗС* — сопряженное банахово пространство над 
К, D — единичный шар (включающий границу) в $?*. Операция (-)~ опре
делена в теореме 24. Тогда \ЭС — банахово пространство над К\ = 1. Обо
значим Ж тот объект в VB, для которого \3) —- единичный шар (включающий 
границу) в («27)*J = 1. Если h ^ D (т. е. h: ЗС ->- К), то продолжим по 
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равномерной непрерывности h (где \h: 90 ->- R функционал с нормой 
<; 1] = 1) на 90. Это продолжение обозначим h. (Точно так же продолжает
ся любая равномерно непрерывная функция.) Положим г|) (h) = h. Конечно, 
h е (3JA). Положим г|э = {<h, г|) (Л)> | h е £>}_. Конечно, [-ф: Z) -> Ж] = 
= 1. 

В D фиксируем равномерную структуру с предбазой фильтра окруже
ний {{</&!, h2y ^D2 \ \h± (х) — h2 (х) | < е} | х е Ж', 8 е Q>0}, которая, 
по определению, индуцирует в Z) топологию, называемую слабо-двойствен
ной. Напомним, что это слабейшая топология B D , В которой все функции 
h (x): D —>- К (с переменным h и любым фиксированным х ЕЕ 90) непрерыв
ны. Эта топология интересна тем, что в ней шар D компактен, и, следова
тельно, к равномерному топологическому пространству D применима тео
рема 24. В частности, D и D — равномерные пространства (в VB). В 3) точ
но так же определим равномерную структуру, индуцирующую в 25 тополо
гию, которую по аналогии можно называть глобально слабо-двойственной. 
Она обладает упомянутыми свойствами слабо-двойственной топологии. Не
трудно проверить, что предбазой фильтра окружений этой топологии являет
ся {{</*!, h2> (ЕЕ Ж2 || К (х) - К (х) I < е} I х ЕЕ Ж\ г ЕЕ (Q>o)v}. 

Л е м м а 6. Выполняется |[i|): D-+3) (как и (ф)-1) равномерно непрерыв
ная инъекция (в равномерных структурах слабо-двойственных топологий) и 
локальный изоморфизм J = 1 и \образ яр плотен в 3) ] = 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вычисление первой оценки несложно (заме
тим, что (ф)-1 = /fc h 90). Для вычисления второй оценки достаточно показать 
значимость утверждения: VY е 9ЬПп (30) V&x e 25Ve e (Q>o)v 3 ^ 2 S 
е DWx E 7 ( | ф (й2) (я) — К (х) | < е), где 9bfin (Z) — множество всех 
конечных подмножеств в Z. Так как глобально истинно ЗдПп (90) = 
- (# f i n (90))v, то нужно проверить V F e ^ f i n (Ж) V ^ e Ж^Уе е 
е Q>o V { Л [I (К (£)) - К (х) | < 8 ] | f t a E f l } = 1, пусть У - {х±, . . . 

осег 
п 

. . ., £п}. Итак, проверим V Д [I (̂ 2 (^)) ~~ ^i (^0 I < *0 = 1- Достаточно 
рассмотреть случай, когда значимо | | /&х1 |<1 . 

Рассмотрим сначала случай, когда Y = {хг, . . ., хп} — линейно неза
висимая система в 90. Обозначим L линейное подпространство в 90, на
тянутое на Y. Тогда [ Г натянуто на базис Y = {х^ . . ., хп) над R в 90J = 
= 1. В Г будем подразумевать норму, индуцированную из 90. Сузим hx на 
'£ , получим /&!, при этом || их || << 1. Обозначим %г ~ кг (х±), . .., Хп = 
= /ix (£п), X = < ^ , . . ., 1пу е i T \ Обозначим / = <Д, . . ., /п> — двой
ственный базис к базису <^х, . . ., #п> в L и g — изоформизм (i?)n и (L)* 
вида fx •->- [xx /х + . . . + [Ап/п, так как любые две нормы в конечномерном 
пространстве эквивалентны. Функция gx: (R)n ->• R, gx (u.) = || u-i/i + . . . 
. . . + [xn/n || непрерывна. Поэтому [36 e Q>oVfA e ^ n ( I u- — A, | < 
< б =Ф gx (Iя) < 1)] = 1» ГДе I" I — обычная норма в (К)п (например, 
Jmax | ( i 4 | ). Отсюда [3ji GE ( ^ ) n ( | |л - Я | < ё Д II F4/i + • • • + Ып II < 

< 1, V- • • V [I Iх — ^ К g Л II №> Л Н < ! ] = !• Рассуждаем с оценкой 

йд равной одному слагаемому, Ъ^ ̂ > 0. Это и. из Z n определяет функционал 
(}hJ)^L -> Z . Тогда [ || №, /) < 1] > V т. е. || (ц, /) | | < 1. По теореме 
Хана — Банаха для поля К продолжим (jx, /) на 90 без увеличения нормы 
и получим искомый функционал h2 на D. Далее, Ъ^ <^ Д [| £̂  — ^ | < e j , 

г 
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где значимо \xt = h2 (xt) и Xt = h± (xt) = hx (xt), так как xt e £ . Суммируя 
n o всем Ь^, получим то, что нужно. 

Если У — линейно зависимая система, то, выбирая ее максимально3 

линейно независимую подсистему, применим предыдущее рассуждение 
с простыми оценками для векторов, не вошедших в базис. 

По лемме 6 продолжим г|э на Л, т. е. [г|э: Z) ->- 25J = 1. Для р £Е DB 

положим г|)А (р) = s, где [г|з (р) = sj = 1 и s1= 3)А. Итак, г|>л: £)в -> 23 л . 
Если продолжение я|) рассматривать как график, то г|)д получается как (^)Л . 
Отсюда имеем следующую теорему. 

Т е о р е м а 25а). Отображение г|)Л _ изоморфизм Сх (X, D) и ЖЛ , 
где X — стоуново пространство алгебры В. (В духе теоремы 9 свойства 3) 
в VЕ переносятся на С± (X, D)). 

З а м е ч а н и е . 1) Из доказательства видно, что аналогичное утверж
дение имеет место для некоторых других полей в роли К, а также для дру
гих слабых топологий. 

2) Когда в теореме 24 Y — некоторое пространство функций как, 
например, в теореме 25а), то / из Сг (X, Y) принимает более наглядный вид 
в записи / (р, x)-±=^j (р) (х), где р пробегает 3) (/) — открытое Q-плотное 
множество в X, а х пробегает 3) (/ (р)). Обычно такой класс функций «от 
двух переменных» хорошо описывается в обычных терминах. Таким образом, 
вопрос о функциях от двух или нескольких переменных может быть реду
цирован к такому же вопросу в VQ для функций от меньшего числа перемен
ных или от одной переменной (это имеет приложения, например, в комплекс
ном анализе). В ситуации теоремы 25а) Сг (X, D) совпадет с D (X, 30', К) 
множеством всех непрерывных функций / (р, х): Qf х 30 ->- К, где Of — 
плотное открытое в X множество и V/? (/ (р, х) линейно и однородно, и: 
\f{p,x)\<^\\x || ), факторизованное как раньше. 

б) Пусть А — банахова алгебра (с единицей е) над С и е непрерывной 
инволюцией *: А ~^> А, удовлетворяющей условию h (х*) = h (x)~, где 
h ЕЕ D (см. ниже) и — комплексное сопряжение (такая алгебра называет
ся самосопряженной). Здесь D — множество всех комплексных гомоморфиз
мов А в С (кроме тождественно нулевого), т. е. ф (Х±х + Х2У) = ^аФ (х) + 
+ Кч> (l/)i Ф (ХУ) = ф W ф (у)- Отсюда вытекает ф (в) = 1 и ф непрерывно. 
Функцию h (x) с переменной h, пробегающей D, и любым фиксированным 
х ЕЕ А обозначим х, т. е. х: D ->- С- В дальнейшем понадобится свойство 
Vx ЕЕ А (х обратим в А 4=> Vfe ЕЕ D (h (х) Ф 0)), вытекающее, например, 
из коммутативности алгебры А (см., например, У. Р у д и н, Функциональ
ный анализ, с. 297). Поэтому для простоты будем считать А коммутативной 

п 
алгеброй. Положим fXu ..., * (сг, . . ., сп) = 2 (cte — xt) (cte — xt)*: C n -*• 

->• А (с переменным с = <cx, . . ., спУ и параметрами Y — {хг, . . ., хп}); 
это — непрерывная функция. Ясно, что (fx (с)) не обратим в А) фф 3h e 
ЕЕ Д (б?! = й- (#i) Д • • • Л °п = h (хп))- Множество G (А) всех обратимых 
элементов в А открыто, а множество F (А) всех необратимых элементов в А 
замкнуто. Обозначим S (А, хг, . . ., хп) = fx1 (F (А)), это — замкнутое 
множество в Сп-

Множество D со слабейшей топологией в нем, при которой все функции 
{х | х ЕЕ А} непрерывны, является компактом и иногда называется спек
тром алгебры А. К нему применима теорема 24. Обозначим 3) тот объект 
в VB, для которого \3D — спектр банаховой алгебры AJ = 1. Заметим, что 
глобально истинно такое же описание алгебры if, какое было дано для 
алгебры А. Если h Е Й , то продолжим h, где fh: А ->• С — гомоморфизм] = 
= 1, по равномерной непрерывности на Ж. Это продолжение обозначим h» 
Конечно, h ЕЕ 2)Л . Положим i|) (/&)'= А- и if» T=~{<ft, /&> | & ЕЕ # } . Конечно, 



1 5 0 В. А. ЛЮБЕЦКИЙ 
[Ф: D -> ЗЦ = 1. Наконец, положим ф>А = (ф)л, где г|э понимается как: 
график отображения г|). 

Л е м м а 7. £Ъш А — указанная выше банахова алгебра, то (G (А))~ —-
= G (A), (F (А)Г = F (A), S (А, хх, . . ., яп) = (S (А, ^ , . . ., *п ) )~ -
= (S (А, хх, . . ., xn))v~, где означает замыкание, и <с1? . . ., с.„)> ЕЕ 
е ( 5 И, ^, . . ., * n ) ) v ^ эл ЕЕ £ (cx = h (хх) л . • . Л сп = h (хп)). 

Л е м м а 8. Если А — указанная банахова алгебра, то глобально истинно 
а|) — равномерно непрерывная инъекция (как и обратное к г|) отображение)г 

а"образ г|) плотен в 3)». 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение несложно. Проверим 

второе. Пусть Y = {хх, . . ., хп), е ЕЕ Q>0, h± e 3)А. Нужно устано
вить V { Д [| h2 (xt) — hx (xt) | < Б | h2 e D}J = 1. Обозначим сг = 

г = 1 

= Ax fe), . . ., cn = h± (xn), с = <q, . . ., cn> e Cn . Тогда c G ^ f l , ^ , . . . 
. . ., #n) (достаточно вычислить /г2 на fx (с)). По лемме 7 существует такое 
с = <сь . . ., cn> e : S (А, #!, . . ., xn)v, что | с — с | < е. Отсюда V {Lc'i = 
= Я^]Д . . . Д[^п = Я^] | <Я17 . . ., Хп> е 5 (Л, ^ , . . ., яп)} = 1, слагаемое 
обозначим Ь^, . . ., я Существует Д2 ЕЕ А, для которого Ях = Д2 (^х), . . . 
. . ., Хп = h2 (хп). С оценкой Ъ\и...% имеем | \ t — ct | < е, где Я^ = h2 (xt). 
Суммируем по всем 6^,...д . 

Отсюда, продолжая г|э по равномерной непрерывности на D, получим 
следующую теорему. 

Т е о р е м а 256). Если А — коммутативная самосопряженная банахо
ва алгебра с непрерывной инволюцией, то г|)л — изоморфизм С1 (X, D) и SDA, 
где X — стоуново пространство алгебры В. Как обычно, свойства 3) в Vм 

переносятся на Сг (X, D). 
в) Пусть G — коммутативная локально компактная группа, она рав

номерно локально компактная. Поэтому применима теорема 24. Обозначим 
G+ группу ее характеров, т. е. всех непрерывных гомоморфизмов группы G 
в окружность S (операция в G+ определяется поточечно, а топология — ба
зой топологии в единице, состоящей из всех О (с, А) = {% ЕЕ G+ \ % (с) CZ 
О. А}, где с пробегает все компакты в G и А все окрестности единицы в S 
(см., например, Л . С. П о н т р я г и н, Непрерывные группы, глава VI). 

Глобально истинно, что <G одноименная с G группа. Если % ЕЕ G+, то 
[5с: G-* S характер] — 1; продолжим его по непрерывности на G; про
должение, как всегда, обозначим %. Конечно, [% ЕЕ (G)+J = 1. Положим 
'Ф (%) = X и ^ ~ (<Ь %У I ЗС £= G+}- и> наконец, tyA = (ф)л, где *ф понимается 
как график. Ясно, что [ф: (G+)v ->- (G)+ мономорфизм] = 1. Проверим, что 
[ф непрерывен] = 1: произвольный элемент базы топологии в единице в G 
задается компактом с' в б и 8 G №>o)v- Существует компакт с в G, для кото
рого с =э с. Поэтому достаточно рассмотреть окрестность единицы в (G)+, 
определенную компактом с и г ^> 0. В G+ выберем окрестность единицы вида 
О = О (с, г). Тогда [О — окрестность в (G+)v, oj) (О) С О (с, е)] = 19 

Легко проверить, что (if)-1 также непрерывно. 
Продолжим я|) по непрерывности на (G+)~, получим мономорфизм, гомео-

морфный с образом, i|?: (G+)~ ->- (ff)+. 
Обозначим Г образ i|) ((G+)~) в (&)+. Это Г — локально-компактная под. 

группа в (G)+. Определим изоморфизм i между 5 и Г + как g —> %g —> %g \ Г, 
где %g — характер на (G)+, соответствующий вычислению в точке g. Такое 
i — эпиморфизм, так как любой характер на Г продолжается на (G)+ (при 
этом используется двойственность Понтрягина). 

Чтобы такое <^было мономорфизмом, достаточно проверить тривиаль
ность ядра {g ЕЕ G | У х е Г (% (g) = ё)} =[{g EEG\V%£E (G+)V (ф (%) (g) = 
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= е)}, т. е^ проверить ( Д {R (g) = 1] I % GE G+} = 1) =» ([> = в] = 1), 
V% ЕЕ G+ ([х (g) = е] = 1) =4> [g = е] . Выполняется следующее соотно
шение 1 (w) = g (x_1 (w)), где w — произвольное борелевское множество на 
окружности S, а 1 (•) и g (•) — меры на S, соответствующие 1 из S и g из 
G по формуле g ([#) =̂= [/̂ х (ц;)], где [•] — факторизация по тощим множест
вам. Рассмотрим в G слабейшую топологию, в которой все % из G+ непрерыв
ны. Она отделима и мажорируется исходной топологией в G. Поэтому в любом 
компактном подпространстве пространства G они совпадают, а кроме того, 
на элементах новой топологии меры ё (•) и g (•) на G совпадают. А потому они 
совпадают на замкнутых множествах в новой (слабой) топологии. Если О — 
открытое, относительно компактное в G множество, то существует открытое 
в слабой топологии множество и, для которого О = О Р| и и й замкнуто 
в слабой топологии. Поэтому g (О) = g (О) Д g (и) = ё (О) Д ё (и) = ё (О). 
Отсюда меры g (•) и ё (•) совпадают, т. е. [g = ej = 1. 

Итак, i — алгебраический изоморфизм G и Г+. Легко проверить, что i 
и гомеоморфизм. По двойственности Понтрягина имеется изоморфизм 1г: 
Г +-> (Q)+. Положим ф = i± о г[э: (G+)~ ->- Г ->- (<7)+ и, как всегда, фА = фд

?] 
где ф в правой части понимается как график. Отсюда получим следующую 
теорему. 

Т е о р е м а 25в). Если G — коммутативная локально-компактная 
группа, то ф д — изоморфизм Сх (X, G+) и ((0)+)А. (В обычном смысле свойства 
(G)+ в VB переносятся на Сг (X, G+).) 

Автор глубоко благодарен Е. А. Палютину, на семинаре которого рас
сказывалась большая часть результатов этой работы, и К. И. Бейдару, 
который не раз консультировал автора по вопросам теории колец. Автор 
горячо благодарит Л. А. Бокутя, С. Д. Денисова, В. Г. Кановея,5 
В . Я. Лина, Г. Е. Минца, Ю. И. Манина, Д. П. Скворцова, В. А. Успенского 
за помощь и поддержку. 
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