
1996 £. ¬ © | ¨îì â. 51, ¢ë¯. 3(309)��Ǒ��� �������������� ����
��� 515.128 ��Ǒ������, Ǒ���������� ��������������������� �����������, � �� Ǒ���������� ������Ǒ������ ������ ���������.�. � ®¢¥©����������Ǒà¥¤¨á«®¢¨¥ 17�¢¥¤¥¨¥ 181. �¡ íää¥ªâ¨¢®© ¤¥áªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¨ ¬®�¥áâ¢ 192. �®¯®«®£¨¨, ¯®à®�¤¥ë¥ íää¥ªâ¨¢® áãá«¨áª¨¬¨ ¬®�¥áâ¢ ¬¨ 243. Ǒ¥à¢®¥ ¯à¨«®�¥¨¥: ª®-áãá«¨áª¨¥ ®â®è¥¨ï íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ 304. �« áá¨ä¨ª æ¨ï ¡®à¥«¥¢áª¨å ®â®è¥¨© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ 355. � áé¥¯«¥¨¥ ¯«®áª¨å ¡®à¥«¥¢áª¨å ¬®�¥áâ¢ 44�¯¨á®ª «¨â¥à âãàë 51Ǒà¥¤¨á«®¢¨¥� 1994 £®¤ã ¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï ®¡é¥áâ¢¥®áâì ®â¬¥â¨«  100-«¥â¨¥ á® ¤ï à®�¤¥¨ï�¨å ¨«  �ãá«¨ , à®áá¨©áª®£® ¬ â¥¬ â¨ª  ¡®«ìè®£® â « â  ¨ âà £¨ç¥áª®© áã¤ì¡ë.�ãá«¨ à®¤¨«áï ¢ � à â®¢áª®© £ã¡¥à¨¨ 15 (3) ®ï¡àï 1894 £., ®ª®ç¨« ¢ 1917 £®¤ã�®áª®¢áª¨© ã¨¢¥àá¨â¥â, ¥ª®â®à®¥ ¢à¥¬ï ¯à¥¯®¤ ¢ « ¢ �¢ ®¢®-�®§¥á¥áª®¬¯®«¨Äâ¥å¨ç¥áª®¬ ¨áâ¨âãâ¥ { ¨ ã¬¥à ®â â¨ä  ¢ ®ªâï¡à¥ 1919 £.   á¢®¥© à®¤¨¥.1Ǒ®«ãç¨¢ «¥â®¬ 1994 £.   �®ä¥à¥æ¨¨ ¯ ¬ïâ¨ �ãá«¨  ¢ � à â®¢¥ ¯®ç¥â®¥ ¯à¥¤Ä«®�¥¨¥  ¯¨á âì áâ âìî ¢ \�á¯¥å¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å  ãª" ®¡ ®¤®¬ ¨§ á®¢à¥¬¥ëåà §¤¥«®¢ ¢ ®á®¢ ¨ïå ¬ â¥¬ â¨ª¨, £¤¥ ¨¤¥¨ �ãá«¨   å®¤ïâ ®¢®¥ ¢®¯«®é¥¨¥,  ¢Ä� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ¯®¤¤¥à�ª¥ ä®¤®¢ DFG, AMS ¨ ISF.1�â âìï �. �£®è¨  ¢ íâ®¬ ¢ë¯ãáª¥ ¤ ¥â ¬ â¥à¨ « ¯® ¡¨®£à ä¨¨ �ãá«¨ . �â âìï [7℄ ¯à¥¤Ä« £ ¥â à §¢¥àãâë©   «¨§ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¤¥ïâ¥«ì®áâ¨ �ãá«¨ . �.�. �¨å®¬¨à®¢ ®á¢¥é ¥â¢ [6℄ ¢ �ë¥ ¨áâ®à¨ç¥áª¨¥ ¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ¬®¬¥âë, á¢ï§ ë¥ á ¤¥ïâ¥«ì®áâìî £àã¯¯ë ¬®«®Ä¤ëå ¬®áª®¢áª¨å ¬ â¥¬ â¨ª®¢ ¯®¤ àãª®¢®¤áâ¢®¬ �.�. �ã§¨ , ª ª®â®à®© ¯à¨ ¤«¥� « ¨ �ãá«¨.�á¥ íâ® ¤¥« ¥â ¨§«¨è¨¬ ¡®«¥¥ ®¡è¨àë¥ íªáªãàáë ¢ íâ¨ â¥¬ë ¢ ¯à¥¤« £ ¥¬®© áâ âì¥.© �.�. � ®¢¥© 1996



18 �.�. �������â®à ¥ ¤®«£® ª®«¥¡ «áï, ¢ë¡à ¢ â¥¬®© áãá«¨áª¨¥ ¬®�¥áâ¢ .2 � ª�¥ ¥ ¢ë§¢ « ®á®Ä¡ëå ª®«¥¡ ¨© ¨ ¢ë¡®à ª®ªà¥â®£®  ¯à ¢«¥¨ï: íâ® â®¯®«®£¨¨, ¯®à®�¤¥ë¥íää¥ªâ¨¢® áãá«¨áª¨¬¨ ¬®�¥áâ¢ ¬¨, â¥®à¥â¨ª®-¬®�¥áâ¢¥ë©  ¯¯ à â, ¢®§Ä¨ªè¨© ¢ ª®æ¥ 70-å £®¤®¢ ª ª á¨â¥§ ¥ª®â®àëå ¨¤¥© â®¯®«®£¨¨ ¯®«ëå ¬¥âà¨ç¥áÄª¨å ¨ ¡«¨§ª¨å ª ¨¬ ¯à®áâà áâ¢ ¨ \íää¥ªâ¨¢®©" ¤¥áªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¨ ¬®�¥áâ¢¨ áâ ¢è¨© ¢  áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï, ¯®á«¥ àï¤  § ¬¥ç â¥«ìëå ãá¯¥å®¢, ¥¤¢  «¨ ¥ á ¬ë¬¯®¯ã«ïàë¬ ¬¥â®¤®¬ ¢ ¤¥áªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¨ ¬®�¥áâ¢. � à ªâ¥à®,  ¯à¨¬¥à, çâ®®¤¨ ¨§ ¤¢ãå £« ¢ëå «¥ªæ¨®ëå ªãàá®¢   ¬¥�¤ã à®¤®© ª®ä¥à¥æ¨¨ â®¯®«®£®¢¢ �¬áâ¥à¤ ¬¥ ( ¢£ãáâ 1994) ¡ë« ¯®á¢ïé¥ ¢ § ç¨â¥«ì®© ¬¥à¥ ¯à¨«®�¥¨ï¬ íâ®£®¬¥â®¤  ¢ â®¯®«®£¨¨ ¨ ¤¥áªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¨ ¬®�¥áâ¢.3�¥ª®â®àë¥ ª®«¥¡ ¨ï ¢ë§¢ « «¨èì ¢ë¡®à áâ¨«ï áâ âì¨: è¨à®ª¨© ®¡§®à à¥§ã«ìÄâ â®¢ ¨«¨ ¡®«¥¥ ã§ª ï áâ âìï, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé ï ¢ â®© ¨«¨ ¨®© áâ¥¯¥¨ áâàãªâãàã¤®ª § â¥«ìáâ¢. �¢â®à ¨§¡à « ¢â®à®© ¢ à¨ â, áç¨â ï çâ® â ª®¥ ¨§«®�¥¨¥ ¬¥â®¤ 4 ¢¤®áâã¯®¬ �ãà «¥ ¢ëáè¥£® à £  ¡ã¤¥â ¢ ¡®«ìè¥© ¬¥à¥ á¯®á®¡áâ¢®¢ âì ®§ ª®¬«¥Ä¨î ®â¥ç¥áâ¢¥ëå ¬ â¥¬ â¨ª®¢ á ¯à¨«®�¥¨ï¬¨ â®¯®«®£¨¨ íää¥ªâ¨¢® áãá«¨áª¨å¬®�¥áâ¢.�¢â®àã ¯à¨ïâ® ã¯®¬ïãâì ¯®¬®éì �.�. �¨å®¬¨à®¢  ¨ �.�. �á¯¥áª®£® ¢  ¯¨á Ä¨¨ ¨ ®¯ã¡«¨ª®¢ ¨¨ íâ®© áâ âì¨. �¢¥¤¥¨¥�¡ëç®, ç¥¬ ¯à®é¥ ¬®�¥áâ¢  ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬, â¥¬ «¥£ç¥ ¤®ª §ë¢ âì ¨å á¢®©Äáâ¢ . �®¯ãáâ¨¬, çâ® â® ¨«¨ ¨®¥ ¨â¥à¥áãîé¥¥  á á¢®©áâ¢® ¤®ª § ® ¤«ï ¢á¥å \¯à®áÄâëå", áª �¥¬, ®âªàëâëå ¬®�¥áâ¢ ¢¥é¥áâ¢¥®© ¯àï¬®©R, ¡íà®¢áª®£® ¯à®áâà áâ¢ N = !! ¨«¨ ¤àã£®£® ¯®«ìáª®£®5 ¯à®áâà áâ¢ , ® �¥« â¥«ì® à á¯à®áâà ¨âì íâ®âà¥§ã«ìâ â   ¡®«¥¥ á«®�ë¥ ¬®�¥áâ¢ , ª ¯à¨¬¥àã, ¡®à¥«¥¢áª¨¥ ¨«¨ áãá«¨áª¨¥. �®Ä¥ç®, ª ª ¯à ¢¨«®, íâ® âà¥¡ã¥â ¨ ¡®«¥¥ á«®�®© â¥å¨ª¨. �¬¥¥âáï ®¤ ª® ¨ ¤àã£®©¯®¤å®¤.�¬¥®, ¬ë ¨§¬¥¨¬ á ¬ã â®¯®«®£¨î ¯à®áâà áâ¢ , á â¥¬ çâ®¡ë â¥ ¡®«¥¥ á«®�ë¥¬®�¥áâ¢ , ª®â®àë¥  á ¨â¥à¥á®¢ «¨, áâ «¨,  ¯à¨¬¥à, ®âªàëâë¬¨ ¢ ®¢®© â®¯®«®Ä£¨¨. �áâ¥áâ¢¥®, ¯à¨ íâ®¬ ¥®¡å®¤¨¬®¯à®á«¥¤¨âì, ª ªãîä®à¬ã ¯à¨¬¥â â® á¢®©áâ¢®,ª®â®à®¥ ¬ë å®â¨¬ ¤®ª § âì á â®çª¨ §à¥¨ï ®¢®© â®¯®«®£¨¨,   â ª�¥ ¡ëâì ã¢¥à¥Äë¬¨, çâ® ®¢ ï â®¯®«®£¨ï ¤®áâ â®ç® å®à®è , çâ®¡ë ¯®§¢®«¨âì â¥ à ááã�¤¥¨ï ¢®â®è¥¨¨ \¯à®áâëå" ¬®�¥áâ¢, ª®â®àë¥ ¯®§¢®«ï«  áâ à ï ¯®«ìáª ï â®¯®«®£¨ï.�â®â ¯®¤å®¤ ®ª § «áï¢¥áì¬  ãá¯¥è® à¥ «¨§®¢ ë¬¢ ¤¥áªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¨ ¬®Ä�¥áâ¢ ¯à¨ ¯®¬®é¨ â®¯®«®£¨¨, ¨¤¥ï ª®â®à®© ¯à¨ ¤«¥�¨â � ¤¨, ® ¯¥à¢®¥ § ¬¥ç Ä2Ǒà¨ �¨§¨ �ãá«¨  ¯®¤ ¥£® ¨¬¥¥¬ ¡ë«  ®¯ã¡«¨ª®¢   ¢á¥£® ®¤  ¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï à ¡®â { íâ® § ¬¥âª  [3℄ ¢ Comptes Rendus, ®¤®¬ ¨§  ¨¡®«¥¥  ¢â®à¨â¥âëå �ãà «®¢ â®£® ¢à¥¬¥¨.�¬¥® ¥î ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥ë ¢ ¬ â¥¬ â¨ªã áãá«¨áª¨¥ ¬®�¥áâ¢ , ª®â®àë¥ á ¬�ãá«¨  §¢ «¬®Ä�¥áâ¢ ¬¨ (A). �¨ â ª�¥ ¨§¢¥áâë ¯®¤  §¢ ¨ï¬¨: A-¬®�¥áâ¢ , ¨«¨ ¬®�¥áâ¢  ª« áá �11.3� â¥à¨ « ªãàá , ¯à®ç¨â ®£® �.�. �¥ªà¨á®¬, ¨§«®�¥ ¢ ¥£® áâ âì¥ [16℄.4�®®¡é¥, ª �¥âáï, ¯¥à¢®¥   àãááª®¬ ï§ëª¥.5Ǒ®«®£® ¬¥âà¨ç¥áª®£® á¥¯ à ¡¥«ì®£®; ç áâ® á ¤®¯®«¨â¥«ìë¬ ãá«®¢¨¥¬ ®âáãâáâ¢¨ï ¨§®Ä«¨à®¢ ëå â®ç¥ª: á®¢¥àè¥®¥ ¯®«ìáª®¥ ¯à®áâà áâ¢®.



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 19â¥«ì®¥ ¯à¨«®�¥¨¥6 ¡ë«® ¯®«ãç¥® � àà¨£â®®¬. �â® â®¯®«®£¨ï, ¡ §®© ª®â®à®©á«ã� â�11-¬®�¥áâ¢ , ¨«¨, ¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ ¯« ¥, ¬®�¥áâ¢  ª« áá �11(p), £¤¥ p ∈ Nä¨ªá¨à®¢ ® (á¢®©áâ¢  â®¯®«®£¨¨ ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¥ § ¢¨áïâ ®â ¢ë¡®à  p).�¥à¬¨®«®£¨ç¥áª®¥ ¯®ïá¥¨¥. �« áá�11 ®¡à §ãîâ¬®�¥áâ¢ , ª®â®àë¥¬®�® ¯®Ä«ãç¨âì A-®¯¥à æ¨¥©  ¤ íää¥ªâ¨¢ë¬¨ (¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥ { ¢ëç¨á«¨¬ë¬¨) á¥¬¥©áâÄ¢ ¬¨ § ¬ªãâëå ¬®�¥áâ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¢ á¢ï§¨ á ç¥¬ ¬®�¥áâ¢ ¨§ �11 ã¬¥áâ®  §¢ âì íää¥ªâ¨¢® áãá«¨áª¨¬¨. � ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ á¬ëá«¥, íâ®  §¢ Ä¨¥ à á¯à®áâà ï¥âáï   ¬®�¥áâ¢  «î¡®£® ª« áá �11(p), ª®«ì áª®à® â®çª  p ¡íà®¢Äáª®£® ¯à®áâà áâ¢  ä¨ªá¨à®¢  .�ë¨§¡à «¨ âà¨ â¥®à¥¬ë (¢á¥ ®¨ ®â®áïâáï ª ç¨á«ã  ¨¡®«¥¥ ¢ �ëå ¨§ ¤®áâ â®çÄ® ¥¤ ¢¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ¢ ¤¥áªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¨¬®�¥áâ¢) ¤«ï ¤¥¬®áâà æ¨¨ ¯à¨«®Ä�¥¨© â®¯®«®£¨©, ¯®à®�¤¥ëå íää¥ªâ¨¢® áãá«¨áª¨¬¨ ¬®�¥áâ¢ ¬¨: íâ® â¥®à¥¬ �¨«ì¢¥à  ® ç¨á«¥ ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ª®-áãá«¨áª¨å (¨«¨, çâ® â® �¥ á ¬®¥,�11)®â®è¥¨© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ (à §¤¥« 3), â¥®à¥¬  � àà¨£â® {�¥ªà¨á {�ã¢® ® ¤¨Äå®â®¬¨¨ �«¨¬¬ {�ääà®á  ¤«ï ¡®à¥«¥¢áª¨å ®â®è¥¨© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ (à §¤¥« 4) ¨â¥®à¥¬  �ã¢® ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ¯«®áª¨å ¡®à¥«¥¢áª¨å ¬®�¥áâ¢ á ¢¥àâ¨ª «ìë¬¨ á¥Äç¥¨ï¬¨ ®¯à¥¤¥«¥®£®  ¤¤¨â¨¢®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® ª« áá  ¢ ¢¨¤¥ áç¥â®© áã¬¬ë ¡®à¥Ä«¥¢áª¨å ¬®�¥áâ¢ á á¥ç¥¨ï¬¨ ¬¥ìè¨å ª« áá®¢ (à §¤¥« 5).�® ¯¥à¥¤ íâ¨¬ à §¤¥« 2 á®¤¥à�¨â ¢¢¥¤¥¨¥ ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ª« áá â®¯®«®£¨©,  à §¤¥« 1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â £« ¢ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ¥ª®â®àë¥ ¯à¨æ¨¯¨ «ìë¥ â¥®à¥¬ëíää¥ªâ¨¢®© ¤¥áªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¨ ¬®�¥áâ¢,7 ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ ¨§«®�¥¨¨.� ª®¢  ¢ ®¡é¨å ç¥àâ å ®à£ ¨§ æ¨ï áâ âì¨.�ë¡®à ¢ ®â®è¥¨¨ å à ªâ¥à  áâ âì¨ ¯®¢«¥ª §  á®¡®© ®¯à¥¤¥«¥®¥ ¯à¥¥¡à¥�¥¨¥¯à¨«®�¥¨ï¬¨ ¬¥â®¤ , ¢ ®á®¡¥®áâ¨ á¢ï§ ë¬¨ á â¥®à¨¥© ¬¥àë ¨ ¡®à¥«¥¢áª¨¬¨£àã¯¯ ¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨©, ¢ ¯®«ì§ã¬ â¥à¨ « , ®â®áïé¥£®áï ª \ç¨áâ®©" ¤¥áªà¨¯â¨¢Ä®© â¥®à¨¨ ¬®�¥áâ¢, å®âï íâ¨ ª ª ¡ë ¯à¨ª« ¤ë¥ § ¤ ç¨ ¢® ¬®£®¬ ¨á¯¨à¨à®¢ «¨à §à ¡®âªã ¬¥â®¤  ª ª â ª®¢®£®. �â®â ªàã£ ¢®¯à®á®¢ ®á¢¥é¥ ¢ áâ âì¥ �.�. �¥ªà¨Äá  [16℄. 1. �¡ íää¥ªâ¨¢®© ¤¥áªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¨ ¬®�¥áâ¢�â®â à §¤¥« ¤ ¥â ¢¢¥¤¥¨¥ ¢ â¥à¬¨®«®£¨î ¨ ªà âª¨© ®¡§®à ¥ª®â®àëå ¢ �ëå â¥Ä®à¥¬ íää¥ªâ¨¢®© ¤¥áªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¨, ¢ ¯à¨æ¨¯¥ ¤®áâ â®çë©, áª �¥¬, ¤«ï â®Ä¯®«®£ , à ¡®â ¢è¥£® á ¤¥áªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¥© ¨ ¨¬¥îé¥£® ¥ª®â®à®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥® â¥®à¨¨ à¥ªãàá¨¨, çâ®¡ë á«¥¤®¢ âì ¨§«®�¥¨î.6�®¢®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë �¨«ì¢¥à  ® ª®-áãá«¨áª¨å ®â®è¥¨ïå íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, á¬.¨�¥ à §¤¥« 3. �«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¨ � ¤¨, ¨ � àà¨£â® ¥ ®¯ã¡«¨ª®¢ «¨ ¬ â¥à¨ «ëá¢®¨å ¯¨®¥àáª¨å ¨áá«¥¤®¢ ¨©   íâã â¥¬ã; ¨å ¯à¨®à¨â¥â ¯à¨§  ¨ ¨§¢¥áâ¥ ¨§ à ¡®â ¯®á«¥¤®Ä¢ â¥«¥©.7� §ã¬¥¥âáï, íâ  ®¡« áâì, ª ª ¨,  ¢¥à®¥, «î¡ ï ®¡« áâì ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¢ª«îç ¥â áãé¥áâ¢¥Ä®¥ \ä®«ìª«®à®¥" § ¨¥, ¨®£¤  âàã¤® ¯®¤¤ îé¥¥áï ª®¬¯ ªâ®© ä®à¬ «¨§ æ¨¨ ¨ ª®ªà¥â®§¤¥áì ¯®âà¥¡®¢ ¢è¥¥ ¡ë ¡®«ìè¥ ¬¥áâ , ç¥¬ ¤  ï áâ âìï ¬®�¥â ¯à¥¤®áâ ¢¨âì. Ǒ®íâ®¬ã ¤«ï ¯®Ä¨¬ ¨ï â¥å¨ç¥áª¨å ¤¥â «¥© ¨§«®�¥¨ï ¡ë«® ¡ë ¯®«¥§ë¬ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì®¥ § ª®¬áâ¢® á íäÄä¥ªâ¨¢®© â¥®à¨¥© ¢ à ¬ª å, áª �¥¬, áâ âì¨ � àâ¨  [5℄.



20 �.�. �������1.1. Ǒà®áâà áâ¢  ¨ ¬®�¥áâ¢ . � áá¬ âà¨¢ îâáï ¬®�¥áâ¢  ¯à®áâà áâ¢¢¨¤  X = !k × N m, £¤¥ k, m {  âãà «ìë¥ ç¨á« , ! = {0; 1; 2; : : :} { ¬®�¥áâÄ¢®  âãà «ìëå ç¨á¥«, N = !! { ¯à®áâà áâ¢® �íà . �®çª¨ íâ¨å ¯à®áâà áâ¢(¢ ç áâ®áâ¨, N ) ¡ã¤ãâ ®¡®§ ç âìáï ¡ãª¢ ¬¨ p, q, x, y, z, ¨®£¤  ¡ãª¢ ¬¨ a, b, , âãà «ìë¥ ç¨á«  { ¡ãª¢ ¬¨ i, j, k, l,m, n.�®£¤  ¡ë¢ ¥â ã¤®¡® à áá¬ âà¨¢ âì ¬®�¥áâ¢  P ⊆ X = !k × N m ª ªk + m- àë¥ ®â®è¥¨ï ; â ª, P (n1; : : : ; nk; x1; : : : ; xm) ¢ëà � ¥â â® �¥, çâ® ¨
{n1; : : : ; nk; x1; : : : ; xm} ∈ P . �â®â áâ¨«ì ¥ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ á«ãç ¥, ª®£¤ ¬®�¥â ¢®§¨ªãâì ¯ãâ ¨ª  á äãªæ¨¥©,   â ª�¥ ª®£¤  k +m = 1.� ä¨ªá¨à®¢ ¢   ! ¤¨áªà¥âãî ¬¥âà¨ªã ( ¯à¨¬¥à, Æ(k; l) = 1 ¯à¨ k 6= l),    N { ¡íà®¢áªãî ¬¥âà¨ªã �(x; y) = n−1, £¤¥ n = max{n′ : x ↾ n′ = y ↾ n′} ¯à¨ x 6=y ∈ N , ¬ë ¤¥« ¥¬ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¯à®áâà áâ¢ X = !k ×N m á¥¯ à ¡¥«ìë¬¨¯®«ë¬¨ ¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨; íâ  ¬¥âà¨ª  ¨ ¯®à®�¤¥ ï ¥î â®¯®«®£¨ï ¡ã¤ãâ  §ë¢ âìáï¨�¥ ¯®«ìáª¨¬¨ ¬¥âà¨ª®© ¨ â®¯®«®£¨¥©.1.2. �« áá¨ç¥áª¨¥ ¨¥à àå¨¨. �®à¥«¥¢áª ï ¨¥à àå¨ï ª« áá®¢ �0�, �0�, �0�,1 6 � < !1, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï âà áä¨¨â®© ¨¤ãªæ¨¥© ¯® �:

• �01 = ¢á¥ ®âªàëâë¥ ¬®�¥áâ¢  ¤ ®£® ¯à®áâà áâ¢ ;
• �0� = ¤®¯®«¥¨ï ¬®�¥áâ¢ ¨§�0�;�0� = �0� ∩�0�;
• �0� = áç¥âë¥ ®¡ê¥¤¨¥¨ï ¬®�¥áâ¢ ¨§�0� , 1 6 � < � ¯à¨ � > 1.� ç áâ®áâ¨,�01 = § ¬ªãâë¥ ¬®�¥áâ¢ ,�02 = F�,�02 = GÆ, ¨ â.¤.�ã¤¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ¨  ç «ìë© ãà®¢¥ì ¯à®¥ªâ¨¢®© ¨¥à àå¨¨:
• �11 { á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯à®¥ªæ¨© �01-¬®�¥áâ¢. �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¬®�¥áâÄ¢® X ⊆ X ¯à¨ ¤«¥�¨â �11, ¥á«¨  ©¤¥âáï (§ ¬ªãâ®¥) �01-¬®�¥áâ¢® P ⊆X ×N â ª®¥, çâ®X = {x ∈ X : ∃ y ∈ N P (x; y)}.
• �11 = ¤®¯®«¥¨ï ¬®�¥áâ¢ ¨§�11;�11 = �11 ∩�11.Ǒ® â¥®à¥¬¥ �ãá«¨ ,�11 = ¢á¥ ¡®à¥«¥¢áª¨¥ ¬®�¥áâ¢ .1.3. �ã¬¥à æ¨ï ¡ §. �á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¯à®áâà áâ¢  ¨¬¥îâ áç¥âãî ¡ §ã;â ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®«ì áª®à® § ¤ ® ¯¥à¥ç¨á«¥¨¥ ¢á¥å ¬®�¥áâ¢ ¡ §ë, ª �¤®¥ ®âªàëÄâ®¥ ¬®�¥áâ¢® ¡ã¤¥â ®¯à¥¤¥«ïâìáï ¥ª®â®àë¬ ¬®�¥áâ¢®¬  âãà «ìëå ç¨á¥« { ®Ä¬¥à®¢ ¬®�¥áâ¢ ¡ §ë. �¤¥ï íää¥ªâ¨¢®© â¥®à¨¨ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¡ë à áá¬ âà¨¢ âì«¨èì ¢ëç¨á«¨¬ë¥ ®¡ê¥¤¨¥¨ï ¡ §®¢ëå ¬®�¥áâ¢.�®¯à®á ® â®¬, ª ª ¢á¥ íâ® § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ª®ªà¥â®£® ¯¥à¥ç¨á«¥¨ï ¬®�¥áâ¢¡ §ë, §¤¥áì ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨â¥à¥á ; ¬ë ¯à®áâ® ä¨ªá¨àã¥¬ ®¤® ª®ªà¥â®¥ ¯¥à¥ç¨áÄ«¥¨¥ ¤«ï ª �¤®£® ¯à®áâà áâ¢ .� âãà «ìë¥ ç¨á« . �ë ¯®« £ ¥¬ Bn+1[!℄ = {n} ¨ ®â¤¥«ì® B0[!℄ = ∅ (¯ãáâ®¥¬®�¥áâ¢®).Ǒà®áâà áâ¢® �íà . �¤¥áì ¯à¨¤¥âáï ¥¬®£® ¯®¢®§¨âìáï.Ǒãáâì pk; lq = 2k(2l + 1) − 1 ¤«ï k; l ∈ ! ( à¨ä¬¥â¨ç¥áª ï \¯ à "). �ã¬¥à Äæ¨ï !<! = {sn : n ∈ !} ¬®�¥áâ¢  !<! ¢á¥å ª®¥çëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©  âãÄà «ìëå ç¨á¥« ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª: s0 = s1 = � (¯ãáâ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì), ¨, ¥á«¨n = pk; lq > 2, â® sn = sk∧l. �ë ¯®« £ ¥¬Bn+1[N ℄ = {x ∈ N : sn ⊂ x} ¨ ®â¤¥«ì®B0[N ℄ = ∅.



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 21�¡é¨© á«ãç © : ¯à®áâà áâ¢®X = !l×N m. Ǒãáâì n = �k11 · · ·�kn+ml+m , £¤¥ �i ¥áâìi-¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. Ǒ®« £ ¥¬Bn[X ℄ = Bk1 [!℄× · · · ×Bkl [!℄×Bkl+1 [N ℄× · · · ×Bkl+m [N ℄¯à¨ n > 1 ¨ ®â¤¥«ì® B0[X ℄ = ∅ (íâ® á®¢¯ ¤ ¥â á B1[X ℄).1.4. �ää¥ªâ¨¢ ï ¨¥à àå¨ï.
• �01 (¢ ¯à®áâà áâ¢¥X ) ¥áâì ª« áá ¢á¥å ¬®�¥áâ¢ ¢¨¤  X = ⋃nBf(n)[X ℄, £¤¥f ∈ N { ¢ëç¨á«¨¬ ï äãªæ¨ï.
• Ǒãáâì p ∈ N . �01(p) ¥áâì ª« áá ¢á¥å ¬®�¥áâ¢ ¢¨¤  X = ⋃nBf(n)[X ℄, £¤¥f ∈ N { äãªæ¨ï, ¢ëç¨á«¨¬ ï ®â®á¨â¥«ì® p.(�®�® áç¨â âì, çâ® ¢ëç¨á«¨¬ ï äãªæ¨ï f : ! → ! { íâ® â , ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï ª®Äâ®à®© ¨¬¥¥âáï ª®¬¯ìîâ¥à ï ¯à®£à ¬¬ . �á«¨ à¥çì ¨¤¥â ® ¡®«¥¥ è¨à®ª®¬ ¯®ïâ¨¨¯à®£à ¬¬ë, ª®â®à®¥ ¢ª«îç ¥â ®¡à é¥¨¥ ª § ç¥¨ï¬ p(n) ¥ª®â®à®© ¤ ®© äãªÄæ¨¨ p (ª®â®à ï á ¬  ¬®�¥â ¥ ¡ëâì ¢ëç¨á«¨¬®©), â® ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¢ëç¨á«¨¬®áâì ®âÄ®á¨â¥«ì® p. �®®¡é¥, ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï ¥ª®â®à®¥ § ª®¬áâ¢® á íâ¨¬¨ ¯®ïâ¨ï¬¨.)
• �01 = ¤®¯®«¥¨ï ¬®�¥áâ¢ ¨§�01 ;�01 = �01 ∩�01 .
• �11 = ¯à®¥ªæ¨¨�01 -¬®�¥áâ¢.
• �11 = ¤®¯®«¥¨ï ¬®�¥áâ¢ ¨§�11 ;�11 = �11 ∩�11 .
• �« ááë�01 (p),�01(p), �11(p),�11 (p); �11(p) ®¯à¥¤¥«ïîâáï   «®£¨ç®.� ç «ìë¥ ª« ááë �01 ¨ �01(p) ¯à¨ «î¡®¬ p ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢á¥ ®áâ «ìë¥ ª« ááë� 1i , � 1i (p),8 á®¤¥à� â «¨èì áç¥â®¥ ç¨á«® ¬®�¥áâ¢, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ¨å \ª« áá¨ç¥áª¨å"¯à®â®â¨¯®¢ �i:::.�ë ã¬ëè«¥® ¥ ¤ ¥¬ §¤¥áì ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ª« áá®¢ � 0� ¤«ï 2 6 � < !1; íâ® ¥¯à®áÄâ®© ¢®¯à®á9; ® ¡ã¤¥â à áá¬®âà¥ ¨�¥ ¢ à §¤¥«¥ 5.�â  ª« áá¨ä¨ª æ¨ï ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î à á¯à®áâà ¥  ¨   ¬®�¥áâ¢   âãà «ìëåç¨á¥« ¨ ¢®®¡é¥ ¯®¤¬®�¥áâ¢  ¯à®áâà áâ¢ !k; ¢ ç áâ®áâ¨, ¯®áª®«ìªã ª �¤ ï â®çª x ∈ N ¥áâì äãªæ¨ï ¨§N ¢N , â.¥. ¯®¤¬®�¥áâ¢®!2 (ª ª £à ä¨ª), íâ® ¯à¨¤ ¥â á¬ëá«¢ëà �¥¨ï¬ â¨¯  x ∈ �11(p), £¤¥ x ¨ p ¯à¨ ¤«¥� âN .1.5. �§ ¨¬®®â®è¥¨ï ¬¥�¤ã ª« áá ¬¨. Ǒà¨ «î¡®¬ p ¨ i = 0; 1 ¬ë ¨¬¥¥¬�i1(p) 6⊆ �i1(p); á ¤àã£®© áâ®à®ë, á¯à ¢¥¤«¨¢®�01(p) ∪�01 (p) ⊆ �11(p).� «¥¥, ¨¥à àå¨ï ¬®®â®  ¯® p ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¥á«¨ q ∈ �01(p), â® � i1(q) ⊆� i1(p). �« ááë � i1 â®�¤¥áâ¢¥ë � i1(p) ¯à¨ p ∈ �01; ¢ ç áâ®áâ¨, � i1 = � i1(0), £¤¥â®çª  0 ∈ N § ¤   ãá«®¢¨¥¬ 0(k) = 0 ¤«ï ¢á¥å k.�¢ï§ì á ª« áá¨ç¥áª®© ¨¥à àå¨¥© : �i1 = ⋃p∈N � i1(p).Ǒ®¤áâ ®¢ª  ¯ à ¬¥âà®¢: ¥á«¨ P (x; y; z; : : : ) { ®â®è¥¨¥ ª« áá  � 11 (p) ¨ x0 ∈ N¯à¨ ¤«¥�¨â �11(p), â® ®â®è¥¨¥ Q(y; z; : : : ), ®¯à¥¤¥«¥®¥ ª ª P (x0; y; z; : : : ), â ªÄ�¥ ¢å®¤¨â ¢ � 11 (p). (� ª ®¡ëç®, � = �,� ¨«¨�.)8�¥à¥§ � ¨ � ¯à¨ïâ® ®¡®§ ç âì «î¡®© ¨§ ª« áá¨ä¨ª â®à®¢ �,�,� ¨«¨, á®®â¢¥âáâ¢¥®,�,�,�.9�á«¨ ¥ áç¨â âì ®â®á¨â¥«ì® ¥¡®«ìè¨å,  ¯à¨¬¥à, ª®¥çëå, § ç¥¨© �, ª®£¤  ®¯à¥¤¥«¥Ä¨¥ ¤®áâ â®ç® í«¥¬¥â à®.



22 �.�. ��������¬¥îâáï ¯à®áâë¥ ¯à ¢¨«  (á¬.,  ¯à¨¬¥à, ª¨£ã �¥ä¨«¤  [8, £«. 7.8℄), ¯®§¢®«ïÄîé¨¥ ®æ¥¨âì ª« áá ¬®�¥áâ¢ , ¯®«ãç¥®£® ¤¥©áâ¢¨¥¬ ®¯à¥¤¥«¥ëå ®¯¥à æ¨©  ¬®�¥áâ¢  ¨§¢¥áâëå ª« áá®¢. �â¨ ¯à ¢¨«  ã¤®¡® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì, âà ªâãï ¬®�¥áÄâ¢  ª ª ®â®è¥¨ï, á¬. à §¤¥« 1.1, ª®£¤  áâ ®¢¨âáï ¢®§¬®�ë¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ï§ëª«®£¨ª¨.�âà¨æ ¨¥. �âà¨æ ¨¥ �i1(p)-®â®è¥¨ï ¥áâì ®â®è¥¨¥ ª« áá  �i1(p), ¨  ®¡®Äà®â. �  ï§ëª¥ ¬®�¥áâ¢, íâ¨¬ ¢ëà � ¥âáï â®â ä ªâ, çâ® ¬®�¥áâ¢  ¨§�i1(p) ¨�i1(p)¢§ ¨¬® ¤®¯®«¨â¥«ìë.�®êîªæ¨ï ¨ ¤¨§êîªæ¨ï. �á¥ ª« ááë, ®¯à¥¤¥«¥ë¥ ¢ à §¤¥«¥ 1.4, § ¬ªãâë®â®á¨â¥«ì® íâ¨å ®¯¥à æ¨© (¢ ª®¥ç®© ä®à¬¥).�¢ â®àë â¨¯ !. �« ááë�01(p) ¨ ¢á¥ � 11 (p), � = �,� ,�, § ¬ªãâë®â®á¨â¥«ì®ª¢ â®à ∃n ∈ !. �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¥á«¨P (n; x; y; : : : ) ¥áâì, áª �¥¬,�01(p)-®â®è¥¨¥,â® ®â®è¥¨¥ Q(x; y; : : : ) ←→ ∃n ∈ ! P (n; x; y; : : : ) ¯à¨ ¤«¥�¨â â®¬ã �¥ ª« áÄáã�01(p).�« ááë�01 (p) ¨ ¢á¥ � 11 (p) § ¬ªãâë ®â®á¨â¥«ì® ∀ z ∈ !.�¢ â®àë â¨¯  N . �« ááë �01(p) ¨ �11(p) § ¬ªãâë ®â®á¨â¥«ì® ª¢ â®à 
∃ z ∈ N . �« ááë �01 (p) ¨ �11 (p) § ¬ªãâë ®â®á¨â¥«ì® ∀ z ∈ N .�â¨ ¯à ¢¨«  ¡ã¤ãâ á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª¨ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ ¨§«®�¥¨¨.1.6. �¨ä®à¬¨§ æ¨ï, à¥¤ãªæ¨ï, ®â¤¥«¨¬®áâì.�¨ä®à¬¨§ æ¨ï. Ǒãáâì P ⊆ X × Y . �®¢®àïâ, çâ® ¬®�¥áâ¢® Q ⊆ P ã¨ä®àÄ¬¨§ã¥â P , ¥á«¨, ¢®-¯¥à¢ëå, ¯à®¥ªæ¨ï Q   X á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à®¥ªæ¨¥© P   X , â.¥.ä®à¬ «ì®, ¤«ï «î¡®£® x ∈ X , ¥á«¨ ∃ y P (x; y), â® ∃ y Q(x; y), ¨, ¢®-¢â®àëå,Q { ã¨Ää®à¬®¥ ¬®�¥áâ¢®, â.¥. ¬®�¥áâ¢®, ¯¥à¥á¥ª ¥¬®¥ ª �¤®© \¢¥àâ¨ª «ì®© ¯àï¬®©"x = x0 ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ ®¤®© â®çª¥. �¨ä®à¬®¥ ¬®�¥áâ¢® ¬®�® ¯®¨¬ âì ª ª £à Ää¨ª äãªæ¨¨, ®â®¡à � îé¥© ¯®¤¬®�¥áâ¢®X ¢ Y .Ǒà¨æ¨¯ 1 (�®¢¨ª®¢{�®¤®{�¤¤¨á®, á¬. [8, £«. 7.11℄). Ǒãáâì P ⊆X ×Y ¥áâì�11 (p)-¬®�¥áâ¢®, p ∈ N . � ©¤¥âáï �11 (p)-¬®�¥áâ¢® Q ⊆ P , ã¨ä®à¬¨§ãîÄé¥¥ P .�§¢¥áâë ¢ �ë¥ á«ãç ¨, ª®£¤  ã¨ä®à¬¨§ æ¨ï ¬®�¥â ¡ëâì ¤®áâ¨£ãâ  ¯à¨ ¯®¬®Äé¨¬®�¥áâ¢  ª« áá �11. �ë¯à¨¢¥¤¥¬ ®¤¨ ¨§ ¨å, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨© ®á®¡ë© ¨â¥à¥á.�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �á«¨, ¢ ãá«®¢¨ïå ¯à¨æ¨¯  1, Y = !,   X = {x : ∃ y P (x; y)}(â.¥. ¯à®¥ªæ¨ï P   X ) ¥áâì �11(p)-¬®�¥áâ¢®, â® ã¨ä®à¬¨§ãîé¥¥ ¬®�¥áÄâ¢® Q ¬®�¥â ¡ëâì ¢ë¡à ® ¢ ª« áá¥ �11(p).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ �11 (p)-¬®�¥áâ¢® Q ⊆ P , ã¨ä®à¬¨Ä§ãîé¥¥ P . �®£¤ Q  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¯à¨ ¤«¥�¨â ¨�11(p), ¯®áª®«ìªãQ(x; k) ←→ x ∈ X & ∀ k′ 6= k ¬Q(x; k′):�¥¤ãªæ¨ï ¨ ®â¤¥«¨¬®áâì. �®¢®àïâ, çâ® ¯ à  ¬®�¥áâ¢A′,B′ à¥¤ãæ¨àã¥â ¯ àãA,B, ª®£¤ A′ ⊆ A,B′ ⊆ B,A′∩B′ = ∅, ®A′∪B′ = A∪B. �®¢®àïâ, çâ® ¬®�¥áâ¢®C ®â¤¥«ï¥â A ®â B, ª®£¤ � ⊆ C ¨ B ∩C = ∅.



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 23�«¥¤áâ¢¨¥ 3 [�¥¤ãªæ¨ï ¨ ®â¤¥«¨¬®áâì℄. Ǒãáâì p ∈ N . �î¡ ï ¯ à  �11 (p)-¬®-�¥áâ¢ A, B (¢ ®¤®¬ ¯à®áâà áâ¢¥) ¬®�¥â ¡ëâì à¥¤ãæ¨à®¢   ¯ à®©�11 (p)-¬®�¥áâ¢. �á«¨ A ¨ B { ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï �11(p)-¬®�¥áâ¢ , â®¨¬¥¥âáï ®â¤¥«ïîé¥¥ �11(p)-¬®�¥áâ¢®.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®�¥áâ¢® P = (A × {0}) ∪ (B × {1}) ¯à¨ ¤«¥�¨â �11 (p).�¨ä®à¬¨§ã¥¬ P ¬®�¥áâ¢®¬ Q ⊆ P ¨§ �11 (p); â®£¤  A′ = {x : Q(x; 0)} ¨ B′ =
{x : Q(x; 1)} ¡ã¤ãâ�11 (p)-¬®�¥áâ¢ ¬¨, çâ® ¤®ª §ë¢ ¥â à¥¤ãªæ¨î. �â®¡ë ¯®«ãç¨âì®â¤¥«¨¬®áâì, ¤®áâ â®ç® ¯à®¨§¢¥áâ¨ à¥¤ãªæ¨î ¤®¯®«¨â¥«ìëå ¬®�¥áâ¢.1.7. �ã¬¥à æ¨ï ª« áá®¢ �11(p). � ¯®¬¨¬, çâ® ¢ ª �¤®¬ ª« áá¥�11(p) ¨¬¥¥âÄáï «¨èì áç¥â®¥ ç¨á«® ¬®�¥áâ¢. �¤¨¬ ¨§  ¨¡®«¥¥ ¢ �ëå â¥å¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢íää¥ªâ¨¢®© â¥®à¨¨ ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ®á®¡ëå ã¬¥à æ¨© ¤«ï íâ¨å ª« áá®¢.Ǒà¨æ¨¯ 4 [� áâì 1: ã¬¥à æ¨ï �11-¬®�¥áâ¢℄. �ãé¥áâ¢ãîâ �11 -¬®�¥áâ¢®W ⊆ N × ! ¨ ¨¤¥ªá¨à®¢ ®¥ á¥¬¥©áâ¢® 〈Dn(p) : 〈p; n〉 ∈ W〉 ¬®�¥áâ¢Dn(p) ⊆ N â ª¨¥, çâ®(i) ¤«ï «î¡®£® p ∈ N ¬®�¥áâ¢® {Dn(p) : 〈p; n〉 ∈ W} â®�¤¥áâ¢¥®á®¢®ªã¯®áâ¨ ¢á¥å �11(p)-¬®�¥áâ¢ X ⊆ N ;(ii) á«¥¤ãîé¨¥ ¬®�¥áâ¢  ¯à¨ ¤«¥� â �11 :

{
〈p; n; x〉 :W(p; n)&x ∈ Dn(p)} ¨ {

〈p; n; x〉 :W(p; n)&x =∈ Dn(p)}:[� áâì 2: ã¬¥à æ¨ï �11-â®ç¥ª℄ �ãé¥áâ¢ãîâ �11 -¬®�¥áâ¢® w ⊆ N × ! ¨¨¤¥ªá¨à®¢ ®¥ á¥¬¥©áâ¢® 〈dn(p) : 〈p; n〉 ∈ w〉 â®ç¥ª dn(p) ∈ N â ª¨¥, çâ®(iii) ¤«ï «î¡®£® p ∈ N ¬®�¥áâ¢® {dn(p) : 〈p; n〉 ∈ w} â®�¤¥áâ¢¥® á®¢®Äªã¯®áâ¨ ¢á¥å �11(p)-â®ç¥ª x ∈ N ;(iv) á«¥¤ãîé¨¥ ¬®�¥áâ¢  ¯à¨ ¤«¥� â �11 :
{
〈p; n;dn(p)〉 : 〈p; n〉 ∈ w} ¨ {

〈p; n; x〉 : 〈p; n〉 ∈ w&x 6= dn(p)}:�â ª, ¯à¨ «î¡®¬ p ∈ N ¬ë ¨¬¥¥¬ ¯¥à¥ç¨á«¥¨¥ á¥¬¥©áâ¢  ¢á¥å �11(p)-¬®�¥áâ¢X ⊆ N ¢ ¢¨¤¥ {Dn(p) : n ∈W(p)}, £¤¥W(p) = {n :W(p; n)} ¥áâì ¬®�¥áâ¢® ª« áÄá  �11 (p), ¨   «®£¨ç®¥ ¯¥à¥ç¨á«¥¨¥ á®¢®ªã¯®áâ¨ ¢á¥å �11(p)-â®ç¥ª x ∈ N . �¡¥íâ¨ ã¬¥à æ¨¨ ®¡« ¤ îâ ã¤®¡ë¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬¨ ®¯à¥¤¥«¨¬®áâ¨, ¡«¨§ª¨¬¨ ª�11(p)-®¯à¥¤¥«¨¬®áâ¨. (�§¢¥áâ®, çâ® ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨�11(p)-¯¥à¥ç¨á«¥¨¥ ¢ íâ®©á¨âã æ¨¨ ¥¢®§¬®�®.)�®ª § â¥«ìáâ¢®. 10 � áâì 1. �á¯®«ì§ãï â¥å¨ªã ¯®áâà®¥¨ï ã¨¢¥àá «ìÄëå ¬®�¥áâ¢ (á¬. [5, â¥®à¥¬  4.9℄), ¬®�® ¯®áâà®¨âì ¯ àã �11 -¬®�¥áâ¢ U; V ⊆N × ! × N , ¤¢ �¤ë ã¨¢¥àá «ìãî ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® p ∈ N , ¥áÄ«¨ ¬®�¥áâ¢  X;Y ⊆ N ¯à¨ ¤«¥� â �11 (p), â®  ©¤¥âáï n ∈ ! â ª®¥, çâ®X = Upn = {x : U(p; n; x)} ¨ Y = Vpn = {x : V (p; n; x)}.10�ë ¤ ¥¬ íáª¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , ¯®áª®«ìªã, ¢®-¯¥à¢ëå, íâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ª«îç¥¢®© ä ªâ, , ¢®-¢â®àëå, âàã¤® ¯à¥¤«®�¨âì à §ã¬ãî ááë«ªã   ¨áâ®ç¨ª   àãááª®¬ ï§ëª¥.



24 �.�. ��������«¥¤áâ¢¨¥ 3 ¤ ¥â ¯ àã �11 -¬®�¥áâ¢ U ′ ⊆ U , V ′ ⊆ V , ª®â®à ï à¥¤ãæ¨àã¥â ¯ Äàã U , V , ¢ ç áâ®áâ¨, U ′ ∩ V ′ = ∅. Ǒãáâì W = {
〈p; n〉 : U ′pn ∪ V ′pn = N } ¨Dn(p) = U ′pn = {x : U ′(p; n; x)} ¯à¨ 〈p; n〉 ∈ W. �â®¡ë ¤®ª § âì, çâ® ¢â®à®¥ ¨§¬®�¥áâ¢,  §¢ ëå ¢ âà¥¡®¢ ¨¨ (ii), ¯à¨ ¤«¥�¨â�11 , ã�® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥¬®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®¬, çâ® ¯à¨ 〈p; n〉 ∈W ¬®�¥áâ¢  U ′pn ¨ V ′pn ¢§ ¨¬® ¤®¯®«¨â¥«ìë.� áâì 2. �¤¥áì ¥áª®«ìª®¨ë¥ ¢ëª« ¤ª¨. � ç¥¬ á�11 -¬®�¥áâ¢ U ⊆ N ×!×!2,ã¨¢¥àá «ì®£® ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¤«ï«î¡®£® p ∈ N , ¥á«¨¬®�¥áâ¢®X ⊆ !2 ¯à¨ ¤Ä«¥�¨â�11 (p), â®  ©¤¥âáï  âãà «ì®¥ n â ª®¥, çâ®X = Upn = {〈k; l〉 : U(p; n; k; l)}.�¨ä®à¬¨§ã¥¬ U ª ª ¯®¤¬®�¥áâ¢® (N × ! × !) × ! ¬®�¥áâ¢®¬ V ⊆ U ª« áá �11 . Ǒà¨æ¨¯¨ «ìë© ¬®¬¥â á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¥á«¨ Upn ã�¥ ï¢«ï¥âáï äãªæ¨¥©,®¯à¥¤¥«¥®©   !, â.¥. â®çª®© N , â® Vpn = Upn. �¥¯¥àì ¬ë ¤®áâ¨£ ¥¬ à¥§ã«ìâ â ,¯®« £ ï w = {

〈p; n〉 : Upn ∈ N } = {
〈p; n〉 : ∀ k ∃! l U(p; n; k; l)}¨ dn(p) = Vpn = Upn ¯à¨ 〈p; n〉 ∈ w. �â®¡ë ¤®ª § âì, çâ® ¬®�¥áâ¢  ¨§ (iv) ¯à¨ ¤Ä«¥� â�11 , ã�® ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® ¯à¨ 〈p; n〉 ∈ wx = dn(p)←→ ∀ k; l ∈ ! [U(p; n; k; l)→ x(k) = l℄

←→ ∀ k; l ∈ ! [x(k) = l→ U(p; n; k; l)℄:�«¥¤áâ¢¨¥ 5. Ǒãáâì R(x; p; : : :) ï¢«ï¥âáï �11 -®â®è¥¨¥¬. �®£¤  ®â®è¥Ä¨¥ ∃x ∈ �11(p) R(x; p; : : :) â ª�¥ ¯à¨ ¤«¥�¨â �11 .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¯®«ì§ãï ¯à¨æ¨¯ 4, ¬ë ¨¬¥¥¬
∃x ∈ �11(p) R(x; p; : : : ) ←→ ∃n [w(p; n)& ∀x (x = dn(p)→ R(x; n; : : : ))℄:Ǒ®á¬®âà¨¬   ¯à ¢ãî ç áâì. �¢ â®à ∃n ¥áâì ∃n ∈ !, â.¥. ® ¥ ¢ áç¥â. �áâ ¥âáï § Ä¬¥â¨âì, çâ®w(p; n) ¥áâì�11 -®â®è¥¨¥,   à ¢¥áâ¢® x = dn(p) ¬®�¥â ¡ëâì ¢ëà �¥®�11 -ä®à¬ã«®© ¬(x 6= dn(p)).�«¥¤áâ¢¨¥ 6. �®�¥áâ¢® � = 〈

〈p; x〉 ∈ N 2 : x ∈ �11(p)〉 ¯à¨ ¤«¥�¨â �11 .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �(p; x) ←→ ∃x′ ∈ �11(p) (x = x′).2. �®¯®«®£¨¨, ¯®à®�¤¥ë¥ íää¥ªâ¨¢® áãá«¨áª¨¬¨ ¬®�¥áâ¢ ¬¨�¥¯¥àì ¬ë ¨¬¥¥¬ â¥à¬¨®«®£¨ç¥áª¨© ¡ §¨á ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ä®à¬ «ì® ¢¢¥áâ¨ íâ®á¥¬¥©áâ¢® â®¯®«®£¨©.112.1. �®¯®«®£¨ï.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 7. T ¥áâì â®¯®«®£¨ï, ¡ §®© ª®â®à®© ï¢«ïîâáï ¢á¥ �11 -¬®�¥áâ¢ ¤ ®£® ¯à®áâà áâ¢ . � «®£¨ç®, ¯à¨ p ∈ N , T (p) ¥áâì â®¯®«®£¨ï, ¯®à®�¤¥ ï�11(p)-¬®�¥áâ¢ ¬¨ ¤ ®£® ¯à®áâà áâ¢ .11� ç¨â¥«ì ï ç áâì ¬ â¥à¨ «  íâ®£® à §¤¥«  § ¨¬áâ¢®¢   ¨§ áâ â¥© � àâ¨  ¨ �¥ªà¨Äá  [20℄, �ã¢® [18℄, �¥ªà¨á  [16℄, � àà¨£â® , �¥ªà¨á  ¨ �ã¢® [12℄ ¨ ª¨£¨ �íáä¨«¤  ¨ �í©âÄª ¬¯  [19℄, £¤¥ ¬®�®  ©â¨ ¡®«¥¥ ¯®«ãî ¨ä®à¬ æ¨î.



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 25�â® ¤®¢®«ì® ¥®¡ëçë¥ â®¯®«®£¨¨. T (p) ãá¨«¨¢ ¥â ¯®«ìáªãî â®¯®«®£¨î, â ªª ª ¢á¥ ¡íà®¢áª¨¥ ¨â¥à¢ «ë ¯à¨ ¤«¥� â �11(p). �¤ ª® T (p) ¤¥« ¥â ®âªàëâë¬¨¨ ¥ª®â®àë¥ ®¤®â®ç¥çë¥ ¬®�¥áâ¢ ; â®ç¥¥, {x} ®âªàëâ® ¢ T (p), ¥á«¨ x ∈ �11(p).� ¤àã£®© áâ®à®ë,T (p) ¨¬¥¥â áç¥âãî ¡ §ã.� «¥¥, íâ¨ â®¯®«®£¨¨ ¥ ï¢«ïîâáï ¯®«ìáª¨¬¨; ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à®áâ®¥ á¢®©áâ¢®â®¯®«®£¨©, ¬¥âà¨§ã¥¬ëå ¯®«®© ¬¥âà¨ª®©, § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ª �¤®¥ § ¬ªãÄâ®¥ ¬®�¥áâ¢® ¥áâì GÆ. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ �11 -¬®�¥áâ¢®, ¥ ï¢«ïîé¥¥áï�11-¬®�¥áâ¢®¬. (�ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª¨å ¬®�¥áâ¢ «¥£ª® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¢ à ¬ª å íäÄä¥ªâ¨¢®© â¥®à¨¨.) �â® ¬®�¥áâ¢® § ¬ªãâ® ¢T (p) ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î, ® ®® ¥ ¬®�¥â¡ëâì GÆ, ¯®áª®«ìªã «î¡®¥ GÆ ¢ á¬ëá«¥T (p) ¥áâì�11 ¢ á¬ëá«¥ ¯®«ìáª®© â®¯®«®£¨¨.� â® �¥ ¢à¥¬ï ¥ª®â®àë¥ ¤¥à¨¢ âë ¯®«®âë ¯®«ìáª¨å ¯à®áâà áâ¢ ã á«¥¤ãîâáïâ®¯®«®£¨ï¬¨T (p). � ç áâ®áâ¨, ¬ë ã¢¨¤¨¬ ¨�¥ (á«¥¤áâ¢¨¥ 13), çâ® ¢á¥ ®¨ { ¡íà®¢Äáª¨¥.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®£® á¢®©áâ¢  ¥®¡å®¤¨¬® ¨¬¥âì á¯®á®¡ ¯®áâà®¥¨ï ã¡ë¢ îÄé¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ¬®�¥áâ¢ á ¥¯ãáâë¬ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥¬ ¢ ¤ ®© â®¯®«®£¨¨, ¯®Ä¤®¡ë©, áª �¥¬, â®¬ã, ª®â®àë© ¤ ¥âáï ¯®«®©¬¥âà¨ª®©. � ª« áá¨ç¥áª¨å ¨§«®�¥¨ïåâ¥¬ë (á¬. á®áªã 11) íâ® ¤¥« ¥âáï ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¨£à�®ª¥. �ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¤àã£ãî â¥åÄ¨ªã, ¡®«¥¥ ¡«¨§ªãî ¬¥â®¤ ¬ ¯®«ëå ¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯à®áâà áâ¢, ® â ª�¥ à áá¬®âÄà¨¬ ¨ ¬¥â®¤, ®á®¢ ë©   ¨£à å�®ª¥.�«¥¤ãï ¯à¨ïâ®© ¯à ªâ¨ª¥, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨�¥ à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª® â®¯®«®£¨î T ;®¤ ª® ¢á¥ à¥§ã«ìâ âë ¢¥àë ¤«ï «î¡®© ¨§ â®¯®«®£¨©T (p), á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ®ç¥Ä¢¨¤ë¬¨ ¨§¬¥¥¨ï¬¨.2.2. �¡¥á¯¥ç¥¨¥ ¥¯ãáâ®âë ¯¥à¥á¥ç¥¨©. �«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢¢®¤¨âáâàãªâãàã, ª®â®à ï ¤®áâ â®ç® ãá¯¥è® § ¬¥¨â ¯®«ãî ¬¥âà¨§ã¥¬®áâì ¤«ï â®¯®«®Ä£¨¨ T .�¯à¥¤¥«¥¨¥ 8. �®¢®ªã¯®áâì á¥¬¥©áâ¢ ¬®�¥áâ¢ Xm (m ∈ !) ¬ë  §®¢¥¬¯®«ìáª®© á¥âìî, ¥á«¨(1) ª �¤®¥ Xm ¥áâì á¥¬¥©áâ¢® ¥¯ãáâëå ®âªàëâëå ¯®¤¬®�¥áâ¢ ¤ ®£® ¯à®Äáâà áâ¢ ;(2) ª �¤®¥ Xm ¯«®â® ¢ â®¯®«®£¨¨: ¤«ï «î¡®£® ¥¯ãáâ®£® ®âªàëâ®£® ¬®Ä�¥áâ¢  X áãé¥áâ¢ã¥â Y ∈ Xm, Y ⊆ X ;(3) ª®¬¯ ªâ®áâì: ¥á«¨ Xm ∈ Xm ¨ X6m = ⋂k6mXk 6= ∅ ¤«ï ¢á¥å m, â®¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ⋂m∈!Xm á®¤¥à�¨â à®¢® ®¤ã â®çªã.� ¯à¨¬¥à, ¤«ï N á ®¡ëç®© â®¯®«®£¨¥© ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ¯®«ìáªãî á¥âì ¯®áà¥¤áâÄ¢®¬Xm = {Ns : s ∈ !m}, £¤¥Ns = {x ∈ N : s ⊆ x} ¯à¨ s ∈ !<!.�¥¬¬  9. �®¯®«®£¨ï T ¨¬¥¥â ¯®«ìáªãî á¥âì, ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî á«¥¤ãîé¥¬ã¤®¯®«¨â¥«ì®¬ã âà¥¡®¢ ¨î \£¥¥à¨ç®áâ¨":(4) �® ¢áïª®¬ã�11 -¬®�¥áâ¢ãA ⊆ N  ©¤¥âáïm ∈ ! â ª®¥, çâ® «î¡®¥X ∈ Xmã¤®¢«¥â¢®àï¥â âà¥¡®¢ ¨î: X ⊆ A ¨«¨X ∩ A = ∅.



26 �.�. ��������®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¯à®áâà áâ¢® N 1+! = N × N !. �®çª¨ ~x ∈N 1+! ã¤®¡® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì ¢ ¢¨¤¥: ~x = 〈x; x0; x1; x2; : : : 〉. �«ï P ⊆ N 1+! ¯®«®�¨¬prP = {x : ∃ ~x = 〈x; x0; : : : 〉 ∈ P} ¨ prn P = {xn : ∃ ~x = 〈x; x0; : : : ; xn; : : : 〉 ∈ P}¤«ï ¢á¥å n. �ë â ª�¥ ¯®« £ ¥¬ ~x ↾6n= 〈x; x0; x1; : : : ; xn〉 ¤«ï «î¡®© â®çª¨ ~x =
〈x; x0; x1; : : : ; xn; : : : 〉 ∈ N 1+! ¨ pr6n P = {~x ↾6n: ~x ∈ P} ¤«ï P ⊆ N 1+!.�¯à¥¤¥«¨¬Bn ª ª á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å�01 -¬®�¥áâ¢B ⊆ N 1+! ¢¨¤ B = pr−16n(B) = {~x ∈ N 1+! : ~x ↾6n∈ B′

}; £¤¥ B′ ⊆ N 1+n ¥áâì�01 -¬®�¥áâ¢®;¤«ï ª �¤®£® n. Ǒ®ïâ® çâ®B = ⋃nBn áç¥â®; ¯ãáâìB = {Bm : m ∈ !}, £¤¥ «î¡®¥B ∈ B ¨¬¥¥â ¡¥áª®¥ç® ¬®£® ®¬¥à®¢m â ª¨å, çâ® B = Bm.Ǒãáâì m ∈ !. �ë ¢¢®¤¨¬ á®¢®ªã¯®áâì Xm ¢á¥å ¥¯ãáâëå �11-¬®�¥áâ¢ X =prB ⊆ N , £¤¥ (¥¯ãáâ®¥) B ∈ B ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:(i) diamprk B 6 m−1 ¤«ï ¢á¥å k 6 m ¨ diamprB 6 m−1;12(ii) «¨¡®X ∩ prBm = ∅, «¨¡® B ⊆ Bm.�ë ¤®ª §ë¢ ¥¬, çâ® á¥¬¥©áâ¢ Xm ®¡à §ãîâ ¯®«ìáªãî á¥âì. �«ï íâ®£® ¯®âà¥¡ã¥âáïǑà¥¤«®�¥¨¥ 10. Ǒãáâì Q ∈ B ¨ X ⊆ prQ ¥áâì ¥¯ãáâ®¥ �11-¬®�¥áâ¢®.� ©¤¥âáï ¬®�¥áâ¢® B ∈ B, B ⊆ Q, â ª®¥, çâ® prB = X.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬¥¥âáï �01 -¬®�¥áâ¢® F ⊆ N 2, ¢ë¯®«ïîé¥¥ X = prF =
{x : ∃ y F (x; y)}. Ǒãáâì Q ∈ Bn. �®£¤  B = {~x ∈ Q : 〈x; xn+1〉 ∈ F} ¯à¨ ¤«¥�¨âBn+1 (â ª ª ªQ ∈ Bn) ¨ prB = X .�ë ¢®§¢à é ¥¬áï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã «¥¬¬ë.Ǒà®¢¥àï¥¬ ¯«®â®áâì Xm { ãá«®¢¨¥ (2) ®¯à¥¤¥«¥¨ï 8. Ǒãáâì �11-¬®�¥áâ¢®X ⊆ N ¥¯ãáâ®; âà¥¡ã¥âáï  ©â¨ Y ∈ Xn â ª®¥, çâ® Y ⊆ X .�«ãç © 1: X ∩ prBm = ∅. �®£¤  X = prQ ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® Q ∈ B0, ¯®áª®«ìªãX ∈ �11 . Ǒ¥à¥á¥ª ï Q á \¡íà®¢áª¨¬ ªã¡®¬" ¤®áâ â®ç® ¬ «®£® ¤¨ ¬¥âà  ¢ N 1+!,¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¥¯ãáâ®¥�01 -¬®�¥áâ¢®B ∈ B, B ⊆ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ (i). �áâ ¥âáï¯®«®�¨âì Y = prB.�«ãç © 2: X ′ = X ∩ prBm 6= ∅. �ë ¯à¨¬¥ï¥¬ ¯à¥¤«®�¥¨¥ 10 ª ¬®�¥áâ¢ ¬X ′ ¨ Q = Bm. �¬¥¥¬ ¬®�¥áâ¢® Q′ ∈ B, Q′ ⊆ Q, â ª®¥, çâ® X ′ = prQ′. �áâ ¥âáï¯¥à¥á¥çì Q′ á ¯®¤å®¤ïé¨¬ \ªã¡®¬", çâ®¡ë ¯®«ãç¨âì ¥¯ãáâ®¥ ¬®�¥áâ¢® B ⊆ Q′,ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ (i).Ǒà®¢¥àï¥¬ ª®¬¯ ªâ®áâì { ãá«®¢¨¥ (3). �â ª, ¯ãáâì Xm ∈ Xm ¨ ⋂k6mXk ¥Ä¯ãáâ® ¤«ï ª �¤®£® m; ã¡¥¤¨¬áï, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ⋂mXm ¨¬¥¥â à®¢® ®¤ã â®çªã.�ã¤¥â ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ®, ª ª®¢® ¡ë ¨ ¡ë«®m = m0, áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥ç ï¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì m0 < m1 < m2 < · · · â ª ï, çâ® ⋂nXmn ¥¯ãáâ®; ¢ á ¬®¬ ¤¥Ä«¥, ¡« £®¤ àï ãá«®¢¨î (i) ª �¤®¥ ¥¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ â ª®£® ¢¨¤  ¨¬¥¥â à®¢® ®¤ãâ®çªã, ¨ «î¡ë¥ ¤¢¥ â®çª¨, ¯®«ãç¥ë¥ íâ¨¬ á¯®á®¡®¬, ®ç¥¢¨¤®, à ¢ë ®¤  ¤àã£®©.12�¨ ¬¥âà diamX ¬®�¥áâ¢ X ⊆N ¯®¨¬ ¥âáï ¢ á¬ëá«¥ ä¨ªá¨à®¢ ®© ¯®«®© ¬¥âà¨ª¨ N , á¬. à §¤¥« 1.



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 27�â ª, ¯ãáâì m0 ∈ !. Ǒ® ¨¤ãªæ¨¨ ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ®¬¥à  mn ¨ ¬®�¥áâ¢  Pn ∈Bmn , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ Pn+1 ⊆ Pn, Xmn = prǑn ¨ diamprk Pn 6 m−1n¤«ï «î¡®£® k 6 mn. �®£¤  ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ⋂n Pn ¥¯ãáâ® (ª �¤®¥ Pn § ¬ªãâ® ¢ ¯®«ìÄáª®© â®¯®«®£¨¨ ¯à®áâà áâ¢  N 1+! ¨ ¤¨ ¬¥âàë áå®¤ïâáï ª ã«î), â.¥. ¯¥à¥á¥ç¥¨¥⋂nXmn â ª�¥ ¥¯ãáâ®.Ǒ®áª®«ìªã Xm0 ∈ Xm0 ,  ©¤¥âáï ¬®�¥áâ¢® P ∈ B, ¤«ï ª®â®à®£® ¢ë¯®«¥ëãá«®¢¨ï (i) ¨ (ii) ¤«ïm = m0 ¨ á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢®Xm0 = prP . Ǒ®«®�¨¬P0 = P .�®¯ãáâ¨¬, çâ® mn ¨ Pn ∈ Bmn ã�¥ ®¯à¥¤¥«¥ë. �®£¤  Pn = B(m) ¤«ï ¯®¤å®Ä¤ïé¥£® m > mn. � ¯®¬¨¬, çâ® Xm ∈ Xm; á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥¥âáï ¬®�¥áâ¢®B ∈ B, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ (i) ¨ (ii) ¤«ï íâ®£® m, ¨ Xm = prB. � ¬¥â¨¬, çâ® á«ãç ©Xm ∩ prB(m) ¢ (ii) §¤¥áì ¥¢®§¬®�¥. � á ¬®¬ ¤¥«¥, prB(m) = prPn = Xmn ; ®¤ ª®Xm ∩ Xmn ¥¯ãáâ® ¯® ¢ë¡®àã ¬®�¥áâ¢ Xm. � ç¨â, B ⊆ B(m) = Pn. �áâ ¥âáï¯®«®�¨âìmn+1 = m ¨ Pn+1 = B.� ª®¥æ, âà¥¡®¢ ¨¥ \£¥¥à¨ç®áâ¨" (4) £ à â¨à®¢ ® ¨§ (ii).� ¬¥ç ¨¥ 11. �¥âàã¤® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¯®«ìáª ï á¥âì {Xm : m ∈ !}, ¤ ¢ ¥¬ ï«¥¬¬®©, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¥¬ã ãá«®¢¨î ¬®®â®®áâ¨: ¥á«¨ Y ¥áâì�11-¬®�¥áÄâ¢® ¨ ∅ 6= Y ⊆ X ∈Xm, â® Y ∈ Xm.2.3. �¥ª®â®àë¥ á«¥¤áâ¢¨ï. �ë à áá¬®âà¨¬ ¯à¨«®�¥¨ï «¥¬¬ë 9, ¢ â®¬ ç¨á«¥¤«ï ¥ª®â®àëå ¯à®¨§¢®¤ëå â®¯®«®£¨©.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 12. Ǒãáâì n > 1. Tn ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âì â®¯®«®£¨î T ¯à®áâà áâÄ¢ N n. (� ¬¥â¨¬, çâ® {N n;Tn} £®¬¥®¬®àä® 〈N ;T 〉.)T n ¥áâì â¨å®®¢áª®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ n ª®¯¨©T = T1.Tn+m ¥áâì ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ Tn × Tm, â®¯®«®£¨ï  N n+m.�«¥¤áâ¢¨¥ 13. �á¥ â®¯®«®£¨¨ Tn ¨ T n ï¢«ïîâáï ¡íà®¢áª¨¬¨.13�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®-¯¥à¢ëå, ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå â®¯®«®£¨©, ®¡« ¤ îé¨å ¯®«ìÄáª®© á¥âìî, á ¬® ¨¬¥¥â â ªãî á¥âì (®  á®áâ®¨â ¨§ ¤¥ª àâ®¢ëå ¯à®¨§¢¥¤¥¨© ¬®Ä�¥áâ¢, ¢å®¤ïé¨å ¢ ¨áå®¤ë¥ á¥â¨). � â¥¬, çâ®¡ë ¤®ª § âì, çâ® â®¯®«®£¨ï á ¯®«ìáª®©á¥âìî ï¢«ï¥âáï ¡íà®¢áª®©, ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¯à®áâ¥©è¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¡íà®¢®áâ¨ ¯®«ëå¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯à®áâà áâ¢.�®¯®«®£¨ï Tn á®¤¥à�¨â T n ¨,   á ¬®¬ ¤¥«¥, áâà®£® á¨«ì¥¥, ç¥¬ T n;  ¯à¨¬¥à,¤¨ £® «ì �(N ) = {〈x; x〉 : x ∈ N } ®âªàëâ  ¢ T2, ® ¥ ¢ T 2. �¤ ª® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥â®¯®«®£¨© ¤®áâ â®ç® ¯«®â® ¢ â®¯®«®£¨¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï.�¥¬¬  14. Ǒãáâì ¬®�¥áâ¢® V ⊆ N T -®âªàëâ®,   D ⊆ V ¨¬¥¥â ¢â®àãîª â¥£®à¨î ¢ V ¢ á¬ëá«¥ T . �®£¤  D ×D ¯«®â® ¢ V × V ¢ á¬ëá«¥ T2.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ç¨â ¥¬ ¤«ï ¯à®áâ®âë, çâ® V = N . Ǒãáâì ⋂nDn ⊆ D, £¤¥¢á¥ ¬®�¥áâ¢  Dn ⊆ N ï¢«ïîâáï T -®âªàëâë¬¨ ¨ ¯«®âë¬¨ ¢ N . �®£¤  ª �¤®¥¬®�¥áâ¢® D′n = Dn × N ®âªàëâ® ¨ ¯«®â® ¢ T2. (�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à®¥ªæ¨ï prA13�íà®¢áª¨¥ â®¯®«®£¨¨ å à ªâ¥à¨§ãîâáï á¢®©áâ¢®¬: ¢á¥ ¬®�¥áâ¢  ¢â®à®© ª â¥£®à¨¨ ¯«®âÄë. �®�¥áâ¢® ¢â®à®© ª â¥£®à¨¨ { íâ® ¬®�¥áâ¢®, ¢ª«îç îé¥¥ áç¥â®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯«®âÄëå ®âªàëâëå ¬®�¥áâ¢. (Ǒàï¬®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¡íà®¢®áâ¨T ¯à¨¢¥¤¥® ¢ [20℄.)



28 �.�. �������«î¡®£® �11 -¬®�¥áâ¢  A ¥áâì �11-¬®�¥áâ¢® ¢ N .) � «®£¨ç®, ª �¤®¥ ¬®�¥áâ¢®D′′n = N ×Dn ®âªàëâ® ¨ ¯«®â®. � â® �¥ ¢à¥¬ï ¬ë ¨¬¥¥¬ ⋂n(D′n ∩D′′n) ⊆ D ×D.�áâ ¥âáï ¯à¨¬¥¨âì á«¥¤áâ¢¨¥ 13.�«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢   ¨�¥ ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ ¡®à¥«¥¢áª¨å ®â®Äè¥¨© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.Ǒãáâì R ï¢«ï¥âáï ®â®è¥¨¥¬ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨  N . Ǒ®«®�¨¬R(n) = {
〈x1; : : : ; xn〉 : ∀ i (xi Rxi+1)}:�«ï «î¡ëå n ¨m, 〈R(n+m);Tn+m〉 ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âì ¬®�¥áâ¢® R(n+m) ⊆ N n+m áâ®¯®«®£¨¥©, ã á«¥¤®¢ ®© ¨§ ¯à®áâà áâ¢  〈N n+m;Tn+m〉.�¥¬¬  15. Ǒãáâì R ¥áâì �11-®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨   N , n′ 6 n ¨m′ 6 m. �®£¤  ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨¥ � : N n × N m   N n′

× N m′ ¥áâì ®âªàëâ®¥¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à �¥¨¥ 〈R(n+m);Tn+m〉   〈R(n′+m′);Tn′+m′〉.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒãáâì, ¤«ï ¯à®áâ®âë, m = n = 2, m′ = n′ = 1; â ª¨¬ ®¡Äà §®¬, �(x1; x2; y1; y2) = 〈x1; y1〉. �¯ãáª ï ¯à®áâãî ¯à®¢¥àªã ¥¯à¥àë¢®áâ¨, á®Äáà¥¤®â®ç¨¬áï   ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ®âªàëâ®áâ¨, £¤¥, ¢ ç áâ®áâ¨, ¡ã¤¥â ¢ �® ®á®¡®¥áâà®¥¨¥ ¬®�¥áâ¢  R(n+m). � áá¬®âà¨¬ ¯ àãT2-¡ §®¢ëå, â.¥. ª« áá �11 , ¬®�¥áâ¢U; V ⊆ N 2. �®ª �¥¬, çâ® ¯à®¥ªæ¨ï O = �((U × V ) ∩ R(4)) T 2-®âªàëâ  ¢ R(2) = R.�á¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢  § ¬ªãâ®áâ¨ íää¥ªâ¨¢ëå ª« áá®¢ (á¬. à §¤¥« 1.5), ¬ë  å®¤¨¬,çâ® ¬®�¥áâ¢ U ′ = {x1 : ∃x2 [U(x1; x2)&x1 Rx2℄} ¨ V ′ = {y1 : ∃ y2 [V (y1; y2)& y1 R y2℄}¯à¨ ¤«¥� â�11 , â.¥. T -®âªàëâë. �¤ ª®O = (U ′ × V ′) ∩ R.2.4. Ǒà®áâà áâ¢  �®ª¥. �¥¯¥àì ¬ë ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¡®«¥¥ âà ¤¨æ¨®ë©  ¯¯ à â¨áá«¥¤®¢ ¨ï â®¯®«®£¨© T , ®á®¢ ë©   ¨£à å�®ª¥.�£à  �®ª¥ CX ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥X ¯à®¨áå®¤¨â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à Ä§®¬. �ç áâ¢ãîâ ¤¢  ¨£à®ª , � ¨ �, ¯à¨ç¥¬  ç¨ ¥â �. �®¤ ¬¨ ¢ ¨£à¥ ï¢«ïîâáï ¥Ä¯ãáâë¥ ®âªàëâë¥ ¯®¤¬®�¥áâ¢ X , ¯à¨ç¥¬ ª �¤ë© å®¤ ¤®«�¥ ¡ëâì ¯®¤¬®�¥áâ¢®¬¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¥£® å®¤  ¯à®â¨¢¨ª . Ǒ®«ãç ¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì å®¤®¢(1) U0 ⊇ V0 ⊇ U1 ⊇ V1 ⊇ · · · ⊇ Un ⊇ Vn ⊇ · · · (Un ¨ Vn ®âªàëâë);¯à¨ç¥¬ å®¤ë Un ¤¥« îâáï ¨£à®ª®¬ �,   å®¤ë Vn { ¨£à®ª®¬ �. � �¤ë© ¨§ ¨£à®ª®¢¯¥à¥¤ á¢®¨¬ ®ç¥à¥¤ë¬ å®¤®¬ § ¥â ¢á¥, çâ® ¯à®¨áå®¤¨«® ¢ ¨£à¥ ¤® íâ®£® å®¤ .� ª®¥æ, ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¨£àë ¯®¡¥�¤ ¥â �, ª®£¤ ⋂n Un (= ⋂n Vn) 6= ∅.X ¥áâì ¯à®áâà áâ¢® �®ª¥ ¨«¨ ¯à®áâà áâ¢® á® á¢®©áâ¢®¬ �®ª¥, ¥á«¨ �¨¬¥¥â ¢ë¨£àë¢ îéãî áâà â¥£¨î.1414�® ¥áâì ¯à ¢¨«®, ª®â®à®¥ ¯à¥¤¯¨áë¢ ¥â �, ª ª ¥¬ã ¨£à âì ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¨£àë �, çâ®¡ë¢ë¨£à âì ¨£àã, ª ª ¡ë ¨ ¨£à « ¨£à®ª �. �â® ¯®ïâ¨¥ â¥å¨ç¥áª¨ à¥ «¨§ã¥âáï ¢ ¢¨¤¥ äãªæ¨¨ � ,®¯à¥¤¥«¥®©   ª®àâ¥� å 〈U0; : : : ; Un〉 ®âªàëâëå ¬®�¥áâ¢ ¨ ¯à¨¨¬ îé¥© § ç¥¨ï â ª�¥áà¥¤¨ ®âªàëâëå ¬®�¥áâ¢, â ª çâ® Vn = � (U0; : : : ; Un) ⊆ Un. �¬. [20℄ ® ¡¥áª®¥çëå ¨£à åá ¯®«®© ¨ä®à¬ æ¨¥©, ª ª®â®àë¬ ®â®á¨âáï ¨ ¨£à  CX .



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 29�®¤¨ä¨æ¨à®¢  ï, á¨«ì ï ¨£à �®ª¥C′X ¤ ¥â ¥ª®â®àë©¤®¯®«¨â¥«ìë©è á¨£à®ªã �. �¬¥®, ¢¬¥áâ¥ á ª �¤ë¬ å®¤®¬Un, � ¤¥« ¥â ¤®¯®«¨â¥«ìë© å®¤ xn ∈ Un,®¡ï§ë¢ îé¨© � ®â¢¥â¨âì å®¤®¬ Vn â ª, çâ®¡ë xn ∈ Vn (¨, ¯®-¯à¥�¥¬ã, Vn ⊆ Un).�¥§ã«ìâ â ®¯à¥¤¥«ï¥âáï, ª ª ¢ ¨£à¥ CX : � ¢ë¨£à «, ¥á«¨ ⋂n Vn 6= ∅.� ª®¥æ,X  §ë¢ ¥âáï ¯à®áâà áâ¢®¬ á á¨«ìë¬ á¢®©áâ¢®¬ �®ª¥, ¥á«¨ � ¨¬¥¥â¢ë¨£àë¢ îéãî áâà â¥£¨î ¢ ¨£à¥ C′X .�¥¬¬  16. Ǒ®«ë¥ ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà áâ¢  ¨ ¯à®áâà áâ¢ , ®¡« ¤ îÄé¨¥ ¯®«ìáª®© á¥âìî, ¨¬¥îâ á¨«ì®¥ á¢®©áâ¢® �®ª¥.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á«ãç ¥ ¯®«®£® ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ , � ¬®�¥â ¨£Äà âì â ª, çâ®¡ë § ¬ëª ¨¥ Vn ¡ë«®¯®¤¬®�¥áâ¢®¬Un ¨¨¬¥«®¤¨ ¬¥âà< n−1. �á«¨¨¬¥¥âáï ¯®«ìáª ï á¥âì {Xm : m ∈ !}, â® ¨£à®ªã � ¤®áâ â®ç® ¤¥« âì ª �¤ë© å®¤ Vnâ ª, çâ®¡ë Vn ∈ Xn.� á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¨ á¨«ì®¥ á¢®©áâ¢®�®ª¥ ¢«¥ç¥â §  á®¡®© ®¯à¥¤¥«¥ãî \à¥£ã«ïàÄ®áâì", ¯®§¢®«ïï ¯®«ãç âì ¥ª®â®àë¥ ®¡ëçë¥ á«¥¤áâ¢¨ï ¯®«®âë.Ǒà¥¤«®�¥¨¥ 17 (� àà¨£â®, �¥ªà¨á ¨ �ã¢® [12℄).1. �¨«ì®¥ á¢®©áâ¢® �®ª¥ ¢«¥ç¥â §  á®¡®© á¢®©áâ¢® �®ª¥.2. Ǒà®áâà áâ¢® �®ª¥ ¥áâì ¡íà®¢áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®.3. �á«¨ X , Y { ¯à®áâà áâ¢  �®ª¥, â® X × Y { â ª�¥ ¯à®áâà áâ¢®�®ª¥. �® �¥ ¤«ï ¯à®áâà áâ¢ á á¨«ìë¬ á¢®©áâ¢®¬ �®ª¥.4. �á«¨ X ¨¬¥¥â á¨«ì®¥ á¢®©áâ¢® �®ª¥, â® «î¡®¥ ¥¯ãáâ®¥ GÆ-¬®�¥áÄâ¢® X ⊆X ¨¬¥¥â á¨«ì®¥ á¢®©áâ¢® �®ª¥ ¢ ã á«¥¤®¢ ®© â®¯®«®£¨¨.�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1. �ç¥¢¨¤®: CX -áâà â¥£¨ï¨£à®ª � ¥áâì ¥£®C′X -áâà â¥£¨ï,¨£®à¨àãîé ï å®¤ë xn.2. Ǒãáâì ª �¤®¥ Dn ⊆ X ®âªàëâ® ¨ ¯«®â®,   U ®âªàëâ® ¨ ¥¯ãáâ®; ¤®ª �¥¬,çâ® I = U ∩ ⋂nDn â ª�¥ ¥¯ãáâ®. � áâ ¢¨¬ � ¨£à âì ¢ CX , ¤¥« ï å®¤ë Un ⊆ Dn(¨á¯®«ì§ã¥âáï ®âªàëâ®áâì ¨ ¯«®â®áâìDn),    ç «ìë© å®¤ U0 ⊆ D0 ∩ U . �ë¨£àëÄ¢ îé ï áâà â¥£¨ï � ¤®ª §ë¢ ¥â ¥¯ãáâ®âã I .3. �¯à �¥¨¥: � \à áé¥¯«ï¥â" ¨£àã CX×Y   ¨£àë CX ¨ CY , ¯à¥¤¢ à¨â¥«ìÄ® áã� ï ª �¤ë© å®¤ Un ¯à®â¨¢¨ª  ¤® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï Uxn × Uyn ⊆ Un, £¤¥ Uxn ¨ Uyn®âªàëâë ¢X ¨ Y , á®®â¢¥âáâ¢¥®.4. Ǒãáâì X = ⋂nGn, £¤¥ ª �¤®¥ Gn ®âªàëâ® ¢ X . �â®¡ë ¢ë¨£à âì C′X , ¨£Äà®ª � ¤¥©áâ¢ã¥â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. Ǒãáâì 〈U0; x0〉; : : : ; 〈Un; xn〉 {  ç «ìë¥ å®Ä¤ë � ¢ ¨£à¥ C′X . �®£¤  xi ∈ Ui = X ∩ Ui, £¤¥ ¬®�¥áâ¢  Ui ⊆ X ®âªàëâë ¤«ï¢á¥å i 6 n. �®¯ãáâ¨¬, çâ® C′X -áâà â¥£¨ï à¥ª®¬¥¤ã¥â ¤«ï � å®¤ Vn ¢ ®â¢¥â   å®Ä¤ë 〈U0; x0〉; 〈U1; x1〉; : : : ; 〈Un; xn〉 ¨£à®ª  �. � ©¤¥âáï ®âªàëâ®¥ V ′ ⊆ X â ª®¥, çâ®xn ∈ V ′ ⊆ Vn ∩Gn. �¥¯¥àì � ¤¥« ¥â å®¤ Vn = V ′ ∩X ¢ ¨£à¥ C′X .�ë § ª®ç¨¬ íâ®â à §¤¥« ¨§«®�¥¨¥¬ ¯àï¬®£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á¢®©áâ¢ �®ª¥ ¤«ïâ®¯®«®£¨© T . �¨â â¥«ì ¬®�¥â  ©â¨ «î¡®¯ëâë¥ ¯ à ««¥«¨ íâ®£® à ááã�¤¥¨ï á¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ «¥¬¬ë 9.



30 �.�. ��������¥¬¬  18. Ǒãáâì p ∈ N ¨ n > 1. �®£¤  â®¯®«®£¨ï T   N n ¨¬¥¥â á¨«ì®¥á¢®©áâ¢® �®ª¥.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � �¤®¥ N n á â®¯®«®£¨¥© T £®¬¥®¬®àä® 〈N ;T 〉, ¯®íâ®¬ã¬®�® áç¨â âì, çâ® n = 1. � ¯®¬¨¬, çâ® ¡ §ãT ®¡à §ãîâ�11-¬®�¥áâ¢ ,   ª �¤®¥â ª®¥ ¬®�¥áâ¢® X ⊆ N ¥áâì ¯à®¥ªæ¨ï ¥ª®â®à®£® �01 -¬®�¥áâ¢  F ⊆ N 2. �â® ¬¥ç ¥â £« ¢ãî ¨¤¥î ¤®ª § â¥«ìáâ¢ : ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯®«®âã ¯à®áâà áâ¢ N m ¢¯®«ìáª®© ¬¥âà¨ª¥ (á¬. à §¤¥« 1.1).� ®¡®§ ç¥¨ïå ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë 9, ¨áª®¬ ï áâà â¥£¨ï ¤«ï � ¢ ¨£à¥C′ = C′
〈N ;T 〉 ¬®�¥â ¡ëâì ®¯¨á   á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.Ǒãáâì 〈U0; x0〉; 〈U1; x1〉; 〈U2; x2〉; : : : { ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì å®¤®¢ �. �¬¥áâ¥ á®á¢®¨¬¨ å®¤ ¬¨ V0; V1; V2; : : : , ª®â®àë¥ ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥ ¡ã¤ãâ ¬®�¥áâ¢ ¬¨ ª« áá �11 ,   ¥ ¯à®áâ® T -®âªàëâë¬¨, ¯à¨ç¥¬ xn ∈ Vn, ¨£à®ª � áâà®¨â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì�01 -¬®�¥áâ¢ Fn ⊆ N ×N n â ª, çâ®(2) xn ∈ Vn = prFn ⊆ Un; pr<n Fn ⊆ Fn−1; diamprm Fn 6 n−1 ¯à¨ m 6 n:�« £®¤ àï ¯®«®â¥, ãá«®¢¨¥   ¤¨ ¬¥âàë ¢«¥ç¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¥¤¨áâ¢¥®©¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ â®ç¥ª ~x = 〈x; x0; x1; x2; x3; : : : 〉 ∈ N 1+! , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥©~x ↾6n∈ Fn ¤«ï ¢á¥å n. �®£¤  x ∈ ⋂n Vn, çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï.�áâ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® � ¬®�¥â ®¡¥á¯¥ç¨âì (2) ¤«ï ¢á¥å n ¯à ¢¨«ì®© ¨£à®©.�â ª, ¯ãáâì � á¤¥« « ®ç¥à¥¤®© å®¤ 〈Un; xn〉; ¯à¨ íâ®¬ ¢ë¯®«¥® xn ∈ Un ⊆ Vn−1 =prFn−1. Ǒ®áª®«ìªã Un ®âªàëâ® ¢ â®¯®«®£¨¨ T ,  ©¤¥âáï ¥¯ãáâ®¥ �11-¬®�¥áâ¢®U ′n ⊆ Un ¨  ©¤¥âáï �01 -¬®�¥áâ¢® P ⊆ N ×N â ª®¥, çâ® U ′n = prP . �®£¤  ¬®Ä�¥áâ¢® F = {

〈x;x; y〉 : 〈x;x〉 ∈ Fn−1&P (x; y)} ¯à¨ ¤«¥�¨â �01 ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥âxn ∈ prF = U ′n ¨ pr<n F ⊆ Fn−1. (� ¬¥â¨¬, çâ® F ⊆ N × N n.) � §®¡ì¥¬ F  áç¥â®¥ ç¨á«®�01 -¬®�¥áâ¢ á ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¤¨ ¬¥âà < n−1 ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¯¥à¥á¥ç¥¨ïá \¬ «ë¬¨" ¯®«ìáª¨¬¨ ¡ §®¢ë¬¨ ®ªà¥áâ®áâï¬¨ ¢N ×N n. �¤® ¨§ íâ¨å ¬®�¥áâ¢,áª �¥¬,F ′ ⊆ F , ã¤®¢«¥â¢®àï¥âxn ∈ prF ′. Ǒ®« £ ¥¬Fn = F ′ ¨ Vn = prF ′ (®â¢¥â�).3. Ǒ¥à¢®¥ ¯à¨«®�¥¨¥: ª®-áãá«¨áª¨¥ ®â®è¥¨ï íª¢¨¢ «¥â®áâ¨�¥ª®â®à®¥ ®¡áã�¤¥¨¥ ¥®¡å®¤¨¬®¯¥à¥¤ â¥å¨ç¥áª®© ç áâìî íâ®£® à §¤¥« , çâ®¡ë¯à ¢¨«ì® ¯à¥¤áâ ¢¨âì á¬ëá« à¥§ã«ìâ â®¢.� ¯®¬¨¬, çâ® ª®â¨ãã¬-£¨¯®â¥§  (CH) � â®à  { íâ® ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ® â®¬, çâ®¥â ¨ ®¤®©¬®é®áâ¨ áâà®£® ¬¥�¤ã áç¥â®©¬®é®áâìîℵ0¨¬®é®áâìîª®â¨ãã¬ 
c = 2ℵ0 (ª®â®à ï áâà®£® ¡®«ìè¥ ℵ0). Ǒ®á«¥ à ¡®â �. �ñ¤¥«ï 30-å £®¤®¢ ¨ Ǒ. �®í  ç «  60-å ®¯à¥¤¥«¥® ãáâ ®¢«¥®, çâ® á®¢à¥¬¥ ï ¬ â¥¬ â¨ª  (¯® ªà ©¥© ¬¥à¥, áâ®«ìª®,  áª®«ìª® ®  ¡ §¨àã¥âáï   â¥®à¨¨ ¬®�¥áâ¢�¥à¬¥«®{�à¥ª¥«ï ZFC) ¥¯®§¢®«ï¥â ¤ âì ®â¢¥â \¤ " ¨«¨ \¥â"   ¢®¯à®á: ¢¥à  «¨ CH?�¤ ª® ¢¥áì¬  ¯«®¤®â¢®àë¬ ®ª § «áï ¯®¤å®¤,  ¯à ¢«¥ë©   ¯à®¢¥àªã CH ¢®¯à¥¤¥«¥ëå ª« áá å ¬®�¥áâ¢. � ç áâ®áâ¨, �«¥ªá ¤à®¢ [9℄ ¨ � ãá¤®àä [13℄ ¤®ª Ä§ «¨, çâ® CH ¢¥à  ¢ ª« áá¥ ¡®à¥«¥¢áª¨å (¢ á¬ëá«¥ ¯®«ìáª®© â®¯®«®£¨¨) ¬®�¥áâ¢ ¢¥Äé¥áâ¢¥®© ¯àï¬®© R ¨«¨, çâ® ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥ à ¢®á¨«ì®, ¯à®áâà áâ¢ N . �ëÄ¬¨ á«®¢ ¬¨, ¡®à¥«¥¢áª®¥ X ⊆ N ¥ ¬®�¥â ¨¬¥âì ¯à®¬¥�ãâ®ç®© ¬®é®áâ¨. �¥â



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 31ª®âà¯à¨¬¥à®¢ ¨ ¢ ¡®«¥¥ è¨à®ª®¬ ª« áá¥ �11-¬®�¥áâ¢ { íâ® â¥®à¥¬  �ãá«¨  [3℄,ãâ¢¥à�¤ îé ï, çâ®, ¡®«¥¥ â®£®, ¢áïª®¥ ¥áç¥â®¥�11-¬®�¥áâ¢® ¨¬¥¥â á®¢¥àè¥®¥15¯®¤¬®�¥áâ¢®. �¤ ª® ã�¥ ¢ ª« áá¥�11 ª®âà¯à¨¬¥àë ¬®£ãâ ¡ëâì. (�¬. à ¡®âã  ¢Äâ®à  [4℄, £¤¥ ¤  ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡ë©   «¨§ íâ®£® ªàã£  ¢®¯à®á®¢.)�áâì ®¤ ª® ¨ ¤àã£®© ¯®¤å®¤ ª ¨§ãç¥¨î CH ¢ ®¯à¥¤¥«¥ëå ª« áá å, á®áâ®ïé¨©¢ â®¬, çâ® ¬ë ¨é¥¬ ª®âà¯à¨¬¥àë ¥ ¢ ¢¨¤¥ â®ç¥çëå ¬®�¥áâ¢,   ¢ ¢¨¤¥ ä ªÄâ®à-¬®�¥áâ¢, â.¥. ¨áá«¥¤ã¥âáï ¢®¯à®á: áª®«ìª® ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¬®�¥â¨¬¥âì ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ â®£® ¨«¨ ¨®£® â¨¯ . � àâ¨  §¤¥áì ¯®«ãç ¥âáï®âç áâ¨ ¯®å®� ï   âã, çâ® ¬ë ¢¨¤¨¬ ¤«ï ¬®�¥áâ¢, ®¤ ª® á ®¡à é¥¨¥¬, â.¥. ç¨á«®ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨�11-®â®è¥¨ï ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¯à®¬¥�ãâ®ç®© ¬®é®áâìî,¢ â® ¢à¥¬ï ª ªç¨á«® ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨�11-®â®è¥¨ï {¬®�¥â (á¬. ª®¥æíâ®£®à §¤¥« ).�â®à ï ç áâì íâ®£® ãâ¢¥à�¤¥¨ï (®�11-®â®è¥¨ïå) á«¥¤ã¥â ¨§ áª § ®£® ¢ëè¥ ®�11-¬®�¥áâ¢ å; ¯¥à¢ ï�¥ç áâì ¢¥áì¬  á«®� ; ä ªâ¨ç¥áª¨¤® á¨å ¯®à ¥ ¨§¢¥áâ® ¨®¤®£® ¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , ª®â®à®¥ ¡ë«® ¡ë ¯à®¢¥¤¥® ¢ à ¬ª å ª« áá¨ç¥áª¨å ¬¥â®¤®¢¤¥áªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¨ ¬®�¥áâ¢.�¥®à¥¬  19 (�¨«ì¢¥à [23℄). Ǒãáâì E ï¢«ï¥âáï �11-®â®è¥¨¥¬ íª¢¨¢ «¥âÄ®áâ¨   N . �®£¤  «¨¡® E ¨¬¥¥â ª®¥ç®¥ ¨«¨ áç¥â®¥ ç¨á«® ª« áá®¢, «¨¡®áãé¥áâ¢ã¥â á®¢¥àè¥®¥ ¬®�¥áâ¢® ¯®¯ à® E-¥íª¢¨¢ «¥âëå â®ç¥ª.� ¬¥â¨¬, çâ® à¥§ã«ìâ â  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¯¥à¥®á¨âáï   ¢á¥ ¯®«ë¥ á¥¯ à ¡¥«ìë¥¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà áâ¢ , â ª ª ª ª �¤®¥ â ª®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¤®¯ãáª ¥â ¡®à¥«¥¢áÄª¨© (¢ ç áâ®áâ¨, á®åà ïîé¨©�11) ¨§®¬®àä¨§¬  N .�®ª § â¥«ìáâ¢®. 16 �®¯ãáâ¨¬, çâ®E¨¬¥¥â ¥áç¥â®¬®£® ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥âÄ®áâ¨, ¨ ¤®ª �¥¬, çâ® â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â á®¢¥àè¥®¥ ¬®�¥áâ¢® ¯®¯ à® ¥íª¢¨¢ Ä«¥âëå â®ç¥ª. �®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ¯®«®�¥¨ï á®¤¥à�¨â ¨¤¥î ¨ ¤¢¥ â¥å¨ç¥áª¨åç áâ¨.�¤¥ï. �®¯ãáâ¨¬, çâ®  ¬ ã¤ «®áì  ©â¨ ¥¯ãáâ®¥ ®âªàëâ®¥ ¢ ¯®«ìáª®© â®¯®«®£¨¨N ¬®�¥áâ¢®H ⊆ N â ª®¥, çâ® E ¨¬¥¥â ¯¥à¢ãî ª â¥£®à¨î  H2 = H×H ; ¤àã£¨¬¨á«®¢ ¬¨, E∩H2 ⊆ ⋃n Pn, £¤¥ ¢á¥ Pn ⊆ H2 ¨£¤¥ ¥ ¯«®âë. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë «¥£ª®áâà®¨¬ á¨áâ¥¬ã 〈Xs : s ∈ 2<!〉 ¥¯ãáâëå ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¬®�¥áâ¢ Xs ⊆ Hâ ªãî, çâ®(a) Xs∧i ⊆ Xs,Xs∧0 ∩Xs∧1 = ∅,(b) (Xs ×Xt) ∩⋃m6n Pm = ∅ ¯à¨ s; t ∈ 2n, s 6= t,() diamXs 6 m−1 ¯à¨ s ∈ 2m,£¤¥ 2n ¥áâì á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© 0 ¨ 1 ¤«¨ën,2<! = ⋃n∈! 2n, s∧i¨¬¥¥â ®ç¥¢¨¤ë© á¬ëá«,   diamX ®¡®§ ç ¥â ¤¨ ¬¥âàX ¢ ¯®«ìáª®© ¬¥âà¨ª¥. �®£¤ 15�® ¥áâì ¥¯ãáâ®¥, § ¬ªãâ®¥ ¨ ¥ ¨¬¥îé¥¥ ¨§®«¨à®¢ ëå â®ç¥ª ¢ á¬ëá«¥ ¯®«ìáª®© â®¯®«®Ä£¨¨. � ª¨¥ ¬®�¥áâ¢  ¨¬¥îâ ¬®é®áâì ª®â¨ãã¬ .16Ǒà¥¤« £ ¥¬®¥¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¨ ¤«¥�¨â� àà¨£â®ã¨¢§ïâ® ¨§ áâ âì¨� àâ¨ ¨�¥ªÄà¨á  [20℄, á ¥ª®â®àë¬ ¨§¬¥¥¨¥¬, á®áâ®ïé¨¬ ¢ â®¬, çâ® ¢¬¥áâ® ¨£à�®ª¥ ¨á¯®«ì§®¢   â¥å¨ª ¯®«ìáª¨å á¥â¥©. �®«¥¥ á«®�®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á ¬®£® �¨«ì¢¥à  [23℄ ®á®¢ ®   â¥å¨ª¥ ä®àÄá¨£ ; ¯®å®�¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¨¢¥¤¥® �¨««¥à®¬ [21℄.



32 �.�. �������¬®�¥áâ¢®X = ⋂n ⋃s∈2n Xs ¥áâì ¨áª®¬®¥ á®¢¥àè¥®¥ ¬®�¥áâ¢® ¨§ ¯®¯ à® ¥íªÄ¢¨¢ «¥âëå â®ç¥ª.� á®� «¥¨î, ¬ë ¥ ¬®�¥¬ ãâ¢¥à�¤ âì, çâ® ¬®�¥áâ¢®H ãª § ®£® ¢¨¤  ¤¥©áâÄ¢¨â¥«ì® áãé¥áâ¢ã¥â { ¢ ¯®«ìáª®© â®¯®«®£¨¨. �â® â®â ¬®¬¥â, ª®£¤  â®¯®«®£¨¨ T (p)¢å®¤ïâ ¢ ¨£àã.�¥å¨ç¥áª ï ç áâì 1. �®-¯¥à¢ëå, ¯®áª®«ìªã E ∈ �11,  ©¤¥âáï p ∈ N â ª®¥, çâ® Eï¢«ï¥âáï�11 (p)-®â®è¥¨¥¬. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® E ¯à¨ ¤«¥�¨â�11 ; ¥á«¨ íâ® ä ªâ¨Äç¥áª¨ ¥ â ª, â® ¯à®áâ® ¯ à ¬¥âà p à ¢®¬¥à® ¯à¨áãâáâ¢ã¥â ¢ ¢ëª« ¤ª å, â.¥., áª Ä�¥¬, T ¬¥ï¥âáï   T (p) ¨ â.¯. (á¬. § ¬¥ç ¨¥ ¢ ª®æ¥ à §¤¥«  2.1).�ë ãª �¥¬ ¥¯ãáâ®¥ T -®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢®H â ª®¥, çâ® E ¨¬¥¥â ¯¥à¢ãî ª â¥£®Äà¨î  H2 = H ×H ¢ á¬ëá«¥T 2.� áãé®áâ¨, ¨¤¥ï ¢¥áì¬  ¯à®áâ : ã¤ «¨¬ â¥ ª« ááë E-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, ª®â®àë¥®âªàëâë ¢ â®¯®«®£¨¨ T . � ¯®«ìáª®© â®¯®«®£¨¨ íâ®â ®¬¥à ¥ ¯à®©¤¥â: ¥â ¨ª Äª®© £ à â¨¨, çâ® ¯®á«¥ ã¤ «¥¨ï ®âªàëâëå ª« áá®¢ ®áâ ¥âáï ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢®.� â®¯®«®£¨¨ � ¤¨{� àà¨£â® , ª ª ¬ë ã¢¨¤¨¬, ¢á¥ ¡ã¤¥â ¢ ¯®àï¤ª¥, ¡« £®¤ àï ¥¥¤¥áªà¨¯â¨¢ë¬ á¢®©áâ¢ ¬.�®�¥áâ¢® � àà¨£â®  H ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à ¢¥áâ¢®¬H = {x ∈ N : ¥â â ª®£®�11-¬®�¥áâ¢ B, çâ® x ∈ B ⊆ [x℄};£¤¥ [x℄ = [x℄E = {y : xE y} ¥áâì ª« áá E-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ x.� ¬¥â¨¬, çâ®H ¥¯ãáâ®; ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨ ç¥ ª �¤ë© E ª« áá ¡ë« ¡ë ®¡ê¥¤¨¥Ä¨¥¬�11-¬®�¥áâ¢,   ¯®áª®«ìªã¨¬¥¥âáï «¨èì áç¥â®¥ ç¨á«® ¯®á«¥¤¨å, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥E ¨¬¥«® ¡ë ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â®¥ ç¨á«® ª« áá®¢ { ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥¬ ¢ ç «¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .�¥¬¬  20. H ®âªàëâ® ¢ T ; ¡®«¥¥ â®£®, H ¯à¨ ¤«¥�¨â �11 .�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á ¬®¬ ¤¥«¥,(3) x ∈ H ←→ ∀B ∈ �11 (x ∈ B → ∃ y ∈ B x 6 E y):Ǒãáâì p = 0 = ! × {0} (â®�¤¥áâ¢¥ë© ®«ì, â.¥., áª �¥¬,�11 = �11(0)). �á¯®«ì§ãï¬®�¥áâ¢ W ¨Dn, ¤ ¢ ¥¬ë¥ ¯à¨æ¨¯®¬ 4 (ç áâì 1) à §¤¥«  1, ¬ë ¯à¨¢®¤¨¬ ¯à ¢ãîç áâì (3) ª ¢¨¤ã
∀n [W(0; n)&x ∈ Dn(0) → ∃ y (y ∈ Dn(0)&x 6 E y)]:�â® ¢ëà �¥¨¥ ¡¥§ âàã¤  ¬®�® ¯à¥®¡à §®¢ âì ª �11 , ¨á¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢  ¬®�¥áâ¢W ¨Dn.�¥¬¬  21. E ¨¬¥¥â ¯¥à¢ãî ª â¥£®à¨î   H2 ¢ á¬ëá«¥ T 2.



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 33�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë  ¯®¬¨¬, çâ® E ¥áâì �11, â.¥. ª®-áãá«¨áª®¥ ¬®�¥áâ¢®¢ ¯®«ìáª®© â®¯®«®£¨¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ¢ T . �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® E ¨¬¥¥â á¢®©áâÄ¢® �íà  ¢ á¬ëá«¥ T , â ª ª ª ¨§¢¥áâ®, çâ® á¢®©áâ¢® �íà  á®åà ï¥âáï ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨¨A-®¯¥à æ¨¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯® â¥®à¥¬¥ �« ¬ {�ãà â®¢áª®£® ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì,çâ® Hx = H ∩ [x℄ = {y ∈ H : xE y} ¨¬¥¥â ¯¥à¢ãî ª â¥£®à¨î ¢ á¬ëá«¥ T , ª ª®¢® ¡ë¨ ¡ë«® x ∈ H .� ª¨ ¢ëè¥,Hx ¨¬¥¥â á¢®©áâ¢®�íà  ¢ á¬ëá«¥T . � ç¨â, çâ®¡ë¯à®¢¥à¨âì, çâ®Hx¨¬¥¥â ¯¥à¢ãî T -ª â¥£®à¨î, ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì, çâ®Hx ¥ ¬®�¥â ¨¬¥âì ¢â®à®©ª â¥£®à¨¨ ¨   ª ª®¬ ¥¯ãáâ®¬�11 -¬®�¥áâ¢¥D ⊆ H .Ǒãáâì,  ¯à®â¨¢,Hx ¨¬¥¥â ¢â®àãî ª â¥£®à¨î ¢ á¬ëá«¥T   ¥¯ãáâ®¬�11-¬®�¥áÄâ¢¥ U ⊆ H . �®�¥áâ¢® D′ = (Hx ∩ U) × (Hx ∩ U) ¯«®â® ¢ U2 = U × U ¢ á¬ëá«¥T2 ¯® «¥¬¬¥ 14. � ª¨¬ ®¡à §®¬, D′ ¥¯ãáâ® ¯¥à¥á¥ª ¥â «î¡®¥ ¥¯ãáâ®¥ �11 -¬®�¥áÄâ¢® P ⊆ U2. � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ ¬®�¥áâ¢® P = {〈y; z〉 ∈ U2 : y 6 E z} ¥¯ãáâ®, â®P ∩D′ 6= ∅.�®¯ãáâ¨¬, çâ® 〈y; z〉 ∈ P ∩D′. �®£¤  ª ª y, â ª ¨ z ¯à¨ ¤«¥� âHx, â.¥. y E z, çâ®¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¯à¥¤¯®«®�¥¨î 〈y; z〉 ∈ P . �«¥¤®¢ â¥«ì®,   á ¬®¬ ¤¥«¥ P { ¯ãáâ®¥¬®�¥áâ¢®, ®âªã¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® U ⊆ [x℄.�® â®£¤  á ¬ ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ [x℄ ¯à¨ ¤«¥�¨â �11 , ¯®áª®«ìªã y Ex à ¢®Äá¨«ì® ∀ z [z ∈ U → z E y℄. �â ª, �11-¬®�¥áâ¢® U ¢ª«îç¥® ¢ �11 -¬®�¥áâ¢® [x℄.Ǒ® â¥®à¥¬¥ ®â¤¥«¨¬®áâ¨ (á«¥¤áâ¢¨¥ 3),  ©¤¥âáï �11-¬®�¥áâ¢® B â ª®¥, çâ® U ⊆B ⊆ [x℄. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ x′ ∈ U . �®£¤  x′ Ex, â.¥. ¬ë ¨¬¥¥¬ x′ ∈ B ⊆ [x′℄,®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® x′ =∈ H . �¤ ª® x′ ∈ U ⊆ H , ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.�¥å¨ç¥áª ï ç áâì 2. �®¤¨ä¨æ¨à®¢ ¢ à ááã�¤¥¨¥, ¯à¨¢¥¤¥®¥ ¢  ç «¥ ¤®ª § Äâ¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë, ¬ë ¯®áâà®¨¬ á®¢¥àè¥®¥ ¬®�¥áâ¢® X ¯®¯ à® E-¥íª¢¨¢ «¥âÄëå â®ç¥ª. �®¤¨ä¨ª æ¨ï á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¯®«ìáª ï á¥âì â®¯®«®£¨¨T § ¬¥¨â ¯®«Ä®âã ¯®«ìáª®© â®¯®«®£¨¨N .Ǒãáâì, ¯® ¤®ª § ®¬ã, E∩H2 ⊆ ⋃n Pn, £¤¥ ª �¤®¥ Pn ⊆ N 2 ¨£¤¥ ¥ ¯«®â®¢ T 2. Ǒãáâì {Xn : n ∈ !} { ¯®«ìáª ï á¥âì, ¤ ¢ ¥¬ ï «¥¬¬®© 9 ¤«ï â®¯®«®£¨¨ T .�¥ á®áâ ¢¨â ¡®«ìè®£® âàã¤  ¯®áâà®¨âì á¥¬¥©áâ¢®�11-¬®�¥áâ¢Xs ⊆ H (s ∈ 2<!),ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨ï¬ (a) ¨ (b) (á¬. ¢ëè¥) ¨ á«¥¤ãîé¥¬ã âà¥¡®¢ ¨î¢¬¥áâ® ():(′) ¥á«¨ s ∈ 2m, â®Xs ⊆ X ′s ¤«ï ¥ª®â®à®£®X ′s ∈ Xm.Ǒà¨ «î¡®¬ a ∈ 2! ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¬®�¥áâ¢ X ↾m, m ∈ !, á®¤¥à�¨â à®¢®®¤ã â®çªã xa ¢ ¯¥à¥á¥ç¥¨¨, â ª ª ª Xa↾m ∈ Xm. Ǒ® ¯®áâà®¥¨î, ¥á«¨ a 6= a′, â®
〈xa; xa′〉 =∈ Pm ¤«ï ¢á¥åm, â ª çâ® xa 6 E xa′ ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, xa 6= xa′ . �«¥¤®¢ â¥«ì®,¬®�¥áâ¢® X = {xa : a ∈ 2!} ¥áâì á®¢¥àè¥®¥ (¤ �¥ £®¬¥®¬®àä®¥ ª â®à®¢ã¤¨áª®â¨ãã¬ã) ¬®�¥áâ¢® ¯®¯ à® E-¥íª¢¨¢ «¥âëå â®ç¥ª.� ¬¥ç ¨¥ 22. � ¤¨¬ ªà âª®¥ ®¯¨á ¨¥ ª®áâàãªæ¨¨ ¬®�¥áâ¢  ¯®¯ à® ¥íªÄ¢¨¢ «¥âëå â®ç¥ª ¢ áâ âì¥ [12℄, £¤¥ ¤«ï ®¡¥á¯¥ç¥¨ï ¥¯ãáâ®âë ¯¥à¥á¥ç¥¨© ¢¤®«ìª �¤®£® ¯ãâ¨ a ∈ 2! ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¨£à �®ª¥.�ë áâà®¨¬ ¤¢  ¨¤¥ªá¨à®¢ ëå á¥¬¥©áâ¢  {Us : s ∈ 2<!} ¨ {Vs : s ∈ 2<!}¥¯ãáâëå �11-¯®¤¬®�¥áâ¢N â ª, çâ®¡ë, ¢®-¯¥à¢ëå, á¥¬¥©áâ¢® ¬®�¥áâ¢ Us ã¤®¢«¥Ä2 ���, â. 51, ¢ë¯. 3



34 �.�. �������â¢®àï«® ãá«®¢¨ï¬ (a), (b), (),  , ¢®-¢â®àëå, ¯à¨ «î¡®¬ a ∈ 2! ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì¬®�¥áâ¢Ua↾0 = U�; Va↾0 = V�; Ua↾1; Va↾1; Ua↾2; Va↾2; : : : ; Ua↾n; Va↾n; : : :®â¢¥ç «  ¢ë¨£àë¢ îé¥© áâà â¥£¨¨ ¨£à®ª  � ¢ ¨£à¥ �®ª¥ C〈N ;T 〉 (ª®â®àãî � ¨¬¥Ä¥â ¡« £®¤ àï «¥¬¬¥ 18).17 �®£¤  ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ Xa = ⋂n Va↾n ¥¯ãáâ®, ª ª®¢® ¡ë ¨¡ë«® a ∈ 2!;   á ¬®¬ ¤¥«¥, ¡« £®¤ àï ãá«®¢¨î (),  «®�¥®¬ã   ¤¨ ¬¥âàë, Xaá®¤¥à�¨â à®¢® ®¤ã â®çªã xa, ¨ â.¤.�â®è¥¨ï íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ª« áá  �11. �â®  ¯à ¢«¥¨¥ á¥©ç á ¢ë§ë¢ ¥â,¯®� «ã©,  ¨¡®«ìè¨© ¨â¥à¥á, ¯à¥¤« £ ï ¢¥áì¬  ¨â¥à¥áë¥ ¨ âàã¤ë¥ ¢®¯à®áë, ¢ç áâ®áâ¨, ¢ á¢ï§¨ á ¢®§¬®�®áâìî ¯®«ãç âì   «®£¨ â¥®à¥¬ë �¨«ì¢¥à .� á®� «¥¨î, á ¬  â¥®à¥¬  19 ¥ à á¯à®áâà ï¥âáï  �11-®â®è¥¨ï. � áá¬®âà¨¬¥¡®à¥«¥¢áª®¥�11-¬®�¥áâ¢®C ⊆ N , à §¡¨â®¥   ¡®à¥«¥¢áª¨¥ ª®áâ¨âã âëª ªC =⋃�<!1 C�. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®è¥¨¥ E ¯®áà¥¤áâ¢®¬xE y; ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ ∃� (x ∈ C�& y ∈ C�) ∨ (x =∈ C & y =∈ C):�â® �11-®â®è¥¨¥, ¥ ¤®¯ãáª îé¥¥ á®¢¥àè¥ëå ¬®�¥áâ¢ ¯®¯ à® ¥íª¢¨¢ «¥âÄëå â®ç¥ª á®£« á® ¯à¨æ¨¯ã ®£à ¨ç¥¨ï ª« áá¨ç¥áª®© ¤¥áªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¨, ®¨¬¥îé¥¥ ℵ1 (¥¯ãáâëå) ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.�íà¤�¥á [10℄ ãáâ ®¢¨«, çâ® ¤ ë© ¯à¨¬¥à ¤®áâ â®ç® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥: ¢®®¡é¥,®â®è¥¨¥ ª« áá  �11, ¤«ï ª®â®à®£® ¥â á®¢¥àè¥®£® ¬®�¥áâ¢  ¯®¯ à® ¥íª¢¨¢ Ä«¥âëåâ®ç¥ª { â ª¨¥ ®â®è¥¨ï  §ë¢ îâáïâ®ª¨¬¨ { ¨¬¥¥â6 ℵ1 ª« áá®¢íª¢¨¢ Ä«¥â®áâ¨. �® á¨å ¯®à ®áâ ¥âáï ®âªàëâë¬ ¢®¯à®á, ¢®§¬®�¥ «¨  ¡á®«îâë© á¯¨á®ªª« áá®¢.Ǒà¥¤áâ ¢«ï¥âáï �¥« â¥«ìë¬ (¨ ¥áâ¥áâ¢¥ë¬) á«¥¤ãîé¥¥. � áá¬®âà¨¬ âà §¨Äâ¨¢ë© ª« ááM ⊆ V ¢ â¥®à¥â¨ª®-¬®�¥áâ¢¥®¬ã¨¢¥àáã¬¥ V, ª®â®àë© á ¬ ï¢«ï¥âÄáï ¬®¤¥«ìî ZFC,  ¯à¨¬¥à, ª« áá L ¢á¥å ª®áâàãªâ¨¢ëå¬®�¥áâ¢. �ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« Ä£ âì â ª�¥, çâ®M ¯à ¢¨«ì® ¢ëç¨á«ï¥âℵ1, â.¥.ℵ1 = ℵM1 . (� ç¥ ¯®áâ ®¢ª  ¢®¯à®á â¥àï¥â á¬ëá«.) Ǒãáâì,  ª®¥æ, E ¥áâì â®ª®¥�11 -®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. �¥à®«¨, çâ® â®£¤  «î¡®© (¥¯ãáâ®©) ª« áá E ¨¬¥¥â ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï ¢M ? Ǒ®«®�¨â¥«ìë©®â¢¥â ¯®«ãç¥ �êñàâ®¬ [14℄ ¢ ¤¢ãå á«ãç ïå:1) V ¥áâì £¥¥à¨ç¥áª®¥ à áè¨à¥¨¥M ,2) ¥ª®â®àë© ¤¥à¨¢ â £¨¯®â¥§ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨§¬¥à¨¬®£® ª à¤¨ « ;®¤ ª® ®¡é¨© á«ãç © ®áâ ¥âáï ®âªàëâë¬.�áá«¥¤®¢ ¨¥ â®ª¨å �11-®â®è¥¨© áãé¥áâ¢¥® ®¡«¥£ç ¥âáï ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¬ë¤®¯®«¨â¥«ì® âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë ¢á¥ ª« ááë íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¡ë«¨ ¡®à¥«¥¢áª¨¬¨ ¬®Ä�¥áâ¢ ¬¨ ®£à ¨ç¥®£® à £  { â.¥. ¢á¥ ®¨ ¯à¨ ¤«¥� «¨ ¥ª®â®à®¬ã ®¤®¬ã ¡®à¥Ä«¥¢áª®¬ã ª« ááã�0� (� < !1); â ª¨¥ ®â®è¥¨ï  §ë¢ îâáï «ã§¨áª¨¬¨, ¯®áª®«ìªã17�®à¬ «ì® íâ® ®§ ç ¥â, çâ® Va↾n = � (Ua↾0; Ua↾1; : : : ; Ua↾n) ¯à¨ «î¡®¬ n, £¤¥ � { ¢ë¨£Äàë¢ îé ï áâà â¥£¨ï �.



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 35�.�. �ã§¨ ¡ë« ¨¨æ¨ â®à®¬ ¨å ¨§ãç¥¨ï.18 �®âï ¨ §¤¥áì ¥«ì§ï ãâ¢¥à�¤ âì, çâ®ª �¤®¥ «ã§¨áª®¥ �11-®â®è¥¨¥ ¨¬¥¥â «¨èì áç¥â® ¬®£® ª« áá®¢ (á®®â¢¥âáâ¢ãîÄé¨¥ ª®âà¯à¨¬¥àë ¡ë«¨ ãª § ë� ¬¨ [22℄), ®¤ ª® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ª« ááë ¤®¯ãáª îâ¢¯®«¥  ¡á®«îâãîã¬¥à æ¨î áç¥âë¬¨ ®à¤¨ « ¬¨. �®«¥¥ â®£®, ¢ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¨,çâ®N ∩ L[x℄ áç¥â® ¤«ï «î¡®£® x ∈ N , «î¡®¥ «ã§¨áª®¥ ¤ �¥�12-®â®è¥¨¥ ¨¬¥¥â«¨èì áç¥â® ¬®£® ª« áá®¢, á¬. [26℄ ¨ [3℄ (á¯¥æ¨ «ì® ¤«ï íª¢¨¢ «¥â®áâ¥©, ¯®à®�Ä¤ ¥¬ëå à §¡¨¥¨¥¬   ª®áâ¨âã âë).4. �« áá¨ä¨ª æ¨ï ¡®à¥«¥¢áª¨å ®â®è¥¨© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨�ë¯à®¤®«� ¥¬ ¨§«®�¥¨¥ à¥§ã«ìâ â®¢ ¯® ®â®è¥¨ï¬ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, ª®â®àë¥  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¤®¯ãáª îâ § ç¨â¥«ì® ¡®«¥¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìë©   «¨§, ç¥¬  «ìâ¥à â¨Ä¢  \áç¥â® ¬®£® ª« áá®¢ ¨«¨ á®¢¥àè¥®¥ ¬®�¥áâ¢® ¯®¯ à® ¥íª¢¨¢ «¥âëå â®Äç¥ª", ¯à¥¤áâ ¢«¥ ï ¢ à §¤¥«¥ 3. �â®â   «¨§ á¢ï§  á ¢®¯à®á ¬¨ áà ¢¥¨ï ¨ ª« áÄá¨ä¨ª æ¨¨ ®â®è¥¨© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.4.1. �£« �¥ë¥ ®â®è¥¨ï. �â®â â¨¯ ®â®è¥¨© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯à¨®¡à¥«¢ �®¥ § ç¥¨¥, ¢ ç áâ®áâ¨, ¢ á¢ï§¨ á ¥ª®â®àë¬¨ § ¤ ç ¬¨ â¥®à¨¨ £àã¯¯ ¡®à¥«¥¢Äáª¨å ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¨ â¥®à¨¨ ¬¥àë.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 23. �â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ E   ¯à®áâà áâ¢¥X  §ë¢ ¥âÄáï á£« �¥ë¬19, ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¡®à¥«¥¢áª ï äãªæ¨ï f :X → N â ª ï, çâ®xE y ←→ f(x) = f(y).�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, á£« �¥ë¥ ®â®è¥¨ï ®¡« ¤ îâ ¡®à¥«¥¢áª¨¬¨ ¨¢ à¨ â ¬¨.N ¬®�¥â ¡ëâì § ¬¥¥® «î¡ë¬ á®¢¥àè¥ë¬ ¯®«ìáª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬Y , ¯®áª®«ìªã¢á¥ íâ¨ ¯à®áâà áâ¢  ¡®à¥«¥¢áª¨ ¨§®¬®àäëN .� áâ® ¡ë¢ ¥â ¯®«¥§ë¬ á«¥¤ãîé¨© ªà¨â¥à¨©: E { á£« �¥®¥ ®â®è¥¨¥, ¥á«¨ ¨â®«ìª® ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â á¥¬¥©áâ¢® ¡®à¥«¥¢áª¨å ¬®�¥áâ¢ An â ª®¥, çâ® xE y ←→
∀n (x ∈ An ←→ y ∈ An) (à §¤¥«ïîé¥¥ á¥¬¥©áâ¢®).� íâ®© ª â¥£®à¨¨ ®â®áïâáï,  ¯à¨¬¥à, ¥ª®â®àë¥ ®â®è¥¨ï ¬¥�¤ã ¬ âà¨æ ¬¨,¢®§¨ª îé¨¥ ¨§ ¯à¨¢¥¤¥¨ï ª ª ª®©-«¨¡® ª ®¨ç¥áª®© ä®à¬¥.Ǒà¨¬¥à®¬ ¥ á£« �¥®£® ®â®è¥¨ï ¬®�¥â á«ã�¨âì ®â®è¥¨¥ �¨â «¨ EV  ¢¥é¥áâ¢¥®© ¯àï¬®© R. �â®¡ë ã¢¨¤¥âì, çâ® EV { ¥á£« �¥®¥ ®â®è¥¨¥,¤®¯ãáâ¨¬, çâ®,  ¯à®â¨¢, ¡®à¥«¥¢áª ï äãªæ¨ï f : R→ N ¤¥¬®áâà¨àã¥â á£« �¥Ä®áâì EV. �®£¤  ¢á¥ á¥ç¥¨ï P=x = {y : P (x; y)} = f−1(x) ¯«®áª®£® ¡®à¥«¥¢áª®£®¬®�¥áâ¢  P = {〈x; y〉 : f(y) = x} { â.¥. ª« ááë íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ �¨â «¨ { áç¥âë.Ǒ® ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¥¬¥ Ǒ.�. �®¢¨ª®¢ , P ¤®¯ãáª ¥â ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥P = ⋃n Pn, £¤¥ ¢á¥ Pn { ã¨ä®à¬ë¥ ¡®à¥«¥¢áª¨¥ ¬®�¥áâ¢ . � �¤®¥ ¨§ ¬®Ä�¥áâ¢ Xn = {y : ∃xPn(x; y)} ¯à¨ ¤«¥�¨â �11 (  á ¬®¬ ¤¥«¥ ¤ �¥ ¡®à¥«¥¢áª®¥),á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨§¬¥à¨¬® ¯® �¥¡¥£ã, ¨ R = ⋃nXn, ¡« £®¤ àï ç¥¬ã å®âï ¡ë ®¤®¨§ Xn ¨¬¥¥â ¥ã«¥¢ãî ¬¥àã. � ¤àã£®© áâ®à®ë, Xn ¨¬¥¥â ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ®¤ã18�¬. [4℄ ¨ [26℄ ®¡ ¨áâ®à¨¨ ¢®¯à®á .19Smooth, ¢  £«®ï§ëç®© «¨â¥à âãà¥. 2*



36 �.�. �������®¡éãî â®çªã á ª �¤ë¬ ª« áá®¬ EV-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, çâ® ¡ëáâà® ¯à¨¢®¤¨â ª¯à®â¨¢®à¥ç¨î ¯à¨ ¯®¬®é¨ à ááã�¤¥¨ï �¨â «¨.Ǒà¨¬¥à® â ª¨¬ �¥ á¯®á®¡®¬ ¬®�® ¤®ª § âì ¥á£« �¥®áâì   «®£  EV ¢ N ,®â®è¥¨ï(4)  E0 Æ ←→ ∃m ∀ k > m [(k) = Æ(k)℄  ª â®à®¢®¬ ¤¨áª®â¨ãã¬¥ D = 2!, ª®â®à®¥ ¢®®¡é¥ ¨£à ¥â ¯à¨æ¨¯¨ «ìãî à®«ì¢ ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ®â®è¥¨© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.4.2. �¨å®â®¬¨ï �«¨¬¬ {�ääà®á . �®ç¥¥, ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ® E0 ï¢«ï¥âáï \ ¨Ä¬¥ìè¨¬" áà¥¤¨ ¥á£« �¥ëå ¡®à¥«¥¢áª¨å ®â®è¥¨© { «î¡®¥ ¨§ ¨å ¢ ¨§¢¥áâ®¬á¬ëá«¥ á®¤¥à�¨â E0.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 24. Ǒãáâì E ¨ E′ { ®â®è¥¨ï íª¢¨¢ «¥â®áâ¨  X ¨ X ′, á®®âÄ¢¥âáâ¢¥®. Ǒ¨èãâ E 6 E′, ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¡®à¥«¥¢áª ïäãªæ¨ï f :X →X ′ â ª ï,çâ® xE y ←→ f(x)E′ f(y) ¤«ï ¢á¥å x; y ∈ X . (� ª ï äãªæ¨ï f , ¥á«¨ ®  áãé¥áâ¢ã¥â, §ë¢ ¥âáï à¥¤ãªæ¨¥© E   E′.)Ǒ¨èãâ E ⊑ E′, ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç ï (® ¥ ®¡ï§ â¥«ì® \ ")¡®à¥«¥¢áª ï äãªæ¨ï á â¥¬ �¥ á¢®©áâ¢®¬. (� ª ï äãªæ¨ï, ¥á«¨ ®  áãé¥áâ¢ã¥â,  Ä§ë¢ ¥âáï ¢«®�¥¨¥¬ E ¢ E′.)Ǒ®ïâ®, çâ® ¥á«¨ ¢ íâ®© á¨âã æ¨¨ E′ { á£« �¥®¥ ®â®è¥¨¥, â® E { â ª�¥ á£« Ä�¥®¥. �«¥¤®¢ â¥«ì®, «î¡®¥ ®â®è¥¨¥ E, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ E0 ⊑ E, ï¢«ï¥âáï ¥Äá£« �¥ë¬. �«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®, ¡®«¥¥ â®£®, ãá«®¢¨¥ E0 ⊑ E ï¢«ïÄ¥âáï å à ªâ¥à¨§ãîé¨¬ ¤«ï á¢®©áâ¢  ¥á£« �¥®áâ¨.�¥®à¥¬  25 (� àà¨£â®, �¥ªà¨á ¨ �ã¢® [12℄). 20 Ǒãáâì E { ¡®à¥«¥¢áª®¥ ®âÄ®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨   N . �®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®¤® ¨§ ¤¢ãå :(I) E { á£« �¥®¥ ®â®è¥¨¥;(II) E0 ⊑ E, ¯à¨ç¥¬ ¤ �¥ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¥¯à¥àë¢®© f .�âáî¤  ¬®�® ¯à®áâ® ¯®«ãç¨âì â¥®à¥¬ã �¨«ì¢¥à  (â¥®à¥¬  19) ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  E{ ¡®à¥«¥¢áª®¥,   ¥ â®«ìª® ª®-áãá«¨áª®¥ ®â®è¥¨¥.21 � á ¬®¬ ¤¥«¥, «¥£ª® áâà®¨âÄáï á®¢¥àè¥®¥ ¬®�¥áâ¢® ¯®¯ à® E0-¥íª¢¨¢ «¥âëå â®ç¥ª; ¯®íâ®¬ã ¢ á«ãç ¥ (II)E â ª�¥ ¨¬¥¥â á®¢¥àè¥®¥ ¬®�¥áâ¢® ¯®¯ à® ¥íª¢¨¢ «¥âëå â®ç¥ª. � ¤àã£®©áâ®à®ë, ¤¨å®â®¬¨ï â¥®à¥¬ë 19 ¤«ï á£« �¥ëå ¡®à¥«¥¢áª¨å ®â®è¥¨© «¥£ª® ¯à®Ä¢¥àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®.�â¬¥â¨¬, çâ® ª ª (I), â ª ¨ (II) ¨¬¥îâ ¥áª®«ìª® íª¢¨¢ «¥âëå ä®à¬ ¨ ¤¥à¨¢ Äâ®¢, ®â®áïé¨åáï ª £àã¯¯ ¬ ¡®à¥«¥¢áª¨å ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¨ â¥®à¨¨ ¬¥àë, á¬. [12℄,  â ª�¥ [16℄.� ª ¨ ¢ëè¥, â¥®à¥¬  à á¯à®áâà ï¥âáï   ¢á¥ ¯®«ìáª¨¥ ¯à®áâà áâ¢ .20� ¢ ¥¬ ï íâ®© â¥®à¥¬®© ¤¨å®â®¬¨ï ¡®à¥«¥¢áª¨å ®â®è¥¨© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§¢¥áâ  ¯®¤ §¢ ¨¥¬ ª« áá¨ä¨ª æ¨ï �«¨¬¬ {�ääà®á , ¯® ¨¬¥¨ ¬ â¥¬ â¨ª®¢, ¢¯¥à¢ë¥ ¯®«ãç¨¢è¨å à¥Ä§ã«ìâ â ¤«ï ®â®è¥¨© ª« áá  F�. �¬. áâ âìî [12℄ ¢ á¢ï§¨ á ¨áâ®à¨¥© ¢®¯à®á  ¨ à §«¨çë¬¨¯à¨«®�¥¨ï¬¨ ¢  «£¥¡à¥ ¨ â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ®áâ¥©.21� ¬ �¥ â¥®à¥¬  19¬®�¥â ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢   â ª: ¥á«¨�11-®â®è¥¨¥E ¨¬¥¥â ¥áç¥â®¬®£® ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, â® �(D) ⊑ E ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¥¯à¥àë¢®© f , £¤¥ �(D) { ®â®è¥Ä¨¥ à ¢¥áâ¢    ª â®à®¢®¬ ¤¨áª®â¨ãã¬¥D = 2!.



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 37�®ª § â¥«ìáâ¢®. 22 �â ª, ¯ãáâì E { ¡®à¥«¥¢áª®¥ ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ N . �®£¤ E ¯à¨ ¤«¥�¨â�11(p) ¤«ï ¥ª®â®à®£® p ∈ N . � ª ®¡ëç® ¢ â ª¨å á«ãç Äïå, ¬ë ¯à®¢®¤¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¨, çâ® E ¥áâì�11-®â®è¥¨¥; ¢ ®¡é¥¬á«ãç ¥ p à ¢®¬¥à® ¢å®¤¨â ¢ à ááã�¤¥¨ï, â ª çâ® áª �¥¬T ¬¥ï¥âáï  T (p) ¨ â.¯.�« ¢®© ¨¤¥¥© ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ï¢«ï¥âáï ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ ¢§ ¨¬®®â®è¥¨© ¬¥�¤ã E¨ E, § ¬ëª ¨¥¬ E ¢ â®¯®«®£¨¨ T 2 (ª®â®à ï,  ¯®¬¨¬, ¥áâì ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ª®Ä¯¨© T ). �®§¬®�® ®¤® ¨§ ¤¢ãå:�«ãç © 1: E = E. â.¥. E § ¬ªãâ® ¢ T 2.�«ãç © 2: E $ E.�ë à áá¬®âà¨¬ íâ¨ ¢®§¬®�®áâ¨ ¯® ®â¤¥«ì®áâ¨. �ª �¥âáï, çâ® ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥®â®è¥¨¥ E { á£« �¥®¥,   ¢® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ E0 ¬®�¥â ¡ëâì ¥¯à¥àë¢® ¢«®�¥®¢ E.4.3. �«ãç © § ¬ªãâ®£® ®â®è¥¨ï. �â ª, ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® E = E.�ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ [A℄E = {x : ∃ y ∈ A (xE y)} ¤«ï A ⊆ N (E- áëé¥¨¥ A). �®Ä�¥áâ¢® A  §ë¢ ¥âáï E-¨¢ à¨ âë¬, ª®£¤ A = [A℄E.�«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ¯® ¤®¡¨âáï ¤«ï ®æ¥ª¨ ¤¥áªà¨¯â¨¢®© á«®�®áâ¨ E.�¥¬¬  26. �á«¨ �11-¬®�¥áâ¢  A, B â ª®¢ë, çâ® [A℄E ∩ [B℄E = ∅, â® áãÄé¥áâ¢ã¥â E-¨¢ à¨ â®¥ �11-¬®�¥áâ¢® C, ®â¤¥«ïîé¥¥ [A℄E ®â [B℄E.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¯®«ì§ãï â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ® [A℄E ∈ �11 ¢áïª¨© à §, ª®£Ä¤  A ∈ �11 , ¨ â¥®à¥¬ã ®â¤¥«¨¬®áâ¨ (á«¥¤áâ¢¨¥ 3), ¬ë áâà®¨¬ ¢®§à áâ îéãî ¯®á«¥Ä¤®¢ â¥«ì®áâì ¬®�¥áâ¢ A = C0 ⊆ C1 ⊆ C2 ⊆ · · · â ª, çâ® Cn ¥áâì �11-¬®�¥áâ¢®,®â¤¥«ïîé¥¥ [Cn−1℄E ®â [B℄E ¯à¨ «î¡®¬ n. �¡ê¥¤¨¥¨¥ C = ⋃n Cn E-¨¢ à¨ â®¨ ®â¤¥«ï¥â [A℄E ®â [B℄E.�à §ã ¥ ¢¨¤®, ¯®ç¥¬ã C ¥áâì �11 (®ç¥¢¨¤® «¨èì, çâ® C { ¡®à¥«¥¢áª®¥ ¬®�¥áâÄ¢®), ®¤ ª® ¡®«¥¥ â®ª¨©   «¨§ (á¬. [12, «¥¬¬  5.1℄) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® â¥®à¥¬  ®â¤¥«¨Ä¬®áâ¨ ®¡« ¤ ¥â à ¢®¬¥à®áâìî, ¤®áâ â®ç®© ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯à®¢¥áâ¨ ¯®áâà®¥¨¥¢ ¢ à¨ â¥, £ à â¨àãîé¥¬ C ∈ �11.�¥¬¬  27. E { ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ª« áá  �11 .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á® «¥¬¬¥ 26, ¬ë ¨¬¥¥¬ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î T :(5) xE y ←→ ∀C ∈ �11 [C E -¨¢ à¨ â® → (x ∈ C → y ∈ C)]:�«¥¤®¢ â¥«ì®, (áç¥â®¥) á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ¨¢ à¨ âëå�11-¬®�¥áâ¢C ï¢«ï¥âáï à §Ä¤¥«ïîé¨¬. �® ¯à ¢ ï ç áâì (5) ¯à¨¢®¤¨âáï ª �11 -¢¨¤ã â ª¨¬ �¥ ®¡à §®¬, ª ª ¨ ¢¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ë 20, ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯à¨æ¨¯  4.�â ª, ¥á«¨ E = E, â.¥. E § ¬ªãâ® ¢ T 2, â® E { á£« �¥®¥ ®â®è¥¨¥.4.4. �«ãç © ¥§ ¬ªãâ®£® ®â®è¥¨ï. Ǒà®¤®«� ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥Ä¬ë 25, ¬ë â¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤ E $ E, ¨ ¤®ª �¥¬, çâ® íâ® ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥¢«¥ç¥â E0 ⊑ E.22�ë á«¥¤ã¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¢ [12℄. �¥ª®â®àë¥ â¥®à¥â¨ª®-à¥ªãàá¨¢ë¥ ä ªâë ã¤ «®áì í«¨Ä¬¨¨à®¢ âì. �®áâàãªæ¨ï, ®á®¢  ï ¢ [12℄   ¨£à¥�®ª¥, § ¬¥¥  ¯®«ìáª¨¬¨ á¥âï¬¨.



38 �.�. �������Ǒ®áª®«ìªã E ⊆ E, ª �¤ë© E-ª« áá [x℄E = {y : xE y} ¢ª«îç¥ ¢ E-ª« áá [x℄E =
{y : xE y}, ¯à¨ç¥¬ ¯® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ¨¬¥îâáï E-ª« ááë, á®¤¥à� é¨¥ ¡®«¥¥ ç¥¬®¤¨ E-ª« áá. � áá¬®âà¨¬ ®¡ê¥¤¨¥¨¥H = {x ∈ N : [x℄E 6= [x℄E} = {x : ∃ y (xE y&x 6 E y)}¢á¥å â ª¨å ª« áá®¢; H ∈ �11 , ¯®áª®«ìªã E ∈ �11 ¨ E ∈ �11 . �®�¥áâ¢® H ¨£à ¥â§¤¥áì â ªãî�¥ ª«îç¥¢ãî à®«ì, ª ª ¨ ¤àã£®¥ ¬®�¥áâ¢®H ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë�¨«ì¢¥à  19 ¢ëè¥.�¥¬¬  28. � á¬ëá«¥ â®¯®«®£¨¨ T 2, E ¯«®â® ¨ ¯¥à¢®© ª â¥£®à¨¨ ¢ (®âªàëÄâ®¬ ¢ E) ¬®�¥áâ¢¥ H2 ∩ E.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒ«®â®áâì ®ç¥¢¨¤ ; § ©¬¥¬áï ¯à®¢¥àª®© ãâ¢¥à�¤¥¨ï ® ª Äâ¥£®à¨¨. Ǒ®áª®«ìªã E { ¡®à¥«¥¢áª®¥ ¬®�¥áâ¢®, ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥ ¯à®â¨¢®£® ¤ ¥â ¯ Äàã �11 -¬®�¥áâ¢ A;B ⊆ H â ª¨å, çâ® (A × B) ∩ E 6= ∅, ¨ E ¨¬¥¥â ¢â®àãî ª â¥£®Äà¨î (â.¥. ï¢«ï¥âáï ¬®�¥áâ¢®¬, ¤®¯®«¨â¥«ìë¬ ª ¬®�¥áâ¢ã ¯¥à¢®© ª â¥£®à¨¨)  (A × B) ∩ E. Ǒà¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® A ⊆ [B℄E ¨ B ⊆ [A℄E (¥á«¨ íâ® ¥ â ª, â® § ¬¥¨¬ A  A ∩ [B℄E, ¨ â® �¥ ¤«ï B).�â¢¥à�¤ ¥âáï, çâ® A2 ∩ E ⊆ E; ¤àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, E ¨ E á®¢¯ ¤ îâ   A. �«ï¤®ª § â¥«ìáâ¢  à áá¬®âà¨¬ ¬®�¥áâ¢® E 3 = {〈x; y; z〉 : xE y E z} á â®¯®«®£¨¥©, ã Äá«¥¤®¢ ®© ¨§ T2+1 = T2 × T .� ªâ 29. 〈E 3;T2+1〉 ¨¬¥¥â á¢®©áâ¢® ¡íà®¢®áâ¨.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç® ãª § âì ¯®«ìáªãî á¥âì ¤«ï E3 ¢ â®¯®«®£¨¨,ã á«¥¤®¢ ®© ¨§ T2+1. �«ï íâ®£® ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ \£¥¥à¨ç¥áª¨¥" ¯®«ìáª¨¥ á¥â¨
{Xn : n ∈ !} ¨ {Zn : n ∈ !} â®¯®«®£¨© T2 ¨ T , ¤ ¢ ¥¬ë¥ «¥¬¬®© 9. �áª®¬ ïá¥âì {Pn : n ∈ !} ¤«ï E 3 § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: Pn ¥áâì á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å¥¯ãáâëå ¬®�¥áâ¢ ¢¨¤  P = (X × Z) ∩ E 3, £¤¥ X ∈ Xn ¨ Z ∈ Zn. Ǒà®¢¥à¨¬âà¥¡®¢ ¨ï ®¯à¥¤¥«¥¨ï 7.Ǒ«®â®áâì. Ǒãáâì �11 -¬®�¥áâ¢  X ⊆ N 2 ¨ Z ⊆ N â ª®¢ë, çâ® ¬®�¥áâ¢®P = (X × Z) ∩ E 3 ¥¯ãáâ®. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ X ′ ∈ Xn, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥X ′ ⊆ X ∩ ([Z℄E × [Z℄E),   § â¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ Z′ ∈ Zn â ª®¥, çâ® Z′ ⊆ X ∩ [X ′℄E;â®£¤  P ′ = (X ′ × Z′) ∩ E 3 ¯à¨ ¤«¥�¨â Pn ¨ P ′ ⊆ P .�®¬¯ ªâ®áâì. Ǒãáâì Pm = (Xm × Zm) ∩ E3 ∈ Pm ¤«ï ª �¤®£® m ¨ ¢á¥ª®¥çë¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¥¯ãáâë. �¬¥¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ ï âà®©ª  〈x; y; z〉 ∈ N 3 â ª ï,çâ® 〈x; y〉 ∈Xn ¨ z ∈ Zn ¤«ï ¢á¥å n. Ǒà®¢¥à¨¬, çâ® 〈x; y; z〉 ∈ E 3. Ǒãáâì,  ¯à®â¨¢,áª �¥¬, x 6 E z. Ǒ® «¥¬¬¥ 26 áãé¥áâ¢ã¥â E-¨¢ à¨ â®¥ �11-¬®�¥áâ¢® C, ¤«ïª®â®à®£® x ∈ C ¨ z =∈ C. �« £®¤ àï \£¥¥à¨ç®áâ¨" á¥â¥© {Xn} ¨ {Zn},  ©¤ãâáïç¨á«  m, n â ª¨¥, çâ® Zm ∩ C = ∅ ¨ Xn ⊆ C ×N . �® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ Pn ∩ Pm¯ãáâ® { ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.Ǒà®¤®«� ï¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ª«îç¥¨ïA2∩E ⊆ E, ¬ëâ¥¯¥àìà áá¬®âà¨¬T2+1-®â-ªàëâ®¥ ¢ E 3 ¨ ¥¯ãáâ®¥ ¯® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ¬®�¥áâ¢®P = {

〈x; y; z〉 ∈ E 3 : x ∈ A& y ∈ A& z ∈ B}:



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 39Ǒ®«¥¬¬¥ 15 ®â®¡à �¥¨ïE3 ¢E 2, § ¤ ë¥ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ 〈x; y; z〉 7→ 〈x; z〉¨ 〈x; y; z〉 7→
〈y; z〉 ®âªàëâë,   § ç¨â, á®£« á® ¢ë¡®àãA ¨B, ¬®�¥áâ¢ R = {〈x; y; z〉 ∈ P : xE z}¨ S = {〈x; y; z〉 ∈ P : y E z} ¨¬¥îâ T2+1-¢â®àãî ª â¥£®à¨î ¢ P . �á«¨ â¥¯¥àì ¤®¯ãáÄâ¨âì ¯à®â¨¢®¥, â.¥. A2 ∩ E 6⊆ E, â® ¬®�¥áâ¢® Q = {〈x; y; z〉 ∈ P : x 6 E y} ®ª �¥âáï¥¯ãáâë¬. �® Q ®âªàëâ® ¢ T2+1, â ª ª ª P ®âªàëâ®,   E ∈ �11. Ǒ®íâ®¬ã Q ¥¯ãáâ®¯¥à¥á¥ª ¥âáï á R ∩ S (¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¡íà®¢®áâì â®¯®«®£¨¨) { ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.�â ª, ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥, E á®¢¯ ¤ ¥â á E   A. Ǒà®áâ®¥ à ááã�¤¥¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®[A℄E = [A℄E. (� ç¥ �11 -¬®�¥áâ¢® A′ = [A℄E \ [A℄E ¥¯ãáâ®, â.¥. (A′ × A) ∩ E â ª�¥¥¯ãáâ®. �®£¤  (A′×A)∩E 6= ∅, ¯®áª®«ìªãE ï¢«ï¥âáï § ¬ëª ¨¥¬E { ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.)�® íâ®£® ¥ ¬®�¥â ¡ëâì, â ª ª ªA ⊆ H .4.5. �«®�¥¨¥ E0 ¢ E. �ë ¯à®¤®«� ¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë (á«ãç © E $ E).�®£« á® «¥¬¬¥ 28, ¨¬¥¥âáï ã¡ë¢ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì T 2-®âªàëâëå ¢ N 2¬®�¥áâ¢Wn ⊆ H2 â ª¨å, çâ® ª �¤®¥Wn ∩ E¯«®â® ¢ á¬ëá«¥T 2 ¢H2∩E¨¯¥à¥á¥ç¥Ä¨¥ E∩⋂nWn ¯ãáâ®. �®�® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¤¨ £® «ì �(H) = {〈x; x〉 : x ∈ H}¤¨§êîªâ  á W0 (¨ ç¥ § ¬¥¨¬ ¢á¥ Wn à §®áâï¬¨ Wn \ �; � § ¬ªãâ® ¤ �¥ ¢¯®«ìáª®© â®¯®«®£¨¨).�«®�¥¨¥ E0 ¢ E, ª®â®à®¥ ¬ë ¯à¥¤áâ ¢¨¬, ®á®¢ ®   â®© �¥ ¨¤¥¥, çâ® ¨ ª« áá¨Äç¥áª®¥ ¯®áâà®¥¨¥ ¢ áâ âì¥ � àà¨£â® , �¥ªà¨á  ¨ �ã¢® [12℄. �¤ ª® ¬ë § ¬¥¨¬¨£àë �®ª¥ (£« ¢ë© ¨áâàã¬¥â ®¡¥á¯¥ç¥¨ï ¥¯ãáâ®âë ¯¥à¥á¥ç¥¨© ¢¤®«ì ¢¥â¢¥©à áé¥¯«¥¨ï) ¯®«ìáª¨¬¨ á¥âï¬¨, çâ® ¥áª®«ìª® ã¯à®é ¥â ¢ëª« ¤ª¨. � ç¥¬ á ¥ª®Äâ®àëå ®¯à¥¤¥«¥¨©.Ǒãáâì P ⊆ N 2; ¯®«®�¨¬ pr1 P = {x : ∃ y P (x; y)} ¨ pr2 P = {y : ∃xP (x; y)}.ǑãáâìX;Y ⊆ N ¨ R ⊆ N 2. �ë ¯¨è¥¬X RY , ª®£¤ 

∀x ∈ X ∃ y ∈ Y (xR y) ¨ ∀ y ∈ Y ∃x ∈ X (xR y):�®£« á® «¥¬¬¥ 9 ¨¬¥îâáï ¯®«ìáª¨¥ á¥â¨ {Xm : m ∈ !} ¨ {Pm : m ∈ !} ¤«ïâ®¯®«®£¨© T  N ¨ T2  N 2, á®®â¢¥âáâ¢¥®. �ë ¯®«®�¨¬X ∗n = {X : X ¥áâì ¥¯ãáâ®¥�11 -¬®�¥áâ¢® ¨ ∃X ′ ∈Xn (X ⊆ X ′)}¨   «®£¨ç® ®¯à¥¤¥«¨¬P∗n ¨§Pn.�ã¤¥â ¯®áâà®¥® á¥¬¥©áâ¢®�11-¬®�¥áâ¢Xu (u ∈ 2<!) â ª¨å, çâ®(a) Xu ∈X ∗n−1 ¨Xu∧i ⊆ Xu ⊆ H ¤«ï ¢á¥å n ¨ ¢á¥å u ∈ 2n ¨ i = 0; 1.(�ë  ¯®¬¨¬, çâ® 2n ®¡®§ ç ¥â á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© 0 ¨ 1 ¤«¨Äë n,   2<! = ⋃n∈! 2n.) �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® a ∈ 2! ¯¥à¥á¥ç¥¨¥⋂n∈!Xa↾n á®¤¥à�¨â ¥¤¨áâ¢¥ãî â®çªã, ®¡®§ ç ¥¬ãî ¨�¥ ç¥à¥§ '(a), ¨ ®â®¡à Ä�¥¨¥ ' ¥¯à¥àë¢® ¢ á¬ëá«¥ ¯®«ìáª®© â®¯®«®£¨¨.�â®¡ë ®¡¥á¯¥ç¨âì ¢§ ¨¬ãî ®¤®§ ç®áâì ' ¨ ¤«ï ¥ª®â®àëå ¤àã£¨å  ¤®¡®áÄâ¥©, ¥®¡å®¤¨¬® ¥é¥ ®¤® âà¥¡®¢ ¨¥ { ª ¯ à ¬ u; v ∈ 2<!.(b) Xu × Xv ⊆ Wn−1 ¤«ï ¢á¥å n ¨ ª �¤®© ¯ àë u; v ∈ 2n â ª®©, çâ® u(n − 1) 6=v(n− 1) (â.¥. ¯®á«¥¤¨¥ ç«¥ë u ¨ v à §«¨çë).



40 �.�. �������� ¬¥â¨¬, çâ® '(a) 6= '(b) ¯à¨ a 6= b ∈ 2!, ¯®áª®«ìªãW0 ¤¨§êîªâ® á �; á«¥¤®¢ Äâ¥«ì®, ' ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç .� ¬ ¯®âà¥¡ãîâáï ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ ¢§ ¨¬®á¢ï§¨¬¥�¤ã ¥ª®â®àë¬¨ ¯ à ¬¨ 〈u; v〉,çâ®¡ë ®¡¥á¯¥ç¨âì ¯à ¢¨«ì®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ¬¥�¤ã ¢¥â¢ï¬¨ ¢ 2<! ¨ ¢ ª®¥ç®¬ áç¥Äâ¥ ãáâ ®¢¨âì, çâ® E0 ⊑ E ¯®áà¥¤áâ¢®¬ '.Ǒãáâì u; v ∈ 2n. �ª �¥¬, çâ® u; v ¥áâì ªà¨â¨ç¥áª ï ¯ à , ¥á«¨ u = 0k∧0∧r ¨v = 0k∧1∧r ¤«ï ¥ª®â®à®£® k < n (0k ¥áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨§ k ã«¥©) ¨ ª ª®£®-â®r ∈ 2n−k−1 (¢®§¬®�®, k = n− 1, â®£¤  r = �).� ª¨¬ ®¡à §®¬,¬ë ¯®áâà®¨¬�11 -¬®�¥áâ¢ Ruv ¤«ï ¢á¥å ªà¨â¨ç¥áª¨å ¯ à u; v, â ªçâ® ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ âà¥¡®¢ ¨ï.() pr1 Ruv = Xu, pr2 Ruv = Xv , Ru∧i;v∧i ⊆ Ruv, ª ª®¢ë ¡ë ¨ ¡ë«¨ ªà¨â¨ç¥áª ï¯ à  u; v ∈ 2n ¨ i ∈ {0; 1}.(d) Ruv ∈P∗n−1 ¤«ï «î¡®© ªà¨â¨ç¥áª®© ¯ àë u; v ∈ 2n.(e) �«ï ª �¤®£® k ¬®�¥áâ¢® Rk = R0k∧0;0k∧1 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â Rk ⊆ E.� ¬¥â¨¬, çâ® u∧i; v∧i ¡ã¤¥â ªà¨â¨ç¥áª®© ¯ à®© ¢áïª¨© à §, ª®£¤  u; v { ªà¨â¨ç¥áª ï¯ à . �¤ ª® ¯ à  u∧i; v∧j ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ªà¨â¨ç¥áª®© ¯à¨ i 6= j (ªà®¬¥ á«ãç ï u =v = 0k ¤«ï ¥ª®â®à®£® k).� ¬¥ç ¨¥ 30. �á«®¢¨¥ () ¢«¥ç¥â Xu RuvXv,   â®£¤  ¨ Xu EXv á®£« á® (e),¤«ï ¢á¥å ªà¨â¨ç¥áª¨å ¯ à u; v. Ǒ®áª®«ìªã«î¡ ï ¯ à u; v ∈ 2n ¬®�¥â ¡ëâì á®¥¤¨¥ ª®¥ç®©ª¥¯®çª®©ªà¨â¨ç¥áª¨å ¯ à ¢ 2n, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ®Xu EXv, á«¥¤®¢ â¥«ì®,Xu EXv ¤«ï ¢á¥å ¯ à u; v ∈ 2n.Ǒà®¢¥à¨¬, çâ® ãá«®¢¨ï (){(e) ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ E0 ⊑ E ¯®áà¥¤áâ¢®¬ '.�®ª �¥¬, çâ® aE0 b ¢«¥ç¥â'(a)E'(b). �®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì á«ãç ©, ª®£¤  a =0k∧0∧ ¨ b = 0k∧1∧ ¤«ï ª ª¨å-â®  ∈ ! ¨ k ∈ 2!, ¯®áª®«ìªã «î¡ ï ¯ à  u; v ∈ 2n ¬®Ä�¥â ¡ëâì á¢ï§   ¢ 2n æ¥¯ìî ªà¨â¨ç¥áª¨å ¯ à. Ǒ¥à¥á¥ç¥¨¥⋂n∈! R0k∧0∧↾n;0k∧1∧↾n¥¯ãáâ® ¡« £®¤ àï (d), ® ¯®áª®«ìªã Ruv ⊆ Xu × Xv, ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¥ ¬®�¥â ¡ëâìç¥¬-«¨¡®¨ë¬,ªà®¬¥ â®çª¨ 〈'(a); '(b)〉. � ç¨â, 〈'(a); '(b)〉 ∈ Rk, ®âªã¤ '(a)E'(b)á®£« á® (e).�ë ¤®ª §ë¢ ¥¬, çâ® a 6 E 0 b ¢«¥ç¥â '(a) 6 E '(b). � á ¬®¬ ¤¥«¥, a 6 E 0 b ®§ ç ¥â,çâ® a(n) 6= b(n) ¤«ï ¡¥áª®¥ç® ¬®£¨å n; â®£¤  〈'(a); '(b)〉 ∈ Wn ¤«ï ¡¥áª®¥ç®¬®£¨å n ¡« £®¤ àï (b), â.¥. ä ªâ¨ç¥áª¨ ¤«ï ¢á¥å n, â ª ª ª ¬®�¥áâ¢  Wn ã¡ë¢ Äîâ. �ë § ª«îç ¥¬, çâ® '(a) 6 E '(b), ¨¡® E ¥ ¨¬¥¥â ®¡é¨å â®ç¥ª á ¯¥à¥á¥ç¥¨¥¬ ¬®Ä�¥áâ¢Wn.�â ª, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 25 ®áâ ¥âáï ¯®áâà®¨âì ¬®�¥áâ¢  Xu ¨ Ruv ,ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ âà¥¡®¢ ¨ï¬ (a){(e). Ǒ¥à¥¤ â¥¬ ª ª  ç âì á®¡áâ¢¥® ¯®áâà®¥¨¥,¤®ª �¥¬ ¯®«¥§ãî ª®¬¡¨ â®àãî «¥¬¬ã.�¥¬¬  31. Ǒãáâì n ∈ ! ¨ {Xu : u ∈ 2n} { á¥¬¥©áâ¢® ¥¯ãáâëå �11-¬®-�¥áâ¢. Ǒãáâì ¤®¯®«¨â¥«ì® ¤«ï ª �¤®© ªà¨â¨ç¥áª®© ¯ àë u; v ∈ 2n § ¤ ®�11-¬®�¥áâ¢® Ruv ⊆ N 2, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ Xu RuvXv.1. �á«¨ u0 ∈ 2n ¨ X ′ ⊆ Xu0 ¥áâì ¥¯ãáâ®¥ �11-¬®�¥áâ¢®, â® ¨¬¥îâáï¥¯ãáâë¥ �11-¬®�¥áâ¢  Yu ⊆ Xu (u ∈ 2n) â ª¨¥, çâ®, ¯®-¯à¥�¥¬ã ,Yu Ruv Yv ¤«ï ¢á¥å ªà¨â¨ç¥áª¨å ¯ à u; v ¨ Yu0 = X ′.



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 412. �á«¨ u0; v0 ∈ 2n { ªà¨â¨ç¥áª ï ¯ à , ¨ ¥¯ãáâë¥ �11-¬®�¥áâ¢  X ′ ⊆Xu0 ¨ X ′′ ⊆ Xv0 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ X ′ Ru0v0 X ′′, â® ¬®�® ¯®¤®¡à âì ¥Ä¯ãáâë¥ �11-¬®�¥áâ¢  Yu ⊆ Xu (u ∈ 2n) â ª¨¥, çâ®, ¯®-¯à¥�¥¬ã ,Yu Ruv Yv ¤«ï ¢á¥å ªà¨â¨ç¥áª¨å ¯ à u; v ¨ Yu0 = X ′, Yv0 = X ′′.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬¥â¨¬, çâ® 1 á«¥¤ã¥â ¨§ 2: ¢®§ì¬¥¬ «î¡®¥ v0 â ª®¥ çâ® ®¤ ¨§ ¯ à 〈u0; v0〉, 〈v0; u0〉 { ªà¨â¨ç¥áª ï, ¨ ¯®«®�¨¬, á®®â¢¥âáâ¢¥®,X ′′ = {y ∈ Xv0 :
∃x ∈ X ′ (xRu0v0 y)} ¨«¨X ′′ = {y ∈ Xv0 : ∃x ∈ X ′ (yRv0u0 x)}.�â¢¥à�¤¥¨¥ 2 ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® n.�á«¨ n = 1 { â®£¤  u0 = 〈0〉 ¨ v0 = 〈1〉 { ¯®«®�¨¬ Yu0 = Y ′ ¨ Yv0 = Y ′′.� £ ¨¤ãªæ¨¨. �ë ¤®ª §ë¢ ¥¬ «¥¬¬ã ¤«ï n + 1, ¯à¥¤¯®« £ ï, çâ® ®  ã�¥¤®ª §   ¤«ï n, n > 1. � §¤¥«¨¬ ¬®�¥áâ¢® 2n+1   ¤¢¥ ç áâ¨, U0 = {s∧0 : s ∈ 2n}¨ U1 = {s∧1 : s ∈ 2n}, á¢ï§ ë¥ ¥¤¨áâ¢¥®© ªà¨â¨ç¥áª®© ¯ à®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìÄ®áâ¥© û = 0n∧0 ¨ v̂ = 0n∧1.Ǒà¥¤¯®«®�¨¬, çâ® u0 = û ¨ v0 = v̂. Ǒà¨¬¥¨¬ ¨¤ãªâ¨¢®¥ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥ (¢ Äà¨ â 1) ®â¤¥«ì® ª á¨áâ¥¬¥ {Xu : u ∈ U0} ¨ ¬®�¥áâ¢ã X ′ ⊆ Xu0 ¨ ª á¨áâ¥¬¥
{Xu : u ∈ U1} ¨ ¬®�¥áâ¢ã X ′′ ⊆ Xv0 . �®¥¤¨¨¢ à¥§ã«ìâ âë ¢¬¥áâ¥, ¯®«ãç¨¬ á¨áÄâ¥¬ã �11 -¬®�¥áâ¢ Yu ⊆ Xu (u ∈ 2n+1) â ªãî, çâ® Yu Ruv Yv ¤«ï ¢á¥å ªà¨â¨ç¥áª¨å¯ à 〈u; v〉, ¢®§¬®�®, §  ¨áª«îç¥¨¥¬ ¯ àë u = u0 = û, v = v0 = v̂, ¨ ¤®¯®«¨â¥«ì®Yu0 = X ′ ¨ Yv0 = X ′′. � ª®¥æ, ®â¬¥â¨¬, çâ® Ybu Rbubv Ybv ¯® ¢ë¡®àãX ′ ¨ Y ′.� áá¬®âà¨¬ ¢â®à®© á«ãç ©: u0 ¨ v0 ¯à¨ ¤«¥� â ®¤®© ¨ â®© �¥ ç áâ¨, áª Ä�¥¬, U0. Ǒà¨¬¥¨¢ ¨¤ãªâ¨¢®¥ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥ (¢ à¨ â 2) ª á¨áâ¥¬¥ {Xu : u ∈ U0}¨ ¬®�¥áâ¢ ¬ X ′ ⊆ Xu0 ¨ X ′′ ⊆ Xv0 , ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã ¥¯ãáâëå �11-¬®�¥áâ¢Yu ⊆ Xu (u ∈ U0); ¢ ç áâ®áâ¨, �11 -¬®�¥áâ¢® Ybu ⊆ Xbu. �¥¯¥àì ¯®«®�¨¬Ybv = {y ∈ Xbv : ∃x ∈ Ybu (xRbubv y)}, â ª çâ® Ybu Rbubv Ybv , ¨ ¯à¨¬¥¨¬ ¨¤ãªâ¨¢®¥¯à¥¤¯®«®�¥¨¥ (¢ à¨ â 1) ª á¥¬¥©áâ¢ã {Xv : v ∈ U1} ¨ ¬®�¥áâ¢ã Ybv ⊆ Xbv.4.6 Ǒ®áâà®¥¨¥ à áé¥¯«ïîé¥©áï á¨áâ¥¬ë. � ç¨ ï ¯®áâà®¥¨¥ ¬®�¥áâ¢Xu ¨ Ruv, ¬ë ¯®« £ ¥¬X� = H .�®¯ãáâ¨¬, çâ® á¨áâ¥¬  ¬®�¥áâ¢ Xs (s ∈ 2n) ¨ ®â®è¥¨© Rst ¤«ï ªà¨â¨ç¥áª¨å¯ à s; t ∈ 2k, k 6 n, ã�¥ ®¯à¥¤¥«¥ë; ¯à®¤®«�¨¬ ª®áâàãªæ¨î   ãà®¢¥ì n+ 1.� ç «  ¬ë ®¯à¥¤¥«¨¬ As∧i = Xs ¤«ï ¢á¥å s ∈ 2n ¨ i ∈ {0; 1},   â ª�¥ Quv = Rst¤«ï ª �¤®© ªà¨â¨ç¥áª®© ¯ àë u = s∧i, v = t∧i ¢ 2n+1, ªà®¬¥ ¯ àë û = 0n∧0, v̂ =0n∧1; ¤«ï ¯®á«¥¤¥© (§ ¬¥â¨¬, çâ® Abu = Abv = X0n) ®¯à¥¤¥«¨¬ Qbubv = E, â ª çâ®AuQuv Av ¢ë¯®«¥® ¤«ï ¢á¥å ªà¨â¨ç¥áª¨å ¯ à u; v ∈ 2n+1.�®�¥áâ¢ Au ¨Quv ¡ã¤ãâ ã¬¥ìè¥ë ¢ ¥áª®«ìª® ¯à¨¥¬®¢, çâ®¡ë ã¤®¢«¥â¢®à¨âìãá«®¢¨ï (a){(e).Ǒ®á«¥ 2n+1 è £®¢ ¯à¨¬¥¥¨ï «¥¬¬ë 31 (¢ à¨ â 1) ¨¬¥¥¬ á¨áâ¥¬ã ¥¯ãáâëå�11 -¬®�¥áâ¢ Bu ⊆ Au, Bu ∈ X ∗n (u ∈ 2n+1), ¢ë¯®«ïîé¨å BuQuv Bv ¤«ï ª �¤®©ªà¨â¨ç¥áª®© ¯ àë u; v ¢ 2n+1. �â® ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â (a).�â®¡ë £ à â¨à®¢ âì (b), à áá¬®âà¨¬ «î¡ãî ¯ àã u0 = s∧0 0, v0 = t∧0 1, £¤¥s0; t0 ∈ 2n. �®£« á® § ¬¥ç ¨î 30 ¨ T 2-¯«®â®áâ¨ T 2-®âªàëâ®£® ¬®�¥áâ¢ Wn ¢ H2 ∩ E, áãé¥áâ¢ãîâ ¥¯ãáâë¥ �11 -¬®�¥áâ¢  B′ ⊆ Bu0 ¨ B′′ ⊆ Bv0 â ª¨¥,çâ® B′ × B′′ ⊆ Wn ¨ P = (B′ × B′′) ∩ E ¥¯ãáâ®. �®�® ¯à¥¤¯®«®�¨âì, çâ®pr1 P = B′ ¨ pr2 P = B′′ (¥á«¨ íâ® ¥ â ª, ¯®«®�¨¬ B′ = pr1 P ¨ B′′ = pr2 P ).



42 �.�. �������� íâ®¬ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¨ B′ EB′′. �¥¯¥àì ¯à¨¬¥¨¬ «¥¬¬ã 31 (¢ à¨ â 1) ®â¤¥«ì®ª á¥¬¥©áâ¢ ¬ {Bs∧0 : s ∈ 2n} ¨ {Bt∧1 : t ∈ 2n} (áà. á ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ «¥¬¬ë 31)¨ ¬®�¥áâ¢ ¬ B′ ⊆ Bs∧0 0, B′′ ⊆ Bt∧0 1, á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®¥¤¨¨¢ à¥§ã«ìâ âë, ¬ë¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã ¥¯ãáâëå �11 -¬®�¥áâ¢ B′u ⊆ Bu (u ∈ 2n+1) â ª¨å, çâ® B′u0 = B′,B′v0 = B′′, â.¥. B′u0 × B′v0 ⊆ Wn, ¨ ¢áñ ¥é¥ B′uQuv B′v ¤«ï ¢á¥å ªà¨â¨ç¥áª¨å ¯ àu; v ¢ 2n+1, ¢®§¬®�®, §  ¨áª«îç¥¨¥¬ ¯ àë û = 0n∧0, v̂ = 0n∧1, ¥¤¨áâ¢¥®© á®Ä¥¤¨ïîé¥© ¤¢¥ ®¡« áâ¨. �«ï íâ®© ®á®¡®© ¯ àë, § ¬¥â¨¬, çâ® B′
bu EB′u0 ¨ B′

bv EB′v0(§ ¬¥ç ¨¥ 30 à ¡®â ¥â ¢ ª �¤®© ¨§ ¤¢ãå ®¡« áâ¥©), â ª çâ® B′
bu EB′

bv , ¯®áª®«ìªãB′ EB′′. � ª®¥æ,   ¤ ë© ¬®¬¥â Qbubv ¥áâì E ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â,çâ® B′
buQbubv B′

bv.Ǒ®á«¥ 2n+1 è £®¢ (ç¨á«® ¯ à u0; v0, ª®â®àë¥ ã�® à áá¬®âà¥âì) ¬ë ¯®«ãç ¥¬á¨áâ¥¬ã ¥¯ãáâëå�11 -¬®�¥áâ¢Cu ⊆ Bu (u ∈ 2n+1) â ªãî, çâ®Cu×Cv ⊆ Wn ¢áïª¨©à §, ª®£¤  u(n) 6= v(n),   â ª�¥ CuQuv Cv ¤«ï ¢á¥å ªà¨â¨ç¥áª¨å ¯ à u; v ∈ 2n+1.�¥¯¥àì á âà¥¡®¢ ¨¥¬ (b) ¢á¥ ¢ ¯®àï¤ª¥.�¡¥á¯¥ç¨¬ (e) ¤«ï ¯ àë û = 0n∧0, v̂ = 0n∧1. �  ¤ ë© ¬®¬¥â,Qbubv = E. �á¯®«ìÄ§ãï â®, çâ® ET 2-¯«®â® ¢ E ¨ Cbu ECbv , ¬ë  å®¤¨¬, çâ® ¬®�¥áâ¢®Q = (Cbu ×Cbv) ∩ E¥¯ãáâ®. � áá¬®âà¨¬ �11 -¬®�¥áâ¢  C′ = pr1Q (⊆ Cbu) ¨ C′′ = pr2Q (⊆ Cbv); ïáÄ®, çâ®C′ QC′′, ®âªã¤ C′Qbubv C′′. �¥¬¬  31 (¢ à¨ â 2) ¯à¨®á¨â á¨áâ¥¬ã ¥¯ãáâëå�11 -¬®�¥áâ¢ Du ⊆ Cu (u ∈ 2n+1) â ªãî, çâ® ¢á¥ ¥é¥ DuQuv Dv ¤«ï ¢á¥å ªà¨â¨Äç¥áª¨å ¯ à u; v ¢ 2n+1 ¨ Dbu = C′, Dbv = C′′. �ë ¯¥à¥®¯à¥¤¥«ï¥¬ Qbubv ¯®áà¥¤áâ¢®¬Qbubv = Q; á®®â®è¥¨¥DbuQbubv Dbv ¯à¨ íâ®¬ á®åà ï¥âáï.� ª®¥æ, ®¡¥á¯¥ç¨¬ () ¨ (d). � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî ªà¨â¨ç¥áªãî ¯ àãu0 = s∧0 0, v0 = t∧0 1 ¢ 2n+1. �®�¥áâ¢® Q′ = Qu0v0 ∩(Du0 × Dv0) ¥áâì ¥¯ãáÄâ®¥ (â ª ª ª Du0 Qu0v0 Dv0) �11 -¯®¤¬®�¥áâ¢® Qu0v0 . �®§ì¬¥¬ «î¡®¥ ¥¯ãáâ®¥�11 -¬®�¥áâ¢® Q ⊆ Q′, ¯à¨ ¤«¥� é¥¥ P∗n. Ǒãáâì D′ = pr1Q ¨ D′′ = pr2Q (â®£¤ D′QD′′, ¯®áª®«ìªã D′Qu0v0 D′′). Ǒà¨¬¥¨¬ «¥¬¬ã 31 (¢ à¨ â 2) ª á¨áâ¥¬¥¬®�¥áâ¢ Du (u ∈ 2n+1) ¨ ¬®�¥áâ¢ ¬ D′ ¨ D′′. Ǒ®á«¥ íâ®£® ¢¢®¤¨¬ \®¢®¥"Qu0v0 ç¥à¥§ Qu0v0 = Q.Ǒà®¤¥« ¥¬íâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®¤«ï ¢á¥å ªà¨â¨ç¥áª¨å ¯ à; ¬®�¥áâ¢ , ¯®«ãç¥ë¥¢ ª®æ¥ ª®æ®¢, { ®¡®§ ç¨¬ ¨å ç¥à¥§Xu (u ∈ 2n+1) { ï¢«ïîâáï ¨áª®¬ë¬¨. �â®è¥¨ïRuv (u; v ∈ 2n+1) ¯®«ãç îâáï áã�¥¨¥¬ ¬®�¥áâ¢ Quv  Xu ×Xv .�â¨¬ ¯®áâà®¥¨¥ § ¢¥àè¥®.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 25 § ª®ç¥®.4.7. �¥ª®â®àë¥ ¤àã£¨¥ à¥§ã«ìâ âë. (�â® ªà âª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¥ ¯à¥â¥Ä¤ã¥â   ¯®«®âã, ®  ¯à ¢«¥®   ¤¥¬®áâà æ¨î ¡®£ âáâ¢  ¨¤¥© ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ¤¥Äáªà¨¯â¨¢®© â¥®à¨¨.)�®£« á® â¥®à¥¬¥ 19, à ¢¥áâ¢® �(D)   ª â®à®¢®¬ ¤¨áª®â¨ãã¬¥ D = 2! ï¢Ä«ï¥âáï ⊑- ¨¬¥ìè¨¬ áà¥¤¨ ¡®à¥«¥¢áª¨å ®â®è¥¨©, ¨¬¥îé¨å ¥áç¥â® ¬®£® ª« áÄá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. �áâ ¢¨¢ ¢ áâ®à®¥ á£« �¥ë¥ ®â®è¥¨ï, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® E0 {
⊑- ¨¬¥ìè¥¥ áà¥¤¨ ¥á£« �¥ëå ¡®à¥«¥¢áª¨å ®â®è¥¨©. �¤  ¨§ £« ¢ëå ¯à®¡Ä«¥¬ ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ { ¤®áâ¨çì ¯®¨¬ ¨ï â®£®, çâ® ¯à®¨áå®¤¨â ¢ëè¥ E0.�¨¯¥àª®¥çë¥ ¨ £¨¯¥àá£« �¥ë¥ ®â®è¥¨ï.�®å¥àâ¨, ��¥ªá® ¨ �¥ªà¨á [11℄ à áá¬®âà¥«¨ ¢ �ë© ç áâë© á«ãç © £¨¯¥àª®Ä¥çëå ®â®è¥¨©, â.¥. ®â®è¥¨© ¢¨¤  E = ⋃n En, £¤¥ En ⊆ En+1 ¨ ª �¤®¥ En



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 43{ ª®¥ç®¥ ®â®è¥¨¥ (íâ® § ç¨â, çâ® ª �¤ë© ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ En { ª®¥çÄ®¥ ¬®�¥áâ¢®). �®à¥«¥¢áª¨¥ £¨¯¥àª®¥çë¥ ®â®è¥¨ï { íâ® ¢ â®ç®áâ¨ â¥, ª®â®àë¥¨¤ãæ¨à®¢ ë ¤¥©áâ¢¨¥¬ ¡®à¥«¥¢áª®£®  ¢â®¬®àä¨§¬ . �«ï â ª¨å ®â®è¥¨© ¢ áâ Äâì¥ [11℄ ¯®ª § ® á«¥¤ãîé¥¥. �®-¯¥à¢ëå, ª �¤®¥ ¥á£« �¥®¥ ®â®è¥¨¥ E íâ®£®¢¨¤  ¯®¤®¡® E0 ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® E ⊑ E0 ¨ E0 ⊑ E. (�â®à®¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 25.)�®-¢â®àëå, ¯®«ãç¥  ¡®«¥¥ â®ª ï ª« áá¨ä¨ª æ¨ï ¡®à¥«¥¢áª¨å ¥á£« �¥ëå £¨¯¥àÄª®¥çëå®â®è¥¨© á â®ç®áâìî¤®¡®à¥«¥¢áª®©¨§®¬®àä®áâ¨: ãª § ® áç¥â®¥¬®Ä�¥áâ¢® à §«¨ç ¥¬ëå â¨¯®¢ ¨§®¬®àä¨§¬ .�â®à®© ¢ �ë© ª« áá ¡®à¥«¥¢áª¨å ®â®è¥¨© { íâ® £¨¯¥àá£« �¥ë¥ ®â®è¥¨ï,â.¥. â¥, ª®â®àë¥¨¬¥îâ ¢¨¤ E = ⋃n En, £¤¥En ⊆ En+1 ¨ ¢á¥En { á£« �¥ë¥. �¥ªà¨á ¨�ã¢® [17℄  è«¨ ¥é¥ ®¤ã â¥®à¥¬ã ® ¤¨å®â®¬¨¨: ¤«ï «î¡®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® £¨¯¥àá£« Ä�¥®£® ®â®è¥¨ï E «¨¡® E 6 E0, «¨¡® E1 6 E, £¤¥ E1 { ®â®è¥¨¥   ¯à®áâà áâ¢¥D! ¢á¥å ¡¥áª®¥çëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© â®ç¥ª D = 2!, ®¯à¥¤¥«¥®¥ ç¥à¥§
〈xn〉n∈! E1〈yn〉n∈! ←→ ∃n ∀m > n (xm = ym);  ¯®àï¤®ª 6 (® á« ¡¥¥ ç¥¬ ⊑) ¢¢¥¤¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ 24. �âáî¤  ã¤ «®áì ¢ë¢¥áâ¨ à¥Ä§ã«ìâ â, ª®â®àë© ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¤«ï ¯®àï¤ª  6 â¥®à¥¬ë 19 ¨ 25 ¢ ¯à¨æ¨¯¥ ¨áç¥àÄ¯ë¢ îâ ¢á¥ ¯à¥¤«®�¥¨ï íâ®£® â¨¯ . � §®¢¥¬ ¡®à¥«¥¢áª®¥ ®â®è¥¨¥ R ªà¨â¨ç¥áÄª¨¬, ¥á«¨ ®® 6-áà ¢¨¬® á «î¡ë¬ ¨ë¬ ¡®à¥«¥¢áª¨¬ ®â®è¥¨¥¬ íª¢¨¢ «¥â®áÄâ¨ E. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ®â®è¥¨ï à ¢¥áâ¢  �(D), �(!) ¨ �({1; 2; : : : ; n}), n ∈ !,¨áç¥à¯ë¢ îâ (á â®ç®áâìî ¤® R ≈ R′, ª®£¤  R 6 R′ ¨ R′ 6 R) ¢á¥ ªà¨â¨ç¥áª¨¥ ¡®à¥Ä«¥¢áª¨¥ ®â®è¥¨ï. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯ à ¬¨ ¤¨å®â®¬¨ç¥áª®£® â¨¯  áà¥¤¨ ¡®à¥Ä«¥¢áª¨å ®â®è¥¨© ï¢«ïîâáï â®«ìª®:(1) 〈�(D);E0〉 { â¥®à¥¬  25;(2) 〈�(!);�(D)〉 { â¥®à¥¬  �¨«ì¢¥à ;(3) 〈�(n);�(n + 1)〉 ¤«ï ¢á¥å n { âà¨¢¨ «ì®.�â®è¥¨ï ª« áá �11.Ǒ®¤®¡® ¨áá«¥¤®¢ ¨ï¬ ¢ á¢ï§¨ á â¥®à¥¬®© �¨«ì¢¥à  (® ç¥¬ ¬ë ã�¥ £®¢®à¨«¨ ¢ª®æ¥ à §¤¥«  3), ¢ë§ë¢ ¥â ¡®«ìè®© ¨â¥à¥á ¯à®¡«¥¬  ®¡®¡é¥¨ï â¥®à¥¬ë 25   ®âÄ®è¥¨ï íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ª« áá �11.�¥¯®áà¥¤áâ¢¥® â¥®à¥¬  25 ¤«ï�11-®â®è¥¨© ¥ ¯à®å®¤¨â. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâìE { ®â®è¥¨¥, ¢¢¥¤¥®¥ ¢ ª®æ¥ à §¤¥«  3; ¢ ç áâ®áâ¨, E { â®ª®¥, â.¥. ¥ ¤®¯ãáª ¥âá®¢¥àè¥®£® ¬®�¥áâ¢  ¯®¯ à® ¥íª¢¨¢ «¥âëå â®ç¥ª, ® ¨¬¥¥â ¥áç¥â® ¬®£®ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. �®£¤  E0 ⊑ E ¥¢®§¬®�®, ¯®áª®«ìªã áãé¥áâ¢ã¥â á®¢¥àÄè¥®¥ ¬®�¥áâ¢® ¯®¯ à® E0-¥íª¢¨¢ «¥âëå â®ç¥ª; ¢ à ¢®© ¬¥à¥ E { ¥ á£« �¥Ä®¥, â ª ª ª â®ª®¥ á£« �¥®¥ ®â®è¥¨¥ ¬®�¥â ¨¬¥âì «¨èì áç¥â® ¬®£® ª« áá®¢.�®¢á¥¬ ¥¤ ¢® �êñàâ ¨ �¥ªà¨á [15℄ ¯®ª § «¨, çâ® áãâì ¯à®¡«¥¬ë § ª«îç ¥âáï ¢¥ ¤¥ª¢ â®áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï á£« �¥®áâ¨ ¢ á¨âã æ¨¨, ª®£¤ à áá¬ âà¨¢ îâáï�11-®â-®è¥¨ï.� §®¢¥¬ ®â®è¥¨¥ E á£« �¥ë¬ ¯® �«ì¬ã23, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â�1-äãªæ¨ï2423�êñàâ¨�¥ªà¨á¤ îâááë«ªã â¥®à¥¬ã�«ì¬ ®ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ áç¥âëå ¡¥«¥¢ëåp-£àã¯¯,ª®â®àãî ¬®�® ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ¢ ¤ ®¬ ª®â¥ªáâ¥.24� â®çª¨ §à¥¨ï á«®�®áâ¨, ª« áá�1 ¯à¨¬¥à® à ¢®á¨«¥ ¯à®¥ªâ¨¢®¬ã�12, ® ®¯à¥¤¥Ä«ï¥âáï ¢ à ¬ª å â¥®à¥â¨ª®-¬®�¥áâ¢¥®©,   ¥ ¤¥áªà¨¯â¨¢®© ¨¥à àå¨¨.



44 �.�. �������f :N → 2<!1 â ª ï, çâ® xE y ←→ f(x) = f(y) ¤«ï ¢á¥å x; y ∈ N . (� ¬¥â¨¬, çâ®2<!1 ¥áâì ¬®�¥áâ¢® ¢á¥å áç¥âëå { «î¡®© ¤«¨ë< !1 { ¡¨ àëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áÄâ¥©.) �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ª �¤®¥ á£« �¥®¥ ¢ à áá¬®âà¥®¬ ¢ëè¥ á¬ëá«¥ ®â®è¥¨¥¡ã¤¥â ¨ á£« �¥ë¬ ¯® �«ì¬ã.� à ¡®â¥ [15℄ ¯®ª § ®, çâ® ¥á«¨ ¢á¥ ª« ááë�11-®â®è¥¨ïE áãâì ¡®à¥«¥¢áª¨¥ ¬®Ä�¥áâ¢ , â® «¨¡® E0 ⊑ E, «¨¡® E { á£« �¥®¥ ¯® �«ì¬ã.Ǒ®«®áâìî ¨§¡¥� âì ¥¯à¨ïâ®£® âà¥¡®¢ ¨ï ¡®à¥«¥¢®áâ¨ ª« áá®¢ ¯®ª  ¥ ã¤ ¥âÄáï. �êñàâ ¨ �¥ªà¨á [15℄ ¤®ª § «¨  «ìâ¥à â¨¢ã: E0 ⊑ E «¨¡® á£« �¥®áâì ¯® �«ì¬ã¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® �11-®â®è¥¨ï E ¢ ®¤®¬ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¨, á¢ï§ ®¬ á áãé¥áâ¢®Ä¢ ¨¥¬ ¨§¬¥à¨¬®£® ª à¤¨ « . �¥â ¨ª ª¨å ®á®¢ ¨© áç¨â âì, çâ® áâ®«ì á¨«ì ï£¨¯®â¥§  §¤¥áì   á ¬®¬ ¤¥«¥ ã� , å®âï ¡ë ¯®â®¬ã çâ® ¤® á¨å ¯®à ¬ë ¥ § ¥¬ ¨®¤®£® ª®âà¯à¨¬¥à .255. � áé¥¯«¥¨¥ ¯«®áª¨å ¡®à¥«¥¢áª¨å ¬®�¥áâ¢� è¥ ¯®á«¥¤¥¥ ¯à¨«®�¥¨¥ â®¯®«®£¨¨, ¯®à®�¤¥®© íää¥ªâ¨¢® áãá«¨áª¨Ä¬¨ ¬®�¥áâ¢ ¬¨, á¢ï§ ® á ¨â¥à¥á®© ¨ ¢ �®© â¥¬®©: ¯«®áª¨¥ ¡®à¥«¥¢áª¨¥¬®�¥áâ¢  á® á¯¥æ¨ «ìë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨.5.1. �¥®à¥¬  ® à áé¥¯«¥¨¨. � áá¬®âà¨¬ ¬®�¥áâ¢® P ⊆ N 2 = N ×N ; ¯®¤Ä¬®�¥áâ¢  \¡íà®¢áª®© ¯«®áª®áâ¨"N 2 ã¬¥áâ®  §ë¢ âì ¯«®áª¨¬¨ ¬®�¥áâ¢ ¬¨.� �¤ ï â®çª  x ∈ N ®¯à¥¤¥«ï¥â á¥ç¥¨¥P=x = {y : 〈x; y〉 ∈ P}¬®�¥áâ¢  P .26 �®¯ãáâ¨¬, çâ® ¢á¥ á¥ç¥¨ï P=x áãâì ¬®�¥áâ¢  ª« áá  �0�, £¤¥ 2 6� < !1 { ä¨ªá¨à®¢ ë© ®à¤¨ «. �®£¤  ¯®  ªá¨®¬¥ ¢ë¡®à  ¬ë ¨¬¥¥¬ P = ⋃n Pn,£¤¥ ª �¤®¥ Pn ®¡« ¤ ¥â â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® ¢á¥ á¥ç¥¨ï Pn=x (x ∈ N ) ¯à¨ ¤«¥� âª« ááã�0<� = ⋃16�<��0�.�®¯ãáâ¨¬ â¥¯¥àì, çâ® P { ¡®à¥«¥¢áª®¥ ¬®�¥áâ¢®; ¬®�® «¨ ¤®¡¨âìáï â®£®, çâ®¡ë¬®�¥áâ¢  Pn â ª�¥ ¡ë«¨ ¡®à¥«¥¢áª¨¬¨? �« áá¨ç¥áª ï ¤¥áªà¨¯â¨¢ ï â¥®à¨ï ¤ « ¢ ¥ª®â®àëå á«ãç ïå ¯®«®�¨â¥«ìë© ®â¢¥â   ¯®¤®¡ë¥ ¢®¯à®áë. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ª �¤®¥ ¨§ á¥ç¥¨© P=x ¡®à¥«¥¢áª®£®P ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â®, â® P = ⋃Pn, £¤¥ ª �¤®¥Pn { ¡®à¥«¥¢áª®¥ ã¨ä®à¬®¥ ¬®�¥áâ¢®. �á«¨ ª �¤®¥ á¥ç¥¨¥ P=x �-ª®¬¯ ªâ®, â®¬®�® âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ¢á¥ á¥ç¥¨ï Pn=x ¡ë«¨ ª®¬¯ ªâë¬¨,   ¢á¥ ¬®�¥áâ¢  Pn {¡®à¥«¥¢áª¨¬¨. (�¥®à¥¬ë Ǒ.�. �®¢¨ª®¢ , á¬. [4℄.)�¥®à¥¬  32 (�ã¢® [18℄). Ǒãáâì 2 6 � < !1 ¨ ¡®à¥«¥¢áª®¥ P ⊆ N ×N â ª®¢®,çâ® P=x ∈ �0� ¤«ï «î¡®£® x ∈ N . � ©¤¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¡®à¥«¥¢áª¨å¬®�¥áâ¢ Pn â ª ï , çâ® P = ⋃n Pn ¨ ¤«ï «î¡ëå n ¨ x Pn=x ¥áâì ¬®�¥áâ¢®¨§ �0<�.25�¥¤ ¢®  ¢â®à®¬ãáâ ®¢«¥®, çâ® íâ   «ìâ¥à â¨¢  ¢ë¯®«ï¥âáï ¢® ¢á¥å £¥¥à¨ç¥áª¨å à áÄè¨à¥¨ïå ª®áâàãªâ¨¢®£® ã¨¢¥àáã¬ .26�ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ íâ® ®¡®§ ç¥¨¥ P=x, çâ®¡ë ¨§¡¥� âì ª®««¨§¨© á ¨¤¥ªá ¬¨.



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 45�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒ¥à¥¤ â¥¬ ª ª ®¡à â¨âìáï ª â¥å¨ç¥áª¨¬ ¤¥â «ï¬, ªà âª® ¨§Ä«®�¨¬ ¨¤¥î ¤®ª § â¥«ìáâ¢ . Ǒ®áâà®¥¨¥ ¡®à¥«¥¢áª®£® ¬®�¥áâ¢  X ⊆ N ¬®�®ä®à¬ «¨§®¢ âì ¢ ¢¨¤¥ áç¥â®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ®¯¥à æ¨© áç¥â®£® ®¡ê¥¤¨¥¨ï ¨¤®¯®«¥¨ï,  ç¨ ï á ¡íà®¢áª¨å ¨â¥à¢ «®¢; ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì íâ® ¡®à¥«¥¢áª¨¬ ¯®Äáâà®¥¨¥¬. � �¤®¥ ¡®à¥«¥¢áª®¥ ¯®áâà®¥¨¥ ¨¬¥¥â ®¯à¥¤¥«¥ãî ¤«¨ã { ®à¤¨ «� < !1, ¯®ª §ë¢ îé¨© ç¨á«® í«¥¬¥â àëå è £®¢ ¢ ¯®áâà®¥¨¨ ¨ ¤ îé¨© â ª¨¬®¡à §®¬ ¢¥àåîî £à ¨æã ¡®à¥«¥¢áª®£® ª« áá  à¥§ã«ìâ¨àãîé¥£® ¬®�¥áâ¢ X .�®�¥â, ®¤ ª®, á«ãç¨âìáï (ª íâ®¬ã,  ¯à¨¬¥à, ¬ë áà §ã ¯à¨å®¤¨¬ ¢   «¨§¥ â¥®à¥Ä¬ë 32), çâ® ä ªâ¨ç¥áª¨ ¡®à¥«¥¢áª®¥X ¨¬¥¥â ª« áá ¬®£® ¨�¥, ç¥¬ â®â, ª®â®àë©ä®àÄ¬ «ì® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¤«¨ë ¤ ®£® ¯®áâà®¥¨ï X . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¬®�¥¬ ¨¬¥âì¯®áâà®¥¨¥ � ¤«¨ë � ¤«ï X ¨ § âì, çâ®   á ¬®¬ ¤¥«¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®áâà®¥¨¥ �′¨§¢¥áâ®© ¤«¨ë � < �.�ª §ë¢ ¥âáï, ¨ íâ® £« ¢ë© ¬®¬¥â ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãÄç ¥ ¨¬¥¥âáï ¢ ¥ª®â®à®¬ á¬ëá«¥ íää¥ªâ¨¢ ï ¯à®æ¥¤ãà , ª ª \ª®à®âª®¥" ¯®áâà®¥¨¥�′ ¬®�¥â ¡ëâì  ©¤¥® ¨áå®¤ï ¨§ �. � ¯à¨¬¥à, ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë ¬ë á¬®�¥¬ íäÄä¥ªâ¨¢® á®¯®áâ ¢¨âì ª �¤®¬ã x ¡®à¥«¥¢áª®¥ ¯®áâà®¥¨¥ á¥ç¥¨ï P=x ¨¬¥® ¢ ¢¨¤¥�0�-¬®�¥áâ¢ , çâ® ¯à¥¤ãá¬ âà¨¢ ¥â  ¢â®¬ â¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ P=x ¢ ¢¨¤¥ áç¥âÄ®£® ®¡ê¥¤¨¥¨ï�0<�-¬®�¥áâ¢, \¨â¥£à¨àãï" ª®â®àë¥ ¯® x, ¬ë ¨ ¯®«ãç¨¬ â¥®à¥¬ã.�¥¯¥àì ¯¥à¥©¤¥¬ ª ¤¥â «ï¬. �ë  ç¨ ¥¬ á £àã¯¯ë ¢ �ëå ®¯à¥¤¥«¥¨©.5.2. �®¤¨à®¢ª  ¡®à¥«¥¢áª¨å ¬®�¥áâ¢. Ǒà¥¤¯®« £ ¥âáï ä¨ªá¨à®¢ ®© ãÄ¬¥à æ¨ï {N (n) : n ∈ !} ¢á¥å ¡íà®¢áª¨å ¨â¥à¢ «®¢ N ;  ¯à¨¬¥à, N (n) = Bn[N ℄¢ á¬ëá«¥ à §¤¥«  1.3.Ǒãáâìx ∈ N ¨n ∈ !. �ë®¯à¥¤¥«ï¥¬ (x)n ∈ N à ¢¥áâ¢®¬ (x)n(k) = x(pn; kq+1)¤«ï ¢á¥å k, £¤¥,  ¯®¬¨¬, pn; kq = 2n(2k+1)−1. � ª¨¬®¡à §®¬, ª �¤®© á®¢®ªã¯®áÄâ¨ ¨§ ç¨á« m ∈ ! ¨  ¡®à  â®ç¥ª xn ∈ N (n ∈ !) ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® á®®â¢¥âáâ¢ã¥ââ®çª  x ∈ N â ª ï, çâ® x(0) = m ¨ (x)n = xn ¤«ï ¢á¥å n.� ª®¥æ, ¤«ï x ∈ N ¬ë ®¯à¥¤¥«¨¬ x− ∈ N ãá«®¢¨¥¬ x−(k) = x(k + 1) ¤«ï ¢á¥å k.�â®¡à �¥¨¥ x 7→ 〈x(0); x−〉 ¥áâì ¡¨¥ªæ¨ïN   ! ×N .�¥¯¥àì¬ë¢¢®¤¨¬ á®¢®ªã¯®áâì ¡®à¥«¥¢áª¨å ª®¤®¢ BC ⊆ N ¨¤«ïª �¤®£® k ∈ BC{ (¡®à¥«¥¢áª®¥) ¬®�¥áâ¢®B() ⊆ N . �¬¥®, BC ¥áâì  ¨¬¥ìè¥¥ ¯®¤¬®�¥áâ¢®Nâ ª®¥, çâ®(1) BC á®¤¥à�¨â ¢á¥  ∈ N , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ (0) = 0. { �«ï ª �¤®£® â ª®£® ¬ë ¯®« £ ¥¬ B() = ⋃−()=1N ().(2) �á«¨ (0) = 1 ¨ − ∈ BC, â®  ∈ BC. { �á«¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ B(−) ã�¥®¯à¥¤¥«¥®, â® ¯®« £ ¥¬ B() = N \ B(−).(3) �á«¨ (0) = 2 ¨ ()n ∈ BC ¤«ï ¢á¥å n, â®  ∈ BC. { �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ¢á¥¬®�¥áâ¢  B(()n) ã�¥ ®¯à¥¤¥«¥ë, â® ¯®« £ ¥¬ B() = ⋃n B(()n).�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® {B() :  ∈ BC} ¥áâì á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ¡®à¥«¥¢áª¨å ¯®¤¬®�¥áâ¢N .�¤ãªæ¨¥© ¯® �, 1 6 � < !1, ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ¬®�¥áâ¢  ª®¤®¢ �� ⊆ BC ¨ �� ⊆ BC,¯®à®�¤ îé¨¥ ª®ªà¥âë¥ ¡®à¥«¥¢áª¨¥ ª« ááë:1. �1 = { ∈ N : (0) = 0};2. ¯à¨ «î¡®¬ �, �� = { : (0) = 1& − ∈ ��}
∪ �<� ∪ �<�;3. ¯à¨ � > 1, �� = { : (0) = 2& ∀n ()n ∈ �<�}
∪ �<� ∪ �<�.



46 �.�. �������(�¤¥áì ¨ ¤ «¥¥�<� = ⋃16�<��� ¨ â.¯. ¤«ï   «®£¨çëå ®¡®§ ç¥¨©.) � ª¨¬ ®¡à Ä§®¬, {B() :  ∈ ��} ¥áâì á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å �0�-¬®�¥áâ¢X ⊆ N , ¨   «®£¨ç® ¤«ï¯ àë �� ¨�0�.Ǒà¨æ¨¯ 33 ([24℄, á¬. â ª�¥ [1, £«. 20℄ ¨«¨ [2℄). �®�¥áâ¢  BC, {
〈; x〉 :  ∈ BC&x ∈ B()} ¨ {

〈; x〉 :  ∈ BC &x =∈ B()} ¯à¨ ¤«¥� â ª« ááã �11 .�¯à¥¤¥«¥¨¥ 34 [íää¥ªâ¨¢ë¥ ¡®à¥«¥¢áª¨¥ ª®¤ë ¨ ¬®�¥áâ¢ ℄. Ǒãáâì p ∈ N .�ë ¯®« £ ¥¬ ��(p) = �� ∩�11(p), ��(p) = �� ∩�11(p) ¨�0�(p) = {
B() :  ∈ ��(p)}; �0�(p) = {

B() :  ∈ ��(p)}:� ª ®¡ëç®, ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  p ®âáãâáâ¢ã¥â, �� = �� ∩ �11, �� = �� ∩ �11 ¨ �0� =
{B() :  ∈ ��},�0� = {B() :  ∈ ��}.� ª¨¬ ®¡à §®¬,®¯à¥¤¥«¥ë íää¥ªâ¨¢ë¥ ¯®¤ª« ááë � ¨� (p)27 ¢ ª �¤®¬¨§ ª« áÄá®¢ � = �0� ¨�0�. �®�¥áâ¢ , áª �¥¬, ª« áá �0� áãâì ¢ â®ç®áâ¨ â¥�0�-¬®�¥áâ¢ ,ª®â®àë¥ ¤®¯ãáª îâ íää¥ªâ¨¢®¥ (¢ á¬ëá«¥: ¯à¨ ¤«¥� é¥¥ �11) ¯®áâà®¥¨¥ ¨§ ¡íÄà®¢áª¨å ¨â¥à¢ «®¢.5.3. �ää¥ªâ¨¢ë© ¢ à¨ â â¥®à¥¬ë �ã¢®. �®£« á® ¯à¨æ¨¯ã 33, «î¡®¥,áª �¥¬, �0�(p)-¬®�¥áâ¢® ¯à¨ ¤«¥�¨â ª ª �0�, â ª ¨ �11(p). �ç¥ì ¢ �®, çâ® ¯à¨¥ª®â®àëå ¥®¡à¥¬¥¨â¥«ìëå ãá«®¢¨ïå ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ®¡à â®¥ ¢ª«îç¥¨¥.�¥®à¥¬  35 (�ã¢® [18℄). �®¯ãáâ¨¬, çâ® p ∈ N ¨ � < !1 â ª®¢ë, çâ® ¬®Ä�¥áâ¢  ��, ��, �<�, �<�, £¤¥ � 6 �, ¢á¥ ¯à¨ ¤«¥� â �11(p). �®£¤  ª �¤®¥¬®�¥áâ¢® X ⊆ N ¨§ �0� ∩�11(p) ¯à¨ ¤«¥�¨â �0�(p).�â¨¬ ¤®ª §ë¢ ¥âáï â®, ® ç¥¬ ¬ë ¥ä®à¬ «ì® £®¢®à¨«¨ ¢ëè¥: íää¥ªâ¨¢®¥ ¬®Ä�¥áâ¢® ª« áá �0� íää¥ªâ¨¢® ¯à¨ ¤«¥�¨â íâ®¬ã ª« ááã.�â¬¥â¨¬, çâ®   á ¬®¬ ¤¥«¥ íâ  â¥®à¥¬  ¥áª®«ìª® ®á« ¡«¥  ¢  è¥¬ ¨§«®�¥¨¨¯® áà ¢¥¨î á® áâ âì¥© �ã¢® [18℄. �®-¯¥à¢ëå, �ã¢® ¤®ª §ë¢ ¥â â¥®à¥¬ã ®â¤¥Ä«¨¬®áâ¨, ª®â®à ï §¤¥áì ¬®£«  ¡ë ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢   â ª: ¥á«¨ ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®Äà¥¬ë 35 ¤¨§êîªâë¥ �11(p)-¬®�¥áâ¢  X ¨ Y â ª®¢ë, çâ® ¯¥à¢®¥ �0�-®â¤¥«¨¬® ®â¢â®à®£®, â® ¨¬¥¥âáï ®â¤¥«ïîé¥¥ ¬®�¥áâ¢® ¢ ª« áá¥�0�(p). �®-¢â®àëå, ¢§ ¨¬®á¢ï§ì¬¥�¤ã p ¨ � ¢ [18℄ ¢ë£«ï¤¨â â ª: � { à¥ªãàá¨¢ë© ®à¤¨ « ®â®á¨â¥«ì® p (â®£¤ ¬®�® ¤®ª § âì, çâ® ¢á¥ ¬®�¥áâ¢ , ã¯®¬ïãâë¥ ¢ â¥®à¥¬¥ 35, ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥ ¯à¨ ¤Ä«¥� â�11(p)).�ë¢®¤ â¥®à¥¬ë 32 ¨§ â¥®à¥¬ë 35. � ä¨ªá¨àã¥¬ p0 ∈ N â ª®¥, çâ® ¤ ®¥ ¬®Ä�¥áâ¢® P ¨ ¢á¥ ¬®�¥áâ¢ ��,��,�<�,�<�, £¤¥ 1 6 � 6 �, ¯à¨ ¤«¥� â�11(p0). �«ïx ∈ N ¯ãáâì px ∈ N ®¯à¥¤¥«¥® ¯®áà¥¤áâ¢®¬ à ¢¥áâ¢ px(2k) = p0(k), px(2k + 1) =x(k) ¤«ï ¢á¥å k. �®£¤  ª �¤®¥ á¥ç¥¨¥ P=x ¯à¨ ¤«¥�¨â�0�, á«¥¤®¢ â¥«ì®,�0�(px)27� ç áâ®¬ á«ãç ¥ � = 1, ¬ë ¨¬¥¥¬ ¬ «¥ìªãî ¥¯à¨ïâ®áâì: ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥, ª« ááë�01(p) ¨�01 (p) ã�¥ ¡ë«¨ ®¯à¥¤¥«¥ë ¢à §¤¥«¥ 1, ¨¬®�® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¤ ®¥ §¤¥áì ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢¢®¤¨â§ ç¨â¥«ì® ¡®«¥¥ è¨à®ª¨¥ ª« ááë, ç¥¬ ¤ ®¥ ¢ à §¤¥«¥ 1. �â®¡ë à §à¥è¨âì íâã âàã¤®áâì, ¬ë¯à®áâ® § ¡ã¤¥¬ ¢ íâ®¬ à §¤¥«¥ ®¡ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ª« áá®¢ � 01 (p) ¨§ à §¤¥«  1.



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 47¯® â¥®à¥¬¥ 35. �â® ®§ ç ¥â, çâ®  ©¤¥âáï ª®¤  ∈ ��(px) = �� ∩�11(px) â ª®©, çâ®P=x = B(). �ë § ª«îç ¥¬, çâ® ¬®�¥áâ¢®U = {
〈x; k〉 : k ∈ ��(px)&B() = P=x}ã¤®¢«¥â¢®àï¥â domU = N . �¤ ª® U ∈ �11 (p0) (¯à¨æ¨¯ 33 ¨ á«¥¤áâ¢¨¥ 6). � Äç¨â, ¯® â¥®à¥¬¥ ã¨ä®à¬¨§ æ¨¨ (â¥®à¥¬  1)  ©¤¥âáï �11 (p0)-äãªæ¨ï F â ª ï, çâ®U(x; F (x)) ¤«ï ¢á¥å x ∈ N .� ¬¥â¨¬, çâ®   á ¬®¬ ¤¥«¥ F ¯à¨ ¤«¥�¨â ¤ �¥�11(p0), â ª ª ªF (x) =  ←→ ∀ ′ ∈ �11(px) ( 6= ′ → F (x) 6= );¨ ¬®�® ¨á¯®«ì§®¢ âì á«¥¤áâ¢¨¥ 5. � ç áâ®áâ¨, F { ¡®à¥«¥¢áª ï äãªæ¨ï ¨ F (x) ∈��, B(F (x)) = P=x ¤«ï «î¡®£® x.�®£« á® ®¯à¥¤¥«¥¨î ��, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬®�® § ¤ âì áç¥âãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìÄ®áâì ¡®à¥«¥¢áª¨å äãªæ¨© Fn (n ∈ !) â ª, çâ®¡ë Fn(x) ∈ �<� ¨ P=x = B(F (x)) =⋃n∈! B(Fn(x)) ¤«ï ¢á¥å x. �¥¯¥àì ®áâ ¥âáï ¯®«®�¨âì Pn = {〈x; y〉 : y ∈ B(Fn(x))}.5.4. �®ª § â¥«ìáâ¢® íää¥ªâ¨¢®© â¥®à¥¬ë. Ǒà¥�¤¥ ¢á¥£®, ¤®£®¢®à¨¬áï ¤®Äª §ë¢ âì â¥®à¥¬ã 35 ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  p ®âáãâáâ¢ã¥â, â.¥. ¤«ï ª« áá®¢�11 ¨ �0�; á¬. § Ä¬¥ç ¨¥ ¢ ª®æ¥ à §¤¥«  2.1.�ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¨¤ãªæ¨î ¯® �. ��¥ ¢ á«ãç ¥ � = 1 (¡ §  ¨¤ãªæ¨¨) ã�  ¥ª®â®Äà ï ¨§®¡à¥â â¥«ì®áâì. ǑãáâìX ⊆ N ®âªàëâ® ¨�11; ¤®ª �¥¬, çâ®X ∈ �01 .28 �ã¤¥â¤®áâ â®ç®  ©â¨ �11-¬®�¥áâ¢® N ⊆ ! â ª®¥, çâ® X = ⋃n∈N N (n); ¯®«ãç¨âì ª®¤ ∈ �1, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨©X = B(), ¨§ â ª®£®N ¥ á®áâ ¢«ï¥â âàã¤ .Ǒ®«®�¨¬ � = {n ∈ ! : N (n) ⊆ X}; â®£¤  X = ⋃n∈K N (n), ®¤ ª® ¥¯®áà¥¤Äáâ¢¥® ¬ë ¨¬¥¥¬ â®«ìª® K ∈ �11 . �â®¡ë § ¬¥¨âì K �11-¬®�¥áâ¢®¬ á â ª¨¬ �¥á¢®©áâ¢®¬, ¨á¯®«ì§ã¥âáï à ááã�¤¥¨¥,   ª®â®à®¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ááë« âìáï ¨�¥ ª ª  (�→ �)-¯à¨¥¬. �¨ä®à¬¨§ãï�11 -¬®�¥áâ¢®P = {
〈x; n〉 : x ∈ X &x ⊆ N (n) ⊆ X}¯à¨ ¯®¬®é¨ á«¥¤áâ¢¨ï 2, ¬ë ¨¬¥¥¬ �11-äãªæ¨î ¢ë¡®à  Q, á®¯®áâ ¢«ïîéãî ª �Ä¤®¬ã x ∈ X ç¨á«® n = Q(x) ∈ ! â ª®¥, çâ® x ∈ N (n) ⊆ X . �®£¤  ¬®�¥áâ¢®L = {n : ∃x (n = Q(x))} ã¤®¢«¥â¢®àï¥âX = ⋃n∈LN (n). � ¤àã£®© áâ®à®ë, L ⊆ K¨ L ¥áâì �11 . Ǒ® â¥®à¥¬¥ ®â¤¥«¨¬®áâ¨ (á«¥¤áâ¢¨¥ 3) áãé¥áâ¢ã¥â �11-¬®�¥áâ¢® N ,L ⊆ N ⊆ K. �â®N ¨ ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬.�¤ãªâ¨¢ë© è £. Ǒà¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® 2 6 � < !1 ¨ â¥®à¥¬  35 ã�¥ ¤®ª §   ¨Ä�¥ �, â.¥. �0� ∩ �11 ⊆ �0� ¯à¨ � < �. �¤¥ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤«ï á ¬®£® � á®áâ®¨â ¢¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ â®£® �¥ ¬¥â®¤ , çâ® ¨ ¤«ï á«ãç ï � = 1. �®«ì ¡íà®¢áª¨å ¨â¥à¢ «®¢¡ã¤ãâ ¨£à âì ¬®�¥áâ¢  ¨§�0<�. �«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ¯®ª §ë¢ ¥â  «¨ç¨¥ ®¯à¥¤¥«¥Äëå ¯à¥¤¯®áë«®ª ¤«ï â ª®£® ¯®¤å®¤ .28�¬. á®áªã 27. �¥¯¥àì�01 -¬®�¥áâ¢  { íâ® ®âªàëâë¥ ¬®�¥áâ¢  á�11-ª®¤®¬.



48 �.�. ��������¥¬¬  36. Ǒãáâì � 6 � ¨ A ⊆ �� ¥áâì �11-¬®�¥áâ¢®, ¯à¨ç¥¬ ¥á«¨ � = �,â® A ⊆ �<� ∪ �<�. �®£¤  X = ⋃a∈A B(a) ¯à¨ ¤«¥�¨â �0� .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®-¯¥à¢ëå, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ®X ∈ �11, ¯®áª®«ìªã[¤«ï�11 ℄ x ∈ X ←→ ∃ a ∈ �11 [a ∈ A&x ∈ B(a)℄¨ [¤«ï�11 ℄ x ∈ X ←→ ∃ a [a ∈ A&¬(x =∈ B(a))℄(¨á¯®«ì§®¢ ë á«¥¤áâ¢¨¥ 5 ¨ ¯à¨æ¨¯ 33). �¤ãªâ¨¢®¥ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥ â¥®à¥¬ë áà Ä§ã § ªàë¢ ¥â á«ãç © � < �. �áâ ¥âáï à áá¬®âà¥âì á«ãç © � = �, ª®£¤  ª®¤ ¤«ï X¤®«�¥ ¡ëâì ¤  ¯àï¬ë¬ ¯®áâà®¥¨¥¬.�¥®¡å®¤¨¬® ©â¨�11-¯¥à¥ç¨á«¥¨¥ í«¥¬¥â®¢A. �«ï íâ®£® ¬ë§ ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨Äæ¨¯ 4 (ç áâì 2) ¢ ç áâ®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  p = ! × {0} (â®�¤¥áâ¢¥ë© ®«ì), ¯à¨®á¨â¬®�¥áâ¢®K ⊆ ! ¨ â®çªã dn ∈ N ¤«ï ¢á¥å n ∈ K, â ª çâ®�11 ∩N = {dn : n ∈ K} ¨¬®�¥áâ¢  K; {
〈n;dn〉 : n ∈ K}; {

〈n; x〉 : n ∈ K&x 6= dn}¯à¨ ¤«¥� â�11 . �¥¯¥àì ®¡à â¨¬áï ª (�→ �)-¯à¨¥¬ã.�®�¥áâ¢® P = {
〈a; n〉 : a ∈ A&n ∈ K&dn = a} â ª�¥ ¯à¨ ¤«¥�¨â �11 ; ¯à¨íâ®¬ domP = A ¥áâì �11-¬®�¥áâ¢®. �®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 2, áãé¥áâ¢ã¥â ã¨ä®à¬¨Ä§ãîé¥¥�11-¬®�¥áâ¢®Q ⊆ P . �®£¤  L = {n : ∃ aQ(a; n)} ¥áâì �11 -¯®¤¬®�¥áâ¢®K,â.¥. ¡« £®¤ àï ®â¤¥«¨¬®áâ¨  ©¤¥âáï�11-¬®�¥áâ¢®N , L ⊆ N ⊆ K.�¬¥¥âáï ¤¢  ¯à¨æ¨¯¨ «ìëå ¬®¬¥â . �®-¯¥à¢ëå,A = {dn : n ∈ N}. �®-¢â®àëå,F = {〈n;dn〉 : n ∈ N} ¯à¨ ¤«¥�¨â�11, ¯® ¢ëè¥áª § ®¬ã. �â®à®¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ª®¤ a ∈ BC, ®¯à¥¤¥«¥ë© â ª, çâ® a(0) = 1, (a−)n = dn ¤«ï n ∈ N ,¨ (a−)n = e (£¤¥ e { ä¨ªá¨à®¢ ë© ¯à®áâ®© ª®¤ ¯ãáâ®£® ¬®�¥áâ¢ ) ¯à¨ n =∈ N , {¯à¨ ¤«¥�¨â�11,   § ç¨â, ��. �« £®¤ àï ¯¥à¢®¬ã ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢ã, B(a) = X .�¤¥áì ¡ã¤¥â ã¬¥áâ® ¤ âì ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¥é¥ ®¤®© «¥¬¬ë, ®á®¢ ®¥  (� → �)-¯à¨¥¬¥. � ç¥¨¥ íâ®© «¥¬¬ë á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥¨ï  ¤�11 -¬®�¥áâ¢ ¬¨ ¨¤¥ªá®¢ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ ®¯à¥¤¥«¥ëå á«ãç ïå  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ ë¯¥à¥á¥ç¥¨ï¬¨  ¤ �11-¬®�¥áâ¢ ¬¨.�¥¬¬  37. Ǒãáâì A ⊆ BC∩�11 ¥áâì �11 -¬®�¥áâ¢®, ¯à¨ç¥¬ X = ⋂a∈A B(a)¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á �11-¬®�¥áâ¢®¬ Z. � ©¤¥âáï �11-¬®�¥áâ¢® A′ ⊆ A â ª®¥,çâ® X ′ = ⋂a∈A′ B(a) â ª�¥ ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â Z.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®�¥áâ¢® P = {

〈x; 〉 :  ∈ A&x =∈ B()} ¯à¨ ¤«¥�¨â�11 ¡« £®¤ àï ¯à¨æ¨¯ã 33. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯® â¥®à¥¬¥ ã¨ä®à¬¨§ æ¨¨ (¯à¨Äæ¨¯ 1)  ©¤¥âáï �11 -¬®�¥áâ¢® Q ⊆ P , ã¨ä®à¬¨§ãîé¥¥ P . �®�¥áâ¢® A′′ ={ : ∃x ∈ Z Q(x; )} ¥áâì �11 ; ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®, ∈ A′′ ←→ ∃x ∈ Z ∀ ′ ∈ �11 [′ 6=  → ¬Q(x; ′)]¨ ®áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ 5. �¥®à¥¬  ®â¤¥«¨¬®áâ¨ (¯à¨æ¨¯ 3) ¤ ¥â�11-¬®�¥áâ¢® A′ â ª®¥, çâ® A′′ ⊆ A′ ⊆ A. �®£¤  X ′ = ⋂∈A′ B() ¥ ¨¬¥¥â



��Ǒ������, Ǒ���������� ����������� ����������� 49®¡é¨å â®ç¥ª á Z. (�á«¨ x ∈ Z, â®  ©¤¥âáï  â ª®¥, çâ® Q(x; ); â®£¤   ∈ A′′,¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,  ∈ A′. �® ¯® ¢ë¡®àã Q ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨î P ¡ã¤¥â x =∈ B(), â.¥.x =∈ X ′.)Ǒà®¤®«� ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 35, ¬ë ¢¢¥¤¥¬ ¤«ï � 6 � �∗� ª ª á¥¬¥©áâ¢®¢á¥å ¬®�¥áâ¢ ¢¨¤  Y = ⋃a∈A B(a), £¤¥ A ⊆ �� ¥áâì �11 -¬®�¥áâ¢®. � «®£¨ç®,�∗� ®¡®§ ç ¥â á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ¬®�¥áâ¢ ⋂a∈A B(a), £¤¥ A ⊆ �� ®¯ïâì ¯à¨ ¤«¥�¨âª« ááã�11 .� ªâ 38. �∗� ⊆ �11 ¨ �∗� ⊆ �11 .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬.  ç «® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë 36.Ǒ®á«¥ íâ¨å ¯à¨£®â®¢«¥¨© ¬ë ¤®ª �¥¬ «¥¬¬ã, ª®â®à ï ®¡¥á¯¥ç¨â ¨¤ãªâ¨¢ë©è £ â¥®à¥¬ë 35. � ¨§¢¥áâ®¬ á¬ëá«¥ ¨¤ãªâ¨¢ë© è £ â¥®à¥¬ë ¯à®áâ® à¥¤ãæ¨à®¢ ª ¨¤ãªâ¨¢®¬ã è £ã «¥¬¬ë.�¥¬¬  39. �á«¨ 2 6 � 6 �, â® ª �¤®¥ �0�-¬®�¥áâ¢® T -¯®çâ¨ à ¢®29¥ª®â®à®¬ã (áç¥â®¬ã) ¯¥à¥á¥ç¥¨î ¬®�¥áâ¢ ª« áá  �∗<� = ⋃16�<��∗� .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¯®«ì§ã¥¬ ¨¤ãªæ¨î ¯® �. �â ª, ¯ãáâì 2 6 � 6 �.� áá¬®âà¨¬�0�-¬®�¥áâ¢®X ⊆ N . X ¥áâì áç¥â®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¬®�¥áâ¢ ¨§�0<�,â.¥. ¬®�® áç¨â âì, çâ® á ¬®X ¯à¨ ¤«¥�¨â �0� ¤«ï ª ª®£®-â® � < �. Ǒ® ¨¤ãªâ¨¢Ä®¬ã ¯à¥¤¯®«®�¥¨î, X T -¯®çâ¨ à ¢® áç¥â®¬ã ®¡ê¥¤¨¥¨î ¬®�¥áâ¢ ¨§ �∗<�.� ç¨â, ¬®�® ¤®¯ãáâ¨âì, çâ® X ¨ ¥áâì áç¥â®¥ ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¬®�¥áâ¢ ¨§ �∗<� (¨«¨¡íà®¢áª¨å ¨â¥à¢ «®¢ { ¯à¨ � = 1).�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X∗ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¢á¥å �∗� -¬®�¥áâ¢, á®¤¥à� é¨å X . Ǒ®áª®«ìªã�∗� { áç¥âë© ª« áá, ¤«ï ®ª®ç ¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë ¡ã¤¥â ¤®áâ â®ç® ¯à®¢¥Äà¨âì, çâ® à §®áâìX∗ \X ¨¬¥¥âT -¯¥à¢ãî ª â¥£®à¨î. � ªâ¨ç¥áª¨ ¬ë ¤®ª �¥¬, çâ®X∗ \X T -¨£¤¥ ¥ ¯«®â®.�â ª, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¥¯ãáâ®£® �11 -¬®�¥áâ¢  Z ¬ë  ©¤¥¬ ¥¯ãáâ®¥ �11-¬®-�¥áâ¢® Z′ ⊆ Z, ¥ ¨¬¥îé¥¥ ®¡é¨å â®ç¥ª áX∗ \X .�«ãç © 1. Z ∩X ¥¯ãáâ®. �®£¤ , ¯® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î ®¡ X , áãé¥áâ¢ã¥â �∗<�-¬®-�¥áâ¢® (¨«¨ ¡íà®¢áª¨© ¨â¥à¢ « { ¯à¨ � = 1) Y ⊆ X , â ª�¥ ¥¯ãáâ® ¯¥à¥á¥ª îé¥¥áïá Z. �¤ ª® Y ¥áâì�11 (ä ªâ 38). �áâ ¥âáï ¢§ïâì Z′ = Z ∩ Y .�«ãç © 2. Z∩X = ∅. �ë ¯®ª �¥¬, çâ® â®£¤ Z∩X∗ = ∅, â.¥. ¬®�® ¢§ïâì ¯à®áâ®Z′ = Z. � ç «  à áá¬®âà¨¬ ¯®¤á«ãç ©, ª®£¤  � > 1. �®£« á® «¥¬¬ ¬ 37 ¨ 36(¢ ¤¢®©áâ¢¥®© ä®à¬¥) ª �¤®¥ �∗<�-¬®�¥áâ¢® Y ⊆ X ®â¤¥«¨¬® ®â Z ¬®�¥áâ¢®¬ª« áá �0<�. � ª¨¬ ®¡à §®¬,X ⊆ X ′, £¤¥ X ′ ¥áâì ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¢á¥å �0<�-¬®�¥áâ¢,¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï á Z.Ǒ®ª �¥¬, çâ® X ′ ∈ �∗� ; â®£¤  X∗ ⊆ X ′, ¨, ¤ «¥¥, X∗ ∩ Z = ∅. �®áâ â®ç®¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¬®�¥áâ¢® C = { ∈ �<� : B() ∩ Z = ∅
} ¯à¨ ¤«¥�¨â�11 . �¬¥¥¬ ∈ C ←→  ∈ �11&  ∈ �<� & ∀ z (z =∈ Z ∨ z =∈ B()):29�¢  ¬®�¥áâ¢  X ¨ Y � -¯®çâ¨ à ¢ë, £¤¥ � { â®¯®«®£¨ï, ¥á«¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï à §®áâìX△Y ¥áâì ¬®�¥áâ¢® ¯¥à¢®© ª â¥£®à¨¨ ¢ á¬ëá«¥ � .



50 �.�. ��������â®è¥¨¥  ∈ �11 ¢ëà � ¥âáï�11 -ä®à¬ã«®© ∃ a ∈ �11 ( = a) (¬ë ááë« ¥¬áï   á«¥¤Äáâ¢¨¥ 5). �â®à®© ª®êîªâ¨¢ë© ç«¥ ¥áâì�11 á®£« á® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë. � ª®¥æ,¯®á«¥¤¨© ç«¥ ¨¬¥¥â â®â �¥ ª« áá ¯® ¢ë¡®àã Z ¨ ¯à¨æ¨¯ã 33.�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¯®¤á«ãç ©, ª®£¤  � = 1. �¤¥áì à®«ì ¬®�¥áâ¢ ¨§ �∗<1 ¨ �0<1¨£à îâ ¡íà®¢áª¨¥ ¨â¥à¢ «ë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯ãáâì X ′ ¥áâì ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¢á¥å¡íà®¢áª¨å ¨â¥à¢ «®¢, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï á Z. �à¥¡ã¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® X ′ ∈ �∗1 .� ¯®¬¨¬, çâ® N (n) ®¡®§ ç ¥â n-© ¡íà®¢áª¨© ¨â¥à¢ « ¢ á¬ëá«¥ ¥ª®â®à®£®íää¥ªâ¨¢®£® ¯¥à¥ç¨á«¥¨ï íâ¨å ¨â¥à¢ «®¢. �ë ¨¬¥¥¬ X ′ = ⋃n∈N N (n), £¤¥N = {n : N (n) ∩ Z = ∅} ¥áâì �11 -¬®�¥áâ¢®.�¯à¥¤¥«¨¬ n ∈ N ãá«®¢¨ï¬¨ n(0) = 0, −n (n) = 1 ¨ −n (k) = 0 ¯à¨ k 6= n, â ªçâ® B(n) = N (n). �®£¤  C = {n : n ∈ N} ¯à¨ ¤«¥�¨â �11 ¢¬¥áâ¥ á N . � ¤àã£®©áâ®à®ë,X ′ = ⋃∈C B(), â.¥.X ′ ∈ �∗1 .�ë ¢®§¢à é ¥¬áï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 35 (¨¤ãªâ¨¢ë© è £). � áá¬®âà¨¬¯à®¨§¢®«ì®¥ ¬®�¥áâ¢® X ⊆ N ¨§ �0� ∩ �11 ¨ ¤®ª �¥¬, çâ® X ¯à¨ ¤«¥�¨â �0�.�®£« á® «¥¬¬¥, X T -¯®çâ¨ à ¢® áç¥â®¬ã ¯¥à¥á¥ç¥¨î ¬®�¥áâ¢ ¨§ �∗<�. ǑãáâìU { ®¤® ¨§ íâ¨å �∗<�-¬®�¥áâ¢, â.¥. à §®áâì D = X \ U ¥áâì ¬®�¥áâ¢® T -¯¥à¢®©ª â¥£®à¨¨. �® U ∈ �11 (ä ªâ 38),   § ç¨â, D ∈ �11 . � ¯®¬¨¬, çâ® T { ¡íà®¢áª ïâ®¯®«®£¨ï ¯® «¥¬¬¥ 13, â.¥. ®âªàëâ®¥ ¬®�¥áâ¢® ¯¥à¢®© ª â¥£®à¨¨ ¬®�¥â ¡ëâì â®«ìÄª® ¯ãáâë¬. � ç¨â, ä ªâ¨ç¥áª¨, X ⊆ U . �á¯®«ì§ãï «¥¬¬ë 37 ¨ 36, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ®áãé¥áâ¢ã¥â �0<�-¬®�¥áâ¢® V â ª®¥, çâ®X ⊆ V ⊆ U .�ë¢®¤: ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ X∗ ¢á¥å �0<�-¬®�¥áâ¢ V ⊇ X T -¯®çâ¨ à ¢® X . �ë ¨¬¥¥¬X∗ = ⋂a∈A B(a), £¤¥ A = {a ∈ �<� : X ⊆ B(a)}. �¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® A ∈ �11 ,â.¥. X∗ ∈ �∗<� ¨ X∗ ∈ �11 (ä ªâ 38). �¥¬¬  13 ¤ ¥â X = X∗. Ǒà¨¬¥ïï «¥¬¬ã 37 ªX∗ ¨ ¤®¯®«¥¨îX ,   § â¥¬ «¥¬¬ã 36, ¬ë ®ª®ç â¥«ì® ¨¬¥¥¬X ∈ �0�.5.5. � ª«îç¨â¥«ì®¥ § ¬¥ç ¨¥. �¥®à¥¬  35 ¢ëà � ¥â, ¥á®¬¥®, ä ªâ¡®«¥¥ äã¤ ¬¥â «ì®£® å à ªâ¥à , ç¥¬ â¥®à¥¬  32, å®âï ¯®á«¥¤ïï ¢ë£«ï¤¨â ¡®«¥¥ª« áá¨ç¥áª®©. �®â ¥é¥ ®¤® ¯à¨«®�¥¨¥.�«¥¤áâ¢¨¥ 40. �á«¨ 1 6 � < !1, â® ¬®�¥áâ¢® �′� = { ∈ BC : B() ∈ �0�}¡®à¥«¥¢áª¨å ª®¤®¢ �0�-¬®�¥áâ¢ ¯à¨ ¤«¥�¨â �11.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ p0 ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ px, ª ª ¢ à ááã�¤¥¨¨ áà §ã ¯®á«¥ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ â¥®à¥¬ë 35 (â®«ìª® ¡¥§ âà¥¡®¢ ¨ï, ®â®áïé¥£®áï ª P ). Ǒà¨ «î¡®¬ ∈ BC¬®�¥áâ¢®B() ¯à¨ ¤«¥�¨â�11() á®£« á® ¯à¨æ¨¯ã 33. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥áÄ«¨B() ∈ �0�, â® ¯® â¥®à¥¬¥ 35 B() = B(′) ¤«ï ¥ª®â®à®£® ′ ∈ ��(p) = ��∩�11(p).� ç¨â,  ∈ �′� ←→ ∃ ′ ∈ �11(p) (′ ∈ ��&B() = B(′)):� ¢¥áâ¢®B() = B(′) ¬®�® ¢ëà §¨âì�11 -®â®è¥¨¥¬, ¨á¯®«ì§ãï ¯à¨æ¨¯ 33; § â¥¬®áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ 5.Ǒàï¬ ï ¯à®¢¥àª  ¤ ¥â â®«ìª® �′� ∈ �12, çâ®, ª®¥ç®, ¬®£® åã�¥; ¨ ¤ �¥ ¨á¯®«ìÄ§ãï â ª®¥ ¬®é®¥ áà¥¤áâ¢®, ª ª â¥®à¥¬  � àâ¨  ® ¡®à¥«¥¢áª®© ¤¥â¥à¬¨¨à®¢ ®áÄâ¨, ã¤ ¥âáï ¢ë¢¥áâ¨ «¨èì �′� ∈�12 { íâ® ¤¥¬®áâà¨àã¥â á¨«ã â¥®à¥¬ë 35. � ª ç¥áâ¢¥®¤®£® ¨§ ¯à¨«®�¥¨© à¥§ã«ìâ â®¢ â¨¯  á«¥¤áâ¢¨ï 40 (à¥çì ¨¤¥â ® ¥£® íää¥ªâ¨¢®¬
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