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странства и его ортогональных проекций на координатные подпространства. Даны верхние и нижние
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тельной геометрии. Аналитические и синтетические методы в геометрии обособились с XVII века.
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результаты получены аналитическими и синтетическими методами. Они иллюстрируют сложность

задач псевдобулева программирования, поскольку снижение размерности задачи методом ортого-
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Введение

Рассмотрим n-мерное вещественное евклидово пространство с фиксированной систе-

мой декартовых координат, где координатные оси ортогональны друг другу. Вершинами

единичного многомерного куба служат точки, у которых каждая из координат равна нулю

или единице. Эти вершины для краткости называются (0, 1)-точками. Сформулируем задачу.

Дано аффинное подпространство L, которое не инцидентно никакой (0, 1)-точке. Существу-

ет ли такая ортогональная проекция на координатное подпространство малой размерности,

забывающая некоторые координаты, при которой образ подпространства L также не инци-

дентен никакой (0, 1)-точке? Важно, что при рассматриваемой проекции образом куба снова

служит куб меньшей размерности. Как обычно, куб на плоскости называется квадратом.

Рассматриваемая задача тесно связана с задачами псевдобулева программирования

и различными обобщениями задач о сумме подмножества [1, 2] и о рюкзаке [3–6]. Пони-

жение размерности при проектировании, вообще говоря, снижает вычислительную слож-

ность, а налагаемые условия обеспечивают корректность сведения исходной задачи к зада-

че от меньшего числа переменных. Распознавание (0, 1)-точек на гиперплоскости, заданной

одним уравнением с рациональными коэффициентами, возможно за псевдополиномиальное

время методом динамического программирования [7]. Но мы покажем, что в худшем случае

гиперплоскость не может служить образом подпространства L при рассматриваемых огра-

ничениях. С другой стороны, если подпространство содержит несколько (0, 1)-точек, то его

проекция может содержать меньшее число (0, 1)-точек, например, лишь одну. Это показы-

вает, что задачи перечисления труднее задач распознавания хотя бы одной (0, 1)-точки [8,9].

Дальнейшее обобщение этой задачи связано с рассмотрением косоугольной проекции

на координатное подпространство, при которой образом куба служит уже не куб меньшей
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размерности, а другой многогранник. Такой многогранник называется зонотопом. Если об-

разом каждой (0, 1)-точки служит точка с целыми координатами и каждая точка зонотопа

с целыми координатами служит образом хотя бы одной (0, 1)-точки, то соответствующая

задача псевдобулева программирования сводится к задаче целочисленного программиро-

вания. Примером косоугольной проекции, удовлетворяющей этим условиям, служит отоб-

ражение из R
3 на R

2, сопоставляющее точке с координатами (x, y, z) точку с координа-

тами (x, y − z). Образом куба служит прямоугольник с отношением длин сторон 2 : 1.
Образами (0, 1)-точек служат вершины этого прямоугольника и середины длинных сторон.

Также близкие экстремальные задачи о конфигурациях точек и прямых связаны с по-

мехоустойчивым кодированием и различными задачами дискретной оптимизации [10–12].

Однако в этой работе мы подробно рассмотрим методы, близкие к начертательной геомет-

рии и теории многогранников в многомерных пространствах [13]. В следующем разделе

дан краткий исторический обзор развития многомерной начертательной геометрии. За ним

следует раздел с определениями и напоминанием некоторых известных результатов. А по-

сле него представлены новые результаты, полученные аналитическими и синтетическими

методами.

§ 1. Замечание об истории многомерной геометрии

Идеи о многомерном пространстве высказывались еще в XVIII веке [14, с. 183–184].

Но бурное развитие многомерной геометрии началось лишь в середине XIX века, когда

(не позже 1852 года) Людвиг Шлефли (Ludwig Schläfli) доказал, что существует ровно

шесть четырехмерных правильных многогранников и по три правильных многогранника

в размерностях пять или выше. Впрочем, многие работы в этой области не были оценены

современниками, долгое время оставаясь неопубликованными [15]. Важную роль сыграла

лекция Римана, прочитанная в 1854 году. На русском языке одна из ранних работ [16], по-

священных четырехмерной геометрии, была издана в 1877 году в Тифлисе (Тбилиси), где

Николай Иванович Гулак работал преподавателем математики. Гулак был знаком с рабо-

тами Лобачевского и Римана, но использовал непривычные названия, например, плоско-

плоскость для гиперплоскости в четырехмерном пространстве. Более интенсивно развива-

лись аналитические методы, ставшие основой дифференциальной геометрии. Обособление

аналитической и синтетической геометрии, начатое в XVII веке, усилилось в первой поло-

вине XIX века, хотя не все современники делали различие между этими подходами [17].

При этом аналитические методы, позволяющие работать с многомерными пространствами,

возникли гораздо раньше, чем был признан их геометрический смысл. С другой стороны,

начиная с XVII века, развивается проективная геометрия, ставшая основой для развития

геометрии, включая неклассические модели [18, 19].

Быстрое развитие синтетических методов начертательной геометрии многомерного про-

странства, изучающей свойства проекций на подпространства малой размерности, при-

ходится на начало XX века. Это находит применение в геологии и неорганической хи-

мии [20–22]. Ранее эти методы развивались Евграфом Степановичем Федоровым [23].

В 1924–1926 годах опубликованы работы Владимира Никитича Лодочникова об изображе-

нии многокомпонентных систем. Его статья [24] сопровождается аннотацией на француз-

ском языке. В 1936–1938 годах опубликован ряд оригинальных работ Виктора Яковлевича

Аносова об изображении многокомпонентных систем. Ссылки на эти и близкие работы

можно найти в статье [25]. Отметим, что до весны 1941 года эти работы также сопровож-

дались переводом названий на французский язык.

В 1935 году в Институте общей и неорганической химии (ИОНХ АН СССР) была созда-

на Геометрическая бригада, которая занималась применением геометрических и топологи-

ческих методов к изучению химического равновесия, в частности, методами изображения
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диаграмм состав–свойство для многокомпонентных систем. Наиболее удачным для описа-

ния многокомпонентных систем оказался чертеж, который предложил Вячеслав Петрович

Радищев. Об описании пятикомпонентной системы было доложено на заседании Геометри-

ческой бригады ИОНХ АН СССР 11 апреля 1937 года. Позже Радищев рассматривал более

сложные системы [25]. Чертеж Радищева состоит из совмещенных проекций на плоско-

сти. При этом на чертеже удобно строить касательные, которые при аналитическом под-

ходе соответствуют частным производным. Позднее применение моделей четырехмерного

пространства к построению диаграмм состояния пятикомпонентных систем рассматривал

Г. А. Вачнадзе [26]. Его работа сопровождается подробным рефератом на грузинском языке.

Для теоретических исследований полезен гиперэпюр Наумович, на котором совмеща-

ются проекции на координатные гиперплоскости. В частности, метод был представлен

на семинаре Н. Ф. Четверухина [27]. Недавнее развитие методов визуализации позволяет

использовать гиперэпюр на практике. Нина Васильевна Наумович работала в Ростове-на-

Дону, где работал известный геометр Д. Д. Мордухай-Болтовской. Во второй половине XX

века большой вклад в развитие синтетической многомерной геометрии внесли Залман Ал-

терович Скопец, Валентина Николаевна Первикова [28], Ираклий Спиридонович Джапарид-

зе [29,30], Павел Владимирович Филиппов [31], Кирилл Иванович Вальков [32], Владимир

Александрович Пеклич [33, 34], Владимир Яковлевич Волков [35] и их многочисленные

ученики. Многие из них преподавали начертательную геометрию в вузах.

В настоящее время методы многомерной начертательной геометрии применяются для

конструирования архитектурных и технических поверхностей по заданным условиям [36],

для моделирования многокомпонентных систем в физико-химическом анализе и вообще

при моделировании многофакторных процессов [35,37]. В 2019 году на конференции «Про-

блемы качества графической подготовки студентов в техническом вузе» были представлены

два оригинальных приложения проекционных моделей многомерных пространств — ви-

зуализация мнимых продолжений алгебраических кривых на комплексной плоскости [38]

и применение сечений фрактальных объектов многомерного пространства (гиперфракта-

лов) для графического и предметного дизайна [39].

§ 2. Предварительные сведения

Плоскостью называется двумерное пространство. Гиперплоскостью называется подпро-

странство, размерность которого на единицу меньше размерности объемлющего простран-

ства. В частности, прямая на плоскости — это гиперплоскость. Плоскость в трехмерном

пространстве — тоже гиперплоскость.

Аффинной оболочкой называется наименьшее по включению аффинное подпростран-

ство, содержащее данное множество точек. Например, аффинной оболочкой двух различ-

ных точек служит прямая; аффинной оболочкой двух пересекающихся прямых служит

плоскость; аффинной оболочкой двух скрещивающихся прямых служит трехмерное про-

странство. Размерность аффинной оболочки не зависит от размерности объемлющего про-

странства.

Однополостный гиперболоид в R
3 служит примером линейчатой поверхности, на ко-

торой лежат два семейства прямых. Прямые любого из семейств заметают гиперболоид.

При этом гиперболоид определяется тремя лежащими на нем попарно скрещивающимися

прямыми. Одному семейству принадлежат прямые, либо пересекающие каждую из трех

исходно заданных прямых, либо пересекающие две и параллельные третьей исходно за-

данной прямой. Более того, любые три попарно скрещивающиеся прямые в R
3, которые

не параллельны одной плоскости, лежат на некотором однополостном гиперболоиде.
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§ 3. Основные результаты

Рассмотрим ортогональную проекцию на координатное подпространство, которая забы-

вает некоторые из координат. Такая проекция отображает (0, 1)-точки в (0, 1)-точки. Для

подпространства L общего положения существует ортогональная проекция, при которой

образом L служит гиперплоскость в координатном подпространстве. Но в частных случаях

искомой проекции может не существовать.

Пример 1. Рассмотрим три точки в трехмерном евклидовом пространстве R
3 с координа-

тами (0, 1, 1/2), (1, 2, 0) и (−1, 0, 1), соответственно. Эти точки лежат на одной прямой L,

которую можно задать системой из двух уравнений x2 = x1 + 1 и x3 = (−x1 + 1)/2. Но ор-

тогональная проекция этого множества из трех точек на любую координатную плоскость

содержит некоторую (0, 1)-точку. С другой стороны, при косоугольной проекции R
3 → R

2

вдоль прямой L, образом прямой L служит одна точка. И прообраз этой точки не содержит

никакой (0, 1)-точки.

Замечание 1. Пусть прямая G параллельна координатной оси (или совпадает с этой осью)

и проходит через некоторую (0, 1)-точку. Если прямая G пересекает подпространство L, то

при проектировании вдоль G образ подпространства L инцидентен некоторой (0, 1)-точке.

Мы будем использовать это описание препятствия к существованию искомой проекции.

Теорема 1. В евклидовом пространстве R
3 существует бесконечное множество прямых,

каждая из которых не инцидентна никакой (0, 1)-точке, но ортогональная проекция такой

прямой L на любую координатную плоскость инцидентна некоторой (0, 1)-точке.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим три скрещивающиеся прямые G, G′ и G′′, каждая

прямая параллельна своей координатной оси и проходит через некоторую (0, 1)-точку. Вы-

бор этих прямых соответствует выбору трех ребер куба, из которых любые два не пере-

секаются и не параллельны друг другу. Выберем на прямой G точку общего положения.

Через эту точку проходит некоторая прямая L, пересекающая обе прямые G′ и G′′. Такие

прямые L параметризуются точками на прямой G и лежат на однополостном гиперболоиде.

Прямая L общего положения не инцидентна ни одной из (0, 1)-точек. Но ортогональная про-

екция на координатную плоскость инцидентна (0, 1)-точке, лежащей на G, G′ или G′′. �

В доказательстве теоремы 1 рассмотрен набор из трех ребер 3-мерного куба, лежащих

на попарно скрещивающихся прямых. Покажем, что группа симметрий куба транзитивно

действует на множестве таких троек ребер, иными словами, все тройки преобразуются друг

в друга.

Теорема 2. Группа симметрий 3-мерного куба транзитивно действует на множестве

троек попарно скрещивающихся ребер этого куба.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем расширять набор ребер до максимального. Первое ребро

можно выбрать произвольно, например, на оси абсцисс, поскольку группа симметрий тран-

зитивно действует на ребрах куба. Ребро, параллельное оси ординат или лежащее на этой

оси, выбирается из двух вариантов, которые переходят друг в друга при отражении отно-

сительно плоскости, которая ортогональна первому выбранному ребру и проходит через

центр куба. При этом первое выбранное ребро остается инвариантным, хотя его вершины

меняются местами. Третье ребро набора однозначно определяется выбором первых двух

ребер. �
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Теорема 3. В евклидовом пространстве R
5 существует бесконечное семейство плоско-

стей, каждая из которых не инцидентна никакой (0, 1)-точке, но ортогональная проек-

ция такой плоскости L на любую координатную гиперплоскость инцидентна некоторой

(0, 1)-точке.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим пять скрещивающихся прямых G, G′, G′′, G† и G‡,

каждая прямая параллельна своей координатной оси и проходит через некоторую (0, 1)-точ-

ку в R
5. Выбор этих прямых соответствует выбору пяти ребер куба, из которых любые два

не пересекаются и не параллельны друг другу. Выберем на прямой G точку общего поло-

жения. Повторяя рассуждения из теоремы 1, видим, что через эту точку проходит некоторая

прямая L′, пересекающая обе прямые G′ и G′′. И через ту же точку на прямой G проходит

некоторая прямая L†, пересекающая обе прямые G† и G‡. Обе прямые L′ и L† лежат в неко-

торой плоскости L. Для точки общего положения на прямой G, построенная плоскость L
не инцидентна ни одной из (0, 1)-точек. Но ортогональная проекция на координатную ги-

перплоскость инцидентна некоторой (0, 1)-точке, которая служит образом точки, лежащей

на G, G′, G′′, G† или G‡. Такие плоскости параметризуются точками на прямой G, следова-

тельно, их бесконечно много. �

Непосредственным обобщением теоремы 3 на случай высших размерностей служит сле-

дующая теорема.

Теорема 4. В евклидовом пространстве R
2n+1 существует бесконечное семейство n-мер-

ных подпространств, каждое из которых не инцидентно никакой (0, 1)-точке, но орто-

гональная проекция такого подпространства L на любую координатную гиперплоскость

инцидентна некоторой (0, 1)-точке.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По аналогии с доказательством теоремы 3, выберем набор по-

парно скрещивающихся прямых G, G(2), . . . , G(2n+1), каждая параллельна своей координат-

ной оси и проходит через некоторую (0, 1)-точку. Далее, по теореме 1, строим n прямых,

k-я прямая проходит через фиксированную точку общего положения на первой прямой G
и пересекает очередную пару прямых G(2k) и G(2k+1). Эти n прямых пересекаются в одной

точке на прямой G, следовательно, они лежат в некотором n-мерном подпространстве. �

Теорема 5. Пусть положительные целые числа n и s таковы, что в евклидовом простран-

стве R
n−1 существует s-мерное подпространство L, которое не инцидентно никакой

(0, 1)-точке, но ортогональная проекция этого подпространства на любую координат-

ную гиперплоскость инцидентна некоторой (0, 1)-точке. Тогда в евклидовом простран-

стве R
n существует (s+ 1)-мерное подпространство L′, которое не инцидентно никакой

(0, 1)-точке, но ортогональная проекция этого подпространства на любую координатную

гиперплоскость инцидентна некоторой (0, 1)-точке.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подпространство L пересекает некоторые прямые G(1), G(2), . . . ,

G(n−1), параллельные первым координатным осям, в точках A(1), A(2), . . . , A(n−1), соответ-

ственно. Выберем на n-й координатной оси точку A(n) в общем положении. В частности,

точка A(n) не принадлежит подпространству L и не совпадает с какой-либо (0, 1)-точкой.

Тогда подпространство L′ равно аффинной оболочке объединения L и A(n). Его размерность

dimL′ = 1 + dimL. �

Пример 2. Рассмотрим плоскость в R
4, заданную двумя уравнениями x3 = x1 + x2 + 1

и x4 = (−x1 + x2 + 1)/2. Непосредственная проверка показывает, что эта плоскость не про-

ходит через какую-либо (0, 1)-точку. Однако она проходит через точки

(−1, 0, 0, 1), (0,−1, 0, 0), (0, 1, 2, 1), (1, 0, 2, 0), (0, 0, 1, 1/2),
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у каждой из которых ровно одна координата отлична от нуля и от единицы. Следовательно,

ортогональная проекция этой плоскости на любую координатную гиперплоскость инци-

дентна некоторой (0, 1)-точке.

Пример 3. Рассмотрим плоскость в R
5, заданную уравнениями x3 = (1 + x2 + x4)/2,

x1 = −x2 и x5 = −x4. Непосредственная проверка показывает, что эта плоскость не про-

ходит через какую-либо (0, 1)-точку. Однако она проходит через точки (−1, 1, 1, 0, 0),
(1,−1, 0, 0, 0), (0, 0, 1/2, 0, 0), (0, 0, 0,−1, 1) и (0, 0, 1, 1,−1), у каждой из которых ровно од-

на координата отлична от нуля и от единицы. Следовательно, ортогональная проекция этой

плоскости на любую координатную гиперплоскость инцидентна некоторой (0, 1)-точке.

Действие группы симметрий куба позволяет легко получать новые примеры. С другой

стороны, если размерность подпространства достаточно мала, то искомая проекция вдоль

некоторой координатной оси всегда существует.

Теорема 6. В евклидовом пространстве размерности не ниже четырех, если прямая L
не инцидентна никакой (0, 1)-точке, то существует ортогональная проекция на некоторое

трехмерное координатное подпространство, для которой образ прямой L также не ин-

цидентен никакой (0, 1)-точке.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим индукцию по размерности объемлющего простран-

ства.

Если для некоторого индекса k и некоторой константы c 6∈ {0, 1} прямая L удовлетворя-

ет уравнению xk = c, то выберем проекцию на координатное подпространство, содержащее

k-ю координатную ось.

Если для некоторого индекса k и некоторой константы c ∈ {0, 1} прямая L удовлетво-

ряет уравнению xk = c, то рассмотрим проекцию прямой L вдоль k-й координатной оси

на координатную гиперплоскость xk = 0. Такая проекция прямой L снова не инцидентна

никакой (0, 1)-точке. Если размерность по-прежнему выше трех, по предположению индук-

ции, для нее существует искомая проекция на координатное подпространство.

Пусть прямая L задана уравнениями вида xk = ak+ bkx1, где bk 6= 0 для индексов k > 2.

Если проекция прямой L вдоль k-й координатной оси накрывает некоторую (0, 1)-точку,

то на прямой L лежит точка, у которой каждая координата, кроме k-й, принадлежит множе-

ству {0, 1}. Покажем, что на прямой L лежит не более двух таких точек, соответствующих

разным координатным осям. Так выделено не более двух координатных осей. Тогда искомая

проекция забывает любые координаты, кроме выделенных координат.

На прямой L лишь две точки с x1 ∈ {0, 1}. Пусть у каждой из них ровно одна коор-

дината не принадлежит множеству {0, 1}. Пусть, например, a2 6∈ {0, 1}. Тогда для k > 3
должно выполняться ak ∈ {0, 1}. Пусть a3 + b3 6∈ {0, 1}. Тогда a2 + b2 ∈ {0, 1}. В простран-

стве размерности не ниже четырех для k > 4 выполнено ak ∈ {0, 1} и ak + bk ∈ {0, 1}.

Следовательно, для k > 4 выполнено либо ak = 0 и bk = 1, либо ak = 1 и bk = −1. В лю-

бом случае в точках прямой L с x1 6∈ {0, 1} также x4 6∈ {0, 1}. Следовательно, не более

двух точек на L обладают указанным свойством: ровно одна координата не принадлежит

множеству {0, 1}. �

Теорема 7. В восьмимерном евклидовом пространстве R8, если плоскость L не инцидентна

никакой (0, 1)-точке, то существует ортогональная проекция на некоторое семимерное

координатное подпространство, для которой образ плоскости L также не инцидентен

никакой (0, 1)-точке.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если плоскость L ⊂ R
8 параллельна некоторой координатной

оси, то образом L при проекции вдоль этой оси служит прямая в семимерном координатном

пространстве, не инцидентная никакой (0, 1)-точке.

Предположим, что плоскость L ⊂ R
8 не параллельна никакой из координатных осей,

но пересекает каждую прямую G(1), . . . , G(8), где для каждого индекса k прямая G(k)

совпадает или параллельна k-й координатной оси, проходит через некоторую (0, 1)-точку

и скрещивается с каждой из оставшихся семи прямых G(j) для j 6= k. Каждая из семи

прямых G(1), . . . , G(7) лежит в одной из двух параллельных гиперплоскостей, заданных

уравнениями x8 = 0 и x8 = 1, соответственно. Эти гиперплоскости служат аффинны-

ми оболочками двух противолежащих фасет куба. Пересечением L с каждой из этих двух

гиперплоскостей служит некоторая прямая. Обозначим эти две прямые через L† и L‡, со-

ответственно. Согласно теореме 6, каждая из прямых L† и L‡ пересекает не более трех

из семи прямых G(1), . . . , G(7). Пусть, например, прямая L† пересекает прямые G(1), G(2)

и G(3), а прямая L‡ пересекает прямые G(4), G(5) и G(6). Тогда прямая G(7) не пересекает

плоскость L. Противоречие. �

Замечание 2. По аналогии с теоремой 7, легко получить нижнюю границу типа O(log2 n)
для размерности подпространства L ⊂ R

n, которое пересекает каждую прямую G(1), . . . ,

G(n), где для каждого индекса k 6 n прямая G(k) совпадает или параллельна k-й коорди-

натной оси, проходит через некоторую (0, 1)-точку и скрещивается с каждой из оставшихся

прямых G(j) для j 6= k. Однако известная верхняя граница, основанная на теоремах 4 и 5,

составляет ⌊n/2⌋.

§ 4. Заключение

Полученные результаты иллюстрируют сложность задач псевдобулева программиро-

вания, поскольку снижение размерности задачи методом ортогонального проектирования

встречает препятствие в худшем случае. Однако такое препятствие возникает лишь при

специальных расположениях аффинного подпространства. В случае подпространства об-

щего положения существует проекция, при которой образом подпространства служит ги-

перплоскость в пространстве меньшей размерности, не инцидентная никакой из вершин

единичного куба. Вообще говоря, таких проекций может быть много. И в разных случаях

вычислительная сложность проверки отсутствия вершин куба, инцидентных полученной

гиперплоскости, может оказаться больше или меньше, чем для других проекций. Выбор

оптимальной проекции в этой работе не обсуждается.

С другой стороны, хотя мы рассмотрели вещественные пространства, некоторые ре-

зультаты переносятся на неклассические модели аффинной геометрии [19, 40]. Особенно

интересны конечные геометрии, связанные с задачами комбинаторики [10]. Однако для ко-

нечных геометрий уже нельзя утверждать существование бесконечных семейств при фик-

сированной размерности.

Например, в аффинном пространстве над полем вычетов по модулю три, каждая прямая

содержит ровно три точки. Поэтому здесь доказательство аналога теоремы 6 становится

тривиальным. Также на случай таких пространств легко обобщаются все рассмотренные

примеры и теорема 7.
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We consider the arrangement of vertices of a unit multidimensional cube, an affine subspace, and its

orthogonal projections onto coordinate subspaces. Upper and lower bounds on the subspace dimension

are given under which some orthogonal projection always preserves the incidence relation between the

subspace and cube vertices. Some oblique projections are also considered. Moreover, a brief review of

the history of the development of multidimensional descriptive geometry is given. Analytic and synthetic

methods in geometry diverged since the 17th century. Although both synthesis and analysis are tangled,

from this time forth many geometers as well as engineers keep up a nice distinction. One can find

references to the idea of higher-dimensional spaces in the 18th-century works, but proper development

has been since the middle of the 19th century. Soon such works have appeared in Russian. Next,

mathematicians generalized their theories to many dimensions. Our new results are obtained by both

analytic and synthetic methods. They illustrate the complexity of pseudo-Boolean programming problems

because reducing the problem dimension by orthogonal projection meets obstacles in the worst case.
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